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Capítulo 1. Princípio da Indução 
O FINITA lução Finita 


io da Induçã 

М ção Fimta (PIF) é 

comprovar que uma proposição P(n) que. a € um artifício 
positivos consecutivos (conjunto A), é també inspeção, Ev 
elemento mínimo de A. ` ém válida para 


PRINCÍPIO DA INDUÇÃ 


as utilizado, em geral, para 
álida pa üc “de inteiro 
ора uma dada sequência de inteiros 

s os inteiros positivos maiores que o 


“SC - 
li с ҮТ) —- proposição associada a cada elemento di 
es que um determinado inteiro. que é lo conjunto A (f - 
5 М E .queéo ^ formado por —- 
(1) P(min A) é verdadeira; 3 min A) e que satisfaz às duas ipu ia Оэ но» 
2) para todo inte sé А 3 LE 
en di Lipa positivo k, se P(k) é verdadeira, então P(k + 1) també Е 
sta ções, a proposição P(n) é verdadeira para todo inteiro n a é verdadeira, k > min A 
or ou igual que min À.” 


Exemplos: 


1) Demonstrar à са -1-3-8 „> 
is proposição P(n): 173-3-..-Qn-l)- m, VneN. 
(1) Notemos que P(1) é verdadeira, pois 1 = 1% \ e 
(2) A hipótese de indução é que a proposição: Р(К): 1-3=5— 
Somando 2k- | a ambos os membros da igualdade acima, temos: 
123+5+..Qk-1)7 Qk=1)=K-(Qk- 1)=(k= TN 
ou seja, a proposição P(k + 1) é verdadeira. 

Logo, pelo “Princípio da Indução Finita”, a proposição P(n) é verdadeira para todo inteiro positivo n ; 


+ 0к- 1) =, keN é verdadeira. 


2) Demonstrar a proposição Р(пу: 2% > п, VneN 


Solugáo: 
(1) Observemos que P(1) é verdadeira, pois 2=2>1 
é que, para algum inteiro k> 1, vale a desigualdade %>к 


(2) A hipótese da indução 
Então, multiplicando por 
22k 

Então a proposição Pik- Dév 


2 a desigualdade anterior, temos: 22 »2k ou 2 »k-k2k7! > 


erdadeira. Pelo PIF, a proposição P(n) é válida para todo inteiro positivo. 


| é divisível por 24, V n € N. Е 


3) Prove que 5% 


Solução: 1 Зо 
pn=1 > 55 .1225-1-24 = . 
11) Suponhamos que exista um k e N, tal que 5% _ | é divisível por 24, ou seja, 5 - 1=24x 
11) 5%-1=24x > s(5*- 1) = 25(24х) > ges > 57-1 =74256-24 > 
8+0 | =24(25k + D 
é sempre par. © 


4) Prove que O digito das dezenas de 3º, n um inteiro positivo 
Solução: | 
Notemos inicialmente que3 =0 


das dezenas pares 


27, possuem digitos 
das dezenas par, OU seja, 3 


3,7 = 09,3\= | 
3* possua digito 


Suponhamos que exista um inteiro positivo k tal que 3 D 
(Mxyhe onde y é o digito das unidades, x (que é par) o digito das dezenas © M o número q 
k 
dígitos restantes de 3”. 
: PE 9. | 
bo a didi o das dezenas de3x 1,3% 3,3Ix7e5 x9 


Notemos que у somente pod 
до. Notamos 


Desta forma, quando multiplicamos 3* por 3, € 
é sempre par, temos que vai 0002 para ac buco | | 
umo digit pape wet ju ik "i e p unidades de 3x (que © par) mais 0 das dezenas 
Como o digito das dezenas de 3 he Lago | i ri a n qe do emos que я 
igi! s dezena 


na ч 
dígito das dezenas de 3 € sempre par, 


omo o algarism 
s da conta desta multiplicaç 


asa das dezena 


Capítulo 1. Principio Р 
base, сот n discos em uma delas. C 


Ü uma 
“nos fixos em | | 
je Han 1) Existem 3 pin . ен a тт discos em uma ды 
= (Torre de 1º a centro, Sé A o disco, exceto que vocé 
) e um für em 5 os discos de um disco para outr f TAN ES 
al enor dos © 
itido mos idee 
де maior 5 bre um disco П 
1) Demonstra 
a) 12-2 + 3 
b = 
2 " 
с) Vo 3 + 
41023 = 
1 n : E : 
Р ser todos 05 discos em um outro pino usando 2" — 1 movimentos, e) n^ E 
Prove que © possivel move fict 
S 
y 


ste o único disco para outro pino; 


Solução: ; car e 
_ " rimento deslocar € > ` 
1) Para n = | basta um movimento 7 ^ cecessários 2* — 1 movimentos рага mover : 
Il) Suponhamos que para k discos sejam necessários + р р todos os бс... E 
ro pino; e E - ne К i i i : х 
qup + | discos podemos iniciar colocando todos os k primeiros discos no 2? pino, Ond p 
necessários (pela suposição da indução) 2 - | movimentos. Coloquemos o último disco do 1° ping, . i) 2545 
pino (mais um movimento) € depois passamos todos os k os que estão no 2º pino para o Pp К Xo 
Assim, para k +1 discos precisamos de (2 — p+1+(0-1D=2 >- 1 movimentos. ü 122 
A 
E 1.2 
Ed je d. odis de uod " org 
Рр A r E | sb z^ 
в) Prove que 23 2n-1 2n п+1 n+2 2n : МЕ 
Solugáo: 12 
? 1 1 1 1 1 
Sejam f(nsl--*2--* e g(n) + hot : : \ 
0/3 2п-1 2n n+1 n+2 2n en 3 
I) Claramente f(1) = g(1) = 1/2; 1 
П) Suponhamos que exista п tal que fín) = g(n); E 
Ш) Observe que: s 
| | ; p? 
f(n+1)-f(n)= S : | | 
(n+1)-f(n) Xl Jma? e g(n+1)-g(n) = : 3 CONES D dle 1 vs 
»* 20а 2n-] 2n+2 n+l 2n+1 2 у)“ 
Ass | . 2 2n+1 2n+2 
ssim, podemos afirmar que f(n + 1) — f(n) = g(n + 1) - g(n). s) 
Ü 


Como f(n) = g(n) temos que f(n + 1) = g(n + 1),que completa a indução. 


7) (Torneio Internacio `i 
nal das Cidades) A seqüência é i 
ror l seqüência é de { t ao = 
и о ed A é definida por: ay = 9, an +1 = Зац + даь, 20. 
Se es em sua representação decimal. 
Notemos que ag = 9, a, = 22599 
Notemos que a T bro e 
s ao termina em um 9e i 
Po qu € à, termina em dois 9's 
emos que азо termina em mais do que 10 UR 
Como 1000 <2" = EA ROVER 
indução finita. 
е que um número termina em m 9º 
Suponhamos entã i 5 se é da fi 
ponhamos então que existe um n tal E se é da forma а.10" 1 
an+ = 2a, +4ay = 3(a.10™ a que à, — a.10" - | 
-(a10"— aa AO 17 = (a 199.1 
92.10" + 1)- ^10?" — 2а үрт 4 f? ср 18810" - 3 + 4) = 
JGa.107" 22,10" - 1) = p.10?" – 1 


1024 pode Я . 
=з» mos conjecturar А 
Jecturar que a, termina em 2" 9's, Vamos demonstrar isto por 


C 00 d ass I p = = эе] ar 7 
€ ero 10v d br e cad t a todo n 
m numer de ves dobra m a pas О, temo 1 =a р 

S que d 
n . 10 2 


Capítulo 1. Princípio da Indução Finita 


Exercícios 


1) Demonstrar por Indução Finita: 


a) 12237... + п = n(n + 1)Qn + 1)/ 
( 2 6 
b) 12+22+3 =. + n = n(n + 1)/4 
с) 12+ 32+ 5^ + + (2n — 1) =n(4n? 1)/ 
, - D3 
d) 123+ 5% + +002 IY =n*(2n?- 1) 


e) 2: 23 +... + n(n = 1) = n(n + 1)(п + 2)/3 


Д 4-4 
l-—c*-—4Lt ,3n*l 35 12n+7 
MENO 5"! 16 165° 
SEIS. ie (2n -1y " 
gi watt ALO за (i! HAD 


(1-х)? 


ento 


h) 143x +5х? +...+(2п-1)х 


i) 2.5+5.8+8.1 1+...+(3п - Gn +2) = n(3n? +6n+1) 
EREMO 
1223 212: 342 щп+1) 2" n+1 2" 
i2..99* 32 n2" ns 
k) — + + +... +——— =l- 
3 4! 5! (n+2)! (л + 2)! 
51 71,91 2n43 1 po» 
1) 2-6 + t+ lo р 
123 233º 3; 3 n(n4l) 3" n+l 3" 
LoS В! nn-l | 1 
m>+>+— ——--- 
з а 4! (n +2)! 2 (n«-2)! 


+ Um x2- Un 


n) 1+ 1/⁄4+ 1/9 +... 
"= а(д'— Dq- 1) 


o)a+aq+aq +... + aq 
p2>n, Ynz5 
а) 2"> m, Vn2 10 
p4>n, Үп2 5 
sn!» i, Vn24 
tj n!» n, vn26 
2) Demonstrar, usando Indugáo Finita, que: 
a) 3" - 1 é divisível por 2, Vn e IN 
b)mr-né divisível por 6, V n € IN 

c) 8" — 3". é divisível por 5. Vn € IN 

d) n(n - 1)(п + 1)Gn + 2) é divisivel po 
e IN. 


3) Demonstre à identidade 

sen?! a 
cos а. cos 201. cos 40... COS "а= 
2" sena 


4) Prove que: л : 


2 n 
para todo inteiro n > 1. 
1 1 " 1 ы 13 
emonstre que —— + ++t—º? A 
5) Demonstre q L0 53 эп” 24 


para todo nümero natural n > 1. 


r24, Vn 


6) Para todo inteiro n > 1, prove que 
3n 


7) Prove que 
inteiro n 7 1. 


8) Prove que se Ai Аз +... * An? T5 0O<A< 
i=1,2 


т, , 2, ..., п, então: 


y n 
senA, + senA , +... + senA, É nsen— 
n 


9) Hà algo errado com a seguinte demonstração, O 
que é? 

“Teorema: Seja a um número positivo. Para todo 
inteiro positivo n nós temos а! =], 
Demonstração: Sen = 1, а"! = а! -1=а? = 1. 
E por indugáo, assumindo que o teorema é 
verdadeiro para 1,2, ..., n, nós temos 

абла"! 11 


а! = а" = = 


a =1, donde o 


2 


a 
teorema é verdadeiro para n + 1 também.” 


10) Seja (F,) a sequência de Fibonacci, definida 
por Fi = LET 1, Faaam Fari + Fm n20. 
Demonstre por indução que: 

a) FE T E +... + Fs = E En t 


b) Fi + Fat... + Fn = Fn+27 l- 
c) Fi = F; +a + Fons = Font 2 
d) f <i, n24. 

Fa 


n 


n+k 
stre por indugáo que 5] ) 
k=0 k 


Legs. 


11) Mo x 


1 
12) Seja a um número real tal que aaa є 7. 


| 
Ч А n я 
Prove, por indução, que & + PI e Z, para todo 


ne IN. 


dos os números da 


ri à to 
13) Prove, por indução, que númer 
| j são divisivels por 


forma 1007, 10017, 100117, ... 
53. 


14) Demonstre, por indução, que: 


FEE. A да+ i 
— o € 
ala+b) (a+ ) 
Jução, que 
' i 15) Demonstre, por ЛЄ $2 1 
1! г 1Y BE 11.—. 
4 а КЕ 5 Е 
E [171] l 9) " 2n 
a «sioualdade de 
до, а Desiguá 
y 16) Denn por indue 5 real x x>- | e todo 
1 Bernoulli: " Para todo número 
1: +x) 21+ nx. 
j número natural п, ( 
y А u ara todos 
17) Demonstre, ро! indução, que Pi 
| |. | k E 
^ naturais К< n: 1+—: 1+ a) n nº 
AN 4 
4 M ^ н К. 3a. 
Ы D ü 18) Demonstre, por indução, que n (n 1) 
In (n*2) é divisivel por 9 
EA А n & Á 
1 19) Demonstre, por indução, que 4º + 15n-1é 
pins divisivel por 9. 
PI i 
E 20) Um L-treminó © uma figura plana 
P como a do desenhe (ou uma rotagáo 
ram dela). Considere um “tabuleiro de 
E nun xadrez” de tamanho 2"x2" do qual sc 
5 remove uma qualquer das casas. Mostre que o 
i 1 restante do tabuleiro pode ser coberto por L- 
; \ ;O treminós sem superposição. 
pr 
D 21) Para n = 0, 1, 2, ..., ѕеја х, =La +0), 


ondea = 3442 c b= 3-2. Demonstre QUE Xn 


é um inteiro para cada n. 


22) Demonstre, por indução, que: 


1.3.5...(2n =D. 
Er mer para n € IN. 
23) Para cada intei 
inteiro < sej 
a, =l+ l + l М 
к= —-t—t...dt— D À 
| RARE + E Prove que, para cada 
| Inteiro positivo n: 


d lx 
За, +59, +74, + 


+ 0п+ђа, =(п+1)?а —Mn+) 
э 


24) (UFRJ-91) Pr - | 

: у; оуе que s ^ 
par, então 2^ |6 divisível por. numero natural 
25) (Unicamp-92) 
qualquer que sej 
4 


Mostre que 3 divide y? 


ао número natural n, Е 


26) (ITA-71) Qual о maior número de 
que um plano pode ser dividido por y 
(Sugestáo: usar indugáo finita). 
d) (n? +n+ Кэ; 
e) N.d.r.a, 


мі 
linhas. 


c) n(n T 1y2; 


27) (ITA-01) Se Г: JO, 1[ 2 R é tal que, у y 
1 


joi... [GOI < 1/2 e го (3), у 


2 
entáo a desigualdade válida para qualquer > | 


2,3,..00< X< lé: 


101 
a) 1091 * 2757 d lol > 


s ТО <> e) 1х) < x 


1 
) as l] == 


28) (IME-87) Mostre que para todo núme. 
Sn T 
23 (2), 

n 
29) (IME-88) Considere a segiência сј 


primeiros termos são: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,5, 
Seja a, scu n-ésimo termo. Mostre qu 


Equum 


30) (IME-91) Mostre que 


natural. n maior ou igual a 2, 


(2n +1)х 
en—— 
+cosx+cos2x+... + cos nx = ——— * 


2веп^ 
2 


юр— 


31) (IME-2004) Demonstre que o núme 
111...11222..225 é um quadrado perfcito. 


n-l n 


32) (Provào-98) Considere a sequência E: 


+5, (2...4... =й. 
с An =42+a, , para n > xi 


para todo n 2 1. 


definida por à = 


|. Mostre que ân 


33) (Espírito Santo-99) Mostre que se dt, 2^ ue 
an SãO números reais positivos, então: 


ERP o PA ссн 


si 


| 


e 


(a, жа; +... 


+а 


34) (Rio Grand 
sequência de nú 


inteiro positivo, 


Prove que 3, < 


35) (Ceará-20 
satisfaz f(xy) 
Prove que f( 
todo n natura 


36) (OBM- 

natural p, € 
distintos di 
1 


—+— + 
n, n» 


37) (OBM 
n pode se 
para alg 
convenie 
(Por exet 


quadra 


39) (Н 


úmero 


nero 
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44) (Canadá-73) Para todo inteiro positivo n, seja 


Va 1 
h(n)=1 HSA e Prove que para todo n = 
3 п 


2,3,4, ... temos n + h(1) (2) + h(3) +... + h(n 


34) (Rio Grande do Sul-2003) Seja (an) uma 
-D=nh(n). 


sequência de números reais, definida para todo n 
inteiro positivo, por: a, = | + M К | 
n+] n+2 2п ` 
| 2 


Prove que a, CNN M 
4 4n 


45) (Canadá-74). Mostre que, para todo inteiro 
positivo п, Po PAP 4+... + (- D(n- ye 
C Dti e c py t! 25 sso n) 


35) (Ссага-2001) Suponha que a função fR > R A cU { 
satisfaz f(xy) = xf(y) + yf(x) para todos x; y e К. 
Prove que f(1) = 0 e que Қи") = n.u^ ^ 'f(u) para 
todo n natural e todo u real. 


., defini-se x,,, =1+X, de Prove que, para 
n23 ьо k. 
y 


36) (OBM-80) Prove que, para cada número 
natural p, com p > 3, existem p números naturais 
distintos dois a dois: ni, т, ..., np tais que 
1 1 
—+ 

nj n» n, 


47) (Furman University-96) Seja uo = 1, ш = 5, 
e, para n > 2, seja Un = 2Un-1 + Tun - 2. Mostre que 
Un € 4" para todo n > 0. 


48) (Putnam-58) Seja R; = 1, Ras uice n 


37) (OBM Jr.-96) Prove que todo inteiro positivo 

> 1. Most e para n È <R,< 
n pode ser escrito como n = =P tttm ostre que paia neis Чок, «dn +1. 
para algum inteiro m e alguma escolha 
conveniente de sinais + € — 


(Por exemplo, 11 = 1-2? 


49) (Noruega-93) Os números de Fermat são 


definidos por F, = 2" + 1 para n = 0, 1, 2, ... 


+32 +42 + 52-6?) 
n-2F¡Fo +2 рага todo n 


Prove que Fn = Fn- ng 
=1,2,3,. 


1 


38) (Portugal- -94) Prove que O número 
LLL. 117 222., 22 é, para todo n natural, um 


50) (Rüssia-62) Dados os números positivos aj, 
‚ адо, ао. Sabe-se que: ài > do, а = = 3a1 – 
3a, — 2ass. Prove que 


2n 15 


quadrado бене 


а› 
20, à ay =3a2 - 241, ..., 8100 = 


39) (Hungria-1913) Prove que (11) > n". aim > 2 


51) (Rüssia-2000) A seqüéncia de nümeros reais 
(а, аъ ..., 2000) satisfaz а condição: арта + 
+ ар = TN +аз +... = ay para todo n, 1 n $ 


2000. Mostre que todo elemento da seqüéncia € 
um número inteiro. 


40) (Hungria-1935) Prove que para todo n inteiro 
I 1l 1 l ] 1 
=—+— +t.. t7 


— +.+—— 
12 34 (2n-12n n+l n+2 2n 


41) (Hungria-1938) Mostre que, para todo inteiro 


] 
п> 1: та га g +21. 


n n+] n+2 n 


M 


2003) Sejam А =44..4 c B 


2n 


52) (Balcánica Jr- 


88...8. Mostre que A + 2B + 4 é um quadrado. 
on 
n 


42) (Hungria-1941) Prove que: 
n=l 


Mya y= 


2 3 4 2" 
=1+х+х TX +X +..+X 


43) (Canadá-69) Determine o valor da soma 1.1! 
+22!+33!+ + (n- D(n- 1)! + n.n!. 


capítuloZ Sel iências Aritmética y 


S ARITMÉTICA E GEOMÉTRICA 


SEQUÉNCIA 


s SEQUÊNCIAS 


ESTUDO DA “a é qualquer listagem ordenada (finita о 
ў o numcrice и 


+ 
é u infi i] 
ОАО :eoüéncia finir ШҮ 
2.1, INTRODUC А ou prog - (2 10, 5. 8) formam uma seqüéencia finita de quatro py i 
€ go оспе T nomin ido "termo" e em toda Seqiiência todo Eid 
or x en E у 9 м ў 
nú т is ero А é é У im. na sequência (8, 1, 0) о 1% termo da Seqünc; 
ida г cr dem ssim, Па P наи r ў " 
natural : [до com a sua ordem número | e o 3º termo na segiiência é o Número P 
ri о de acora :аёоп c TO А 
oK. o 2º termo na seal i na letra acompanhada de um índice como simbolo dea. 
úmero 5, 0  ' k r Jiza-se ume eje in . A С 01/232 a us T 
" ficar esta nomenclatura d lemos definir a sequencia (an) como (а = 2, az 4, а) NIU 
smplilical = , podemos : E aw : E {ол б, " D 
| de da sequência. Por е д, «1% termo da seqüència (а)”, о simbolo a» significa D т, 
Ш А а e t 
le o simbolo a Б 
ву 10) onde O sor diante К ; 
fiência (a-)" е assim p ч - Aue nas sequências em que podemos encontrar uma mesma бт 
' im especial interesse nas 14 i E »cessário t AS «n 
pus Ww ) de ualquer termo da sequencia, sendo esses as do а ordem der: 
tec ne D na sequência (а, ) definida no parágrafo anterior a l servar que a, 2n, pa; 
o Por exemplo, Na SEQUE К à s termos da sequência possam y 
d А n e IN. A esta formula que permite que todos os termos c | Ms 3 
n y 


ег calcula. 
O, à seqüé. 
+.) possui teny 


f la sua ordem dá-se o nome de “termo geral da sequência”. Por exempl 
уте m função dà У orde n $ à di j : 
somente en f enl la pelos quadrados perfeitos de números naturais (0, 1, 4, 9, 16, 25, 
шиша (ap) formada pelos que 
peral dado por a, - n^, n € IN 


rmos de a sequência é através de à 
Outra maneira de caracterizar os termos de uma seqüéncic atra uma equação: 4 


recorrência, ou seja, uma expressão que relacione um termo em função do(s) anterior(es). Por exempla 
a famoss sequência de Fibonacci é definida recursivamente por Е — 1, = le Fa = Fp ER 
ace N Asim temos que seus primeiros termos são dados por (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 

Note que a equação de recorrência não necessariamente precisa ser linear em relação aos termo: 
antenores. Por exemplo, podemos definir a segiência (bp) porb = 1е b, = 25 (n2 2) e também 
definir a seqüència (cy) por cı = 0 e c, = Poste, i) n > 2, ambas não lineares. Posteriormente, ny 


capítulo 4 deste livro, você verá como calcular o termo geral de uma seqüéncia a partir de sua equação 
de recorrência. 

Em algumas seqüéncias estamos mais interessados no valor da soma dos termos do que 
realmente no termo geral. O símbolo S, significa 


mo g à soma dos primeiros n termos de uma seqúéncia. 
Quando uma seqüéncia possuir infinitos termos e o valor da soma dos seus termos é 
à sequência em questão é convergente. Por exemplo, a seqiiéncia de 
Pois a soma dos seus infinitos termos é igual a 1. Quando a som 


amamos esta seqüéncia de 


finito, dizemos que 
termo geral a, = 27" é convergente 
à dos infinitos termos de uma seqüéncia 
tende para o infinito, с i 
ch divergente, Por exemplo, a seqüência a, 

divergente, pois a soma dos seus infinitos termos tende p 


ara o infinito, 
2.2. A PROGRESS 
2.2 


АО ARITMÉTIC 
AÑ Definição ETICA 


A progressáo aritmé 
5 Итецса (РА) ё ilôna: 
ё Uma segiiência e з (a £s 55 
somado а um determinado valor constante quencia em que cada termo é igual ao termo antecessor 
aritmética pois todo te sante 


х Рог exemplo, a segiiéncia 3, 
termo é evidente) é 


5, 7, 9, 11 é uma progressão 
como tod 


igual ao termo antecessor mais 2. Podemos 


a seqüéncia em que a subtração de dois termos 
que se dá p 


dO aritmética 
aritmética” 1) é uma const; 
aritmética”, Assim Se aj, a, ау à tant 
r 3 %2, d3, а 
Note que um: 


“+ formam uma p ага esta constante é “razão da progressão 
pode ser 1 seqencia em que tod qua PA, então а-а =T, a; -a =r, 4 g ET, o 
D se retad. S OS te E, Е 2 + * ` 
progressão apretada Como UMa Progres Жаы CMOS sejam iguais (denominada seqiiência constante) 
5 CSSÃO aritmética nos 5 05540 g tica de ra2z ; fi 
Analogamente Nip qai Fazáo dada por um ais de razão igual a 0. Por outro lado, quando uma 
t “1 quando a razão q. mero positiv 
uma PA decrescente. о da Progressã positivo, 


» ; e. 
dizemos que esta é uma PA crescent 


a é menor se 
© Menor que zero, afirmamos que esta se trata 


2.2.2. Termo Ger 


SD I 


т. S081 Ане: 


eic q ст “е 


Vamos ag 
Para tanto, repare 
Mea tr 
Ser=0 
relações acima, ү 
básica das propo 
аз -а а 
1 —— = 
r 


a-a =(n-1) 


Na verd 
do primeiro te 
elemento da se 


Por cx 
escrever que « 
É mui 

termo da seq 
pode assumi 
usamos o sín 
da seqúéncia 
Em a 
sequência п 
terceiro eler 
por à, = ар * 


Exemplos: 


1) (UEPA- 
incentivo à 
se após a 
segundo n 
familias b 
previsões, 
a) 245 
Solução: 
Segundo 
progressã 


2) (ЧЕК) 
Opção |: 
Opção II 
Opção II 
Um clie 
Esse elit 
Solução 
Note qu 
opção, | 


an = do 


À 
À 
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N, 


2.2.2. Termo Geral 
Vamos agora d i 
а agora determinar o ten 
Para tanto, repare nas i по geral de um: funçã 
x 5 бер Канона па РА em função some e а 
guintes relações que Dotes fec de Si somente do 1º termo e da razão. 
5 sobre os termos de uma РА: 


а= а tr; ау=а›+ 


r=a+2r ES 
45 ёа=а++г=д‚+3([. 4 
а +3r; aca+r=a+áar.. 


Ser=00 te 

5 rmo geral да РА é 

relações aci M € dad А55 . 

relações acima, podemos deduzir que a, = a H por an = aj, V n e IN. Caso contrário, observando as 

básica das proporções. a =a + (n— Ur. Vamos demonstrar isto usando uma propriedade 
s а 


eS | азар а-а а-ә Y 
А à la d 1= - = : 2. cl ce ie „йз: a Tis аз E ха, 
n 3 ERU EN E r+ 
fórna 1 3 ASUS > Termo Geral da dl biu 
a desu : Na verdade, nào é obrigatório escrever tod: $ 
“П, Para do primeiro termo. Podemos também expressar iod sermos de uma progressão aritmética em função 
сай, elemento da seqüéncia. Por exemplo, considere o Mosis е em função de qualquer 


1üénc; Ж MMC : 
Cia | а= àj 7 (n ~ Dr- ( - r7 (n- jr > [nan] 


| térg 
EMO 
Ra D, exe > 
Por exemplo, em uma PA de razão r, sabemos que ay = ay + 8r. E o 
escrever que ay = as + 4r ou que as = ay – dr. : NOUIS OTI 
E muito comum c i í i 
ito cc n confundir o símbolo an, geralmente utilizado para termo geral últi 
termo da seqüéncia. Quando dizemos que a, é o termo geral de u fenia a Cumis variável qus 
йа seq , Шеше, gera ma seqüéncia, n é uma variável que 
pode assumit qualquer valor inteiro positivo desde | até o número de termos da seqüéncia Quando 
» E А Г ara AW. o TAS T NM n ; a Й 
usamos o símbolo a, para último termo da sequência, п é um número fixo igual ao número de elementos 


cia. 
Em alguns países (principalmente europeus), o padrão utilizado para o primeiro elemento de uma 
ap e sim ag. Assim, a, passa a representar o segundo elemento da seqüéncia, az о 


da seq 


sequência não é 
terceiro elemento, аз о quarto elemento e assim por diante. Neste caso, о termo geral de uma PA é dado 


por an = ао + nr. 


Exemplos: 
um município, preocupada com o êxodo rural, implantou um projeto de 


1) (UEPA-2004) A prefeitura de 
com previsão de 3 anos, para manter as pessoas no campo. Observou- 


1 incentivo à agricultura orgánica, 
1 se após a implantação que 12 familias haviam sido beneficiadas no primeiro mês; 19 familias, no 
$ segundo més e 26 famílias, no terceiro mês. Segundo os técnicos, a previsão é de que o número de 
famílias beneficiadas mensalmente aumentará na mesma razão dos meses anteriores. Dentro dessas 
й previsóes, o número de famílias que serão beneficiadas no último mês de execução deste projeto é: 
E a) 245 b) 257 c) 269 d) 281 e) 293 
ü } Solugáo: 
É Segundo o enunciado, a seqüéncia formada pelo número de familias beneficiadas em cada mês é uma 
1 progressào aritmética de 1º termo igual a 12 e razão 7. Assim, axo = ai + 35г= 12 + 35.7 = 257. 
2) (UFRJ-2004) Um vídeo-clube propõe a seus clientes três opções de pagamento: 
05 Opção |: R$ 40,00 de taxa de adesão anual, mais R$ 1,20 por DVD alugado. 
os : Opção II: RS 20,00 de taxa de adesão anual, mais R$ 2,00 por DVD alugado. 
ão ; Opção III: R$ 3,00 por DVD alugado, sem taxa de adesão. 
Um cliente escolheu a opção Il e gastou R$ 56,00 no ano. ; 
e) v Esse Cliente escolheu a melhor opção de pagamento para o seu caso? Justifique sua resposta. 
H Solugáo: 
a Mond da opção formam progressões aritméticas. Se (an) representa à PA da 1° 


>, Note que os valores pagos em ca 
e E opção, (bn) a PA da 2" opção e (c 
an = ag + nr, = 40 + |2n; Б. = Бо + 102 = 


„) а РА da 3° opgáo, entáo; 
20+2n; Cn = Co 13 3n 
1 


D's alugados. 
= (3018) = 


54. a melhor opção teria sido a Opção | 
IL 


2 2 n=18 DV 
Portanto: 56 20 su 2x08) = 616 © 


Desde que is 
a- 
8) (Olimpíada d 


e números inteiros não nulos tem 10 teit | 
OS e А 

а 
mas а velocidad 


ogressão aritmética d 
` 


2003) Uma pr 


3) (Mackenzie , Então: 
is te centrais © ZeTO- : n 
dos dois е m Bares за Фа = 4as e)a7- Sas À 
= 52 )a = 223 Marcela diz о í 
Solução: ЕА ND $ dos múltiplos « 
0 > à +аг+а+5г=0 = T - 2а1/9. contar de man 

número. Qual 


Pelo enunciado: às +а = 
Solução: 


afirmar que: 
as = а + 4г = а – 8a1/9 = а|/9 > as=9 
1> 


Assim, podemos y 
acat2r= ш -4a1/9= 5а1/9 > а= 9а3/5 | 
а6= +574 10а/9 == а1/9 => а! = – 946 аз = ар + бг= а – 1241/9 =—аү/3 => ау Inicialmente, | 
ак =а + 77=а- 14a1//9 == 5а1/9 > a=- 9ay/5 asy Como a veloc 
pelas duas sti 
(an) possui ra 


і) аа = а + ( 
11) ba = bi +! 
Marcela pas: 
Se o múltipl 
Depois dest 
1) Natália: 
ii) Marcela 


Portanto, temos que à alternativa c é a correta. 


9, 12, 10, 13, ...) obedecem a uma lei de forma, 
ão, 


) Os termos da seqüéncia ( 10, 8. 11, 
a, então азо + ass é igual a 


4) (PUC/SP-2003 
ordem n dessa seqüónci 


Se ap, em que n. N*, é o termo de 
4)58 b)59 c)60 d)6l e)62 
Solugáo: 


Podemos concluir, observando a seqüéncia fomecida, que оз termos de ordem impar ( 
al, аз, as, ) 
5, ..) 


form: aPAe exa de : RIP k 
оптат uma РА f o os termos de ordem par (а>, 44, 26, ...) formam outra PA. Portanto: 
Danisa + [Ok + D- 00/2 = 10+, ` 
ii) ax =@ + (2k -2)/27 7 +k. As duas fal 
П Podemos notar que como а; ае s ão é | 
зо ocorre para К = 15 egtão азо = 22 que não € | 
ara k = 27 entà ao > аз = 22. Analogamente 
para k = 27 então ass = 37. Desta forma, azo + ass = 59. 8 + urna vez que ass осоп; 871 e b291 
E Logo: 290 
5) (UFPB-99) Usand i бс 
z o-se palitos de fósforo, constrói 4 
dispostos horizontalmente І s de fósforo, constrói-se uma seqüéncia de trià : Р 
i s zontalmente, conforme é mostrado abaixo ш triángulos eqüiláteros 9) (Olimp 
i | de númer 
x Solução: 
Com esta construçã AN A 
5 onstrução, quantos S T 
V MER та , s pa e fós A Su | 
seqüéncia? palitos de fósforo são necessários para se forr г: S ponha 
Solução: ч 5 mar o centésimo elemento da e a razà 
Assim, $ 
Deste m 


Para completar uma fi 
a figura a partir da fi 
podemos concluir partir da figura anteri as 
mos que as quantidades de pal tor basta acrescent: dis Wesce : 
ү primeiro termo 3 e мы КО, de palitos necessários para йг mais dois fósforos. Assim, Porany 
Assim, ао = 201. ‚ £ujo termo geral é dado por a, = ay + ( ofan elemento formam uma PA 
uin di n- r=3+(n-1)2=2n+1 10) (О 
6) (UFSC-2002 ` 
2002) Quantos mit rogres 
Solução: ) Quantos múltiplos de 7 existem entre 20 Soluçã 
а е2 2009 
Dividindo 20 e 1200 por 7 ©1200) Vamos 
Assim, os múltiplos E ; obtemos: 20 — 72 + 6 e | S 
Portanto: a, = e 7 entre 20 e 1200 for e 1200=7.171 +3 o 
n= a+ (n-1 200 formam um: ` E 
| 7D Y S 1197=144 (п — Же PA de 1º termo 14, último termo 1197 e razão 7 = 
eterminar , > = | ` 
|' Solução; quatro números em PA cuja 5 190 = n=170. Deste 
Vamos mon Ота é igual a 
: tar Sual a 26 e 
i)26=x-3r ju PA de razão 2r: (x — 3r а soma dos quadrados é igual a 214. G- 
cider a e dos AT, x + 
214 = (13/2 — Зп)? + (13; d 3 > 2624 t x+ 3r). Assim: 
214 = 169/4 y 2-1) +(I x > x= Elev 
а -39 + 9p? 4 (13/2 + r)? + = 13/2 
214 = 169 + 292? 169/4 — 13 2 (13/2 +3 2 
20 > 4e=9 > ге? + 1бод у ууу > Um: 
г= + 3/2 + 169/4 + 39r +9? = Ass 
um: 


> PA é formada elos eros 2,5 Sell. 
pelos numeros =, 


7 


* 


[| 
| 


Y 


A 


+, 


5 (Olimpiada de Maio-96) Матай сарӣ 
) 5) Natália e Marcela contam de | 102. Sondâncias Artimética o Geométrica 
eçando juntas desde o número 1, 


mas a velocidade de Marcela é o tripl 
pus liz > plo da velocidad Ali 
Marcela diz о quarto número). Quando a diferen кн Natália (quando Natália diz o segundo número 
dos múltiplos de 29, entre 500 e 600, Natália se ça dos números que elas dizem em uníssono é al ui 
contar de maneira descendente de modo que ben fazendo a conta normalmente e Marcela tones a 
número. Qual é o número? ‚ Num momento, as duas dizem em unissono o mesmo 
Solugáo: 
Inicialmente, podemos observar ilti 
р que os múltiplos а 

Como a velocidade com que cont: 5 e 29 entre 500 e 600 são 522, 531 e 5 ' 
pelas duas CNRC ROSE ns dE triplo da velocidade de Natália, Aux MON falados 

SES P E ri б 1 eti \ - 
(ап) роѕѕш razáo igual a 3 vezes а razáo da ataca de Nobili d A Ман 
pa=a + (n- 0) = 1 +(п—1)(3) 23n-2 (n2 1); atália (bp). 
шь = +(п—1)ъ=1+(а—1)1)=п(п>1). — 
Marcela passa a contar de trás para frente quando a-b=2n-2 
Se o múltiplo de 29 em questão é 522: 2n-2= 522 3 is 262 > азо =784se b 262 

- deste d ТН do 0295 
Depois deste instante, as duas seqüéncias dos números falados imensa Кеи 
i) Natália: с=с + (n- l)re = 262 * n-1 = 261 +n (n2 1); Р úl 
ii) Marcela: dn = di + (n= 1)га = 784 + (п – 1)(- 3) = 787 - 3n (n 21) 
AS ipii o o número quando: c, = d, => 261 +n=787-3n > Ат = 
que não é inteiro. Assim, O múltiplo de 29 em questão é 580: 2n-2= 580 > n= 
871 eb 7291 => c, = 290 + ne d, = 874 — 3n. 
Logo: 290 + n = 874 — 3n > n=146 > сць = dus = 436. 


526 > n=263/2, 
291 > аә = 


ntre os infinitos termos de uma progressão aritmética 


9) (Olimpíada da Espanha-94) Demonstrar que se e 
então infinitos termos da progressão são 


de números inteiros positivos existe um quadrado perfeito, 
quadrados perfeitos. 
Solução: 

Suponhamos que o termo 
Se a razão da PA ér(re IN) então an 
múltiplo qualquer de r (d 
> (n-kr-( 
se ay = mê, então ak + (m + 2x.1)x 


43 e J5 não podem ser termos de uma mesma 


de ordem k é um quadrado perfeito, ou seja, ак = mi, m e IN. 
= ax + (n—k)r= m? + (n - Юг. 

=xr, V x € IN): (m + а) = m + 2md + 
n+2x.0Jxr > n=k+(m+ 2х.г)х. 

= (т + x.r),, onde r é a razão da PA. 


Assim, se d é Ф = m? + (m + 2d)d. 
Deste modo: a, = (m + dy 
Portanto, para todo x € IN, 
10) (Olimpíada da Inglaterra-66) Prove que 42 ; 
progressão aritmética. 


Solução: 
Vamos utilizar nesta questão O método de demonstr 


Suponhamos que 42. 48 е „/5 são termos de uma т 
422a) 7 Xr, З = +угт е 1/5 = ap + zr, onde r 


48-42 5-5 > (z-yW3 +(y-2) 


ão (ou redução ao absurdo). 


ação por contradiç 
a. Assim: 


mesma progressão aritmétic 
é a razão da PA €x,y0z € IN. 
5 = (у -xWS «(795 > 


Deste modo, r = 


у-Х z-y 
(2 x (y 2902 = G 05 E aJ « b42 =c 5 , onde a, b, € ez. 
5 50? —2а2 -3b? 
Elevando ао quadrado: 3a! + 2b? + 2ab6 =5 => v6 RE ÓN 
é uma contradigáo. 


ue У é racional, que 


terior afirma q 
2, е 5 não podem ser termos de 


Uma vez que a, b e c são inteiros, à expressão an 
Assim, a suposição feita no início da solução € fal 


uma mesma progressão aritmética. 
9 


sa, ou seja, 


- — stica 2 
-essáo Aritmétl 1 
Am , Sea =X, аз = 


PA (an) não constante, então p+k=2q see aa 5 
entes 
de 


x —-x—20= 
A razão da P 


termos de uma 


3) Sabendo « 
Solução: 

Se (a, b, c, d 
Desta form: 


-[(d- 3): 


s de termos de uma PA (an) não constante, então p + m = TM j 
е 


2) Se p, q kem são índice 


somente Se ар + Am = Ag + ак. 


4) Provar « 


Demonstração: | z a 7 br 
Suponha que r e à razao di PA | | TkL 
| i ym > a Ф ужар + (т Dro a (а тта і (к- Dr < E bc 4 
o já Solução: 


p-m 2-eqik 2. «€ p+im-=q ek. 


Se (a, b. с 


Nemosstração: — Portanto: 
Kepak gue: 2y a 7 у хе я YET = у-х'ге з y tr=x+ 2r | 
Como os números x, X + re x 7 2r formam uma PA de 1" termo x e razão г. então X, y ez estão em Pa b Desta fo! 
Por outro lado, não necessariamente o fato de 2y «x ^ z implica que x, y ez sejam termos conse e jl 
‚р Par exemni ap m 5 q ү : > х A Un | 
de uma РА Por exemplo, na PA (400: ( 1,2,3.4. 3). temos que 1-3 = 2.3 e os números 1, 3e 5 rico | 5) Prov 
termos consecutivos da seguência (а„). ed número: 
К Solução 
2.2.4. Interpolação Aritmética Se (а, b 
a Interpolação К ou Inserção de Meios Aritméticos consiste em determinar quais e с 
eros, em uma certa quantidade л fornecida, deve inseri m : =bta o 
d , devem ser inseridos entre dois nú 
ue estes n 9 números CR I E e dois números dados de modo est 
krass : o formem uma progressão aritmética. Por exemplo, se desejamos inserir 4 б s Desta $ 
и cos entre 3 e 18, entáo estes 6 números (3, a», аз, a4, as, 18) deve ARAN ) 5 Inserw 6 meis 
temos que as = a, + Sr, ou seja, 18 = 3 — 57, onde obtemo , > 8) devem formar uma PA. Neste caxo. 6) Pro 
a=9 a= " ш. sr=3. Assi Med cce - 
аз =9,а,= 12 eas = 15. г = 3. Assim, os meios aritméticos são а; =6, Aa АЗ 
No caso geral, se desc) : ; | 
aso geral, se desejamos inserir ET MESES Soluç 
| JE inserir n meios aritméticos entre A e B. entã I N 
é uma PA. Portanto: aj.» = а + (n + . então (A, a», аз, ..., an+ i B) Se (a. 
n250 + (n+l => B=A+(n+ Des BA | а +1 
| (к ES D Assim: Aa - 
a=a + (к г A+ DBA) _ Aln—-k+2)+B(k-1) n+ ИМ 
п +1 ae 
n+l „onde 2<k<n+l. 3(а + 
Exemplos: Assi 
1) (ITA-00) O valor de n que tor DO 
ao intervalo: que torna a segiiência 2 + 3n, - 5n. | log. 
a 25 37 3N, |- а d se а : Se 
а) [-2,-1] b)[-1 0] ә ‚ 1 - 4n uma progressão aritmética pertence Soh 
Solução: [0,1] d) [1,2] 


€) [2.3] 


Sabemos que a, = 2 + 


223 Зп, a = 
2-3П+ | 4n=0- On ох 


< 9n=—3 PN 


Sn са; = ] 
аз = ! - 4n form: 
mam uma PA se e s o 
ns somente se a, + ау = 22» 


2) (UFSC-2005 . 13 > te 
Solução: 9) Calcule o vigésimo termo da pro El, 01. 
* Progressão 


aritmética 
aritmética (x, x + 10, х2, «com x <0. 


PA. 
tivo 
ão xd 


ence 


" 
ij 
5 


кейн: АЗИКЕ С-З 


Capítulo 2, Segtiências Aritmética e Geométrica 


+ау=2а; 2 
172a > x+x=2x+20 > 


Sea = х,аз =x + 10 e az= x? zen 
x Ба. estáo em PA m 
+ então a, 


x х 20=0 = (х ~ 5х +4 х<0 
cabida ; 5Xx+4)=0 > x=-¿ 
A razão da PA é dada por r = a — a, = 10, Assim: A 19 

"Mo = а + 19г= - 4 + 190 = 186. 


3) Sabendo que (а, b, c, d) é Р.А. й 
Solugáo: ‚ provar que (d + 3bXd — 3b) + (a + 3c)(a — Зс) = 2(ad - 9bc) 
Se e A 2 3) é uma PA de razão r, então d -a = 3r = Mb 2 | 
Dasta forma: (d + 3b)(d = 3b) + (а + Зсу(а 3c)- di 90 ao 9d ( a) = 9(b-cy C). 

+ -9có = (a° + d) 9(b? + c) - 


5 а)? + 2 « ET 
[(d — a) ad] - 9[(c — bY + 2bc] = 2ad — 18bc + (d - a - 9(c - by m пе 
d = 2ad- 18bc 
4) Provar que se os ümeros ` 
) Pre que se os números a, b, c formam na ordem dada uma PA e o mesmo se dá com os números 


үз ЖЛ 
=, —, provar a relação 2ай = ac + с. 


b'c'd 
Solução: 
Se (a, b. c) é uma PA então a + с = 2b. Analogamente, se (5 Ъ 1) é uma PA, então ЕА Lo 
be'd Ме 
ї 2 2 
Portanto: ~+- =- = Loz ue =2 > be=e 
bd c d c b b be ias 


хс 
Desta forma: a + с = 2b > ас+с'=2Ьс > ac*c -2ad 


аи T ten id formam nesta ordem uma PA, entào o mesmo ocorre com os 
Solução: 
Se (a, b, c) é uma PA então a — c = 2b. Conseqüentemente: 

аҳь + с) + са + b)= ab-alc+ca+ СЬ = аЬ + c?b + ас(а + c) 
=b(a + c^ + 2ас) = b(a + cy = b(a + са + c) = 2b'(a + c) 


Desta forma, como a'(b +с) + c(a+b)= 2[b'(a + с)], então a 


= gb + c'b + 2abc = 


Hb +0), b(a +c)e (a + b) é uma PA. 


tão em PA, nesta ordem, então vale a relação: 


6) Provar que se a, b, c es 
3(a+b+ c)(ab + bc + ca). 


2(а? + bi + с) + 21абс = 


Solução: , 
Se (a, b, c) é uma PA então a + c= 2b > (a+ cy =8 > а + с + Загс = 
а + с? + 3ac(a + c) = 9) > 43 + b? + с + барс =90* > а +b? + с = 9b! — 6abc 
2(a? b! + c°) + 21abe = 18b* — 12abc + 21abe = 18b! + 9abc. : 

Por outro lado: (a + b + c)(ab + bc + ca) = (3b)(b(a + с) + ca) = (3b)(2b” + ас) = 66 + Зарс => 
а + c)(ab + be + ca) = + 9abc. 

d з Ea p c) ен PA entáo: (aè +b + c) + 21abc = 3a+ D+ c)(ab + be + ca). 


3ac! = 8b > 


Assim, concluímos que se (a, 
7) (IME-2005) Sejam à b, с e d números reais positivos € diferentes de 1. sabendo que loga d, log, d € 
| f a энте clan 

log, d são termos consecutivos de шпа progressáo aritmética, demonstre que: c? = (ac) 
Solugáo: EM : 
Condigào de trés termos em PA: 2.log, = log d«log,d > boh - ims z Торе н 

, log,b 

2 EL (log ac) > 
2(log, a (loga с) = (log b)(log, à + 108. с) > !0ё4© am (loga 

> 2 Aog, b с? = (ac): " 
log, c? = (log, bXloga ас) > loga = log (2c) > 
11 


capítulo 2. Sei llênetas Aritmética в Goong, ` 


= de ита РА. 

" É imeiros termos Иа А 

2.5. Soma dos п prime ética de primeiro termo а1, 
1 


último termo a» e n termos, então 

2 «Soma dos 
GER Se oressã 

Se (an) é uma progres (а +) 


de uma PA de duas maneiras; га 
э ud i 


termos é igual a 5, = 


primeiros 


imeiros termos ~ 
der 


Demonstração: 
Vamos escrever 
crescente da ordem с 


a expressão da soma dos ^ рї : 
| » (^ Dro SCC et 
jos termos è na ordem decrescen i 
- tm 


+а 22 


+... a 


$. a +а at. 
ка 


ка tl 


estas duas expressões: 


Sy 4 ак -1 - | 
S Aenadamente (termo à termo) es 
ena un PE Hs (aids 267 (ano +) + (an-1 t 22) — (a, + а) | 
28, (a ptu ^ d W (а pas YKE | < к< п. Desta forma, todas as parcelas da expres, 
BORNE ros * nor (a, + an). Desde que existem n parcelas no somatório: > 


bstituídas por Gu 


acıma podem sel Su 
(a, > a) 
а n 

S MEA E d 


> 


25, = (a; +4 Mm => 


Exemplos: 


1) (UFRA-2004) Um homem recolheu em 16 dias, 3112 latas de refrigerantes para serem recicladas 
Cada dia conseguia recolher 25 latas a mais que no dia anterior. Nessas condições, pode-se afirmar que 
no 5? dia ele conseguiu recolher: ù 
a) 93 latas b) 107 latas с) 114 latas d) 124 latas e) 132 latas. 

Solugáo: 

Pelo enunciado, as quantidades de latas recolhidas formam uma PA de razáo 25. 


EEN (a, +а1)16 \ А | 
Assim: В, = AS at) =3112 = a tdi 389 c (ак нше 09 > 


2a + 15.25 = 389 > ар=7. 
No quinto dia o homem recolheu as = a, +4r=7+ (4)(25) = 107 latas 


2) (Ciaba-2 ade { ressác sti 
2 (Ciaba 2004) Dada uma Progressão Aritmética, em que o 5° termo é 17 e o 3* é 11, cale $ 
os sete primeiros termos dessa Progressão Aritmética | ү алышкы. 
a)90 b)92 c)94 d)96 c)98 | 
Solução: 
Em uma PA sabemos que a, + a;=ay+as=17+|[=28 
Logo: S, = @ +а,)(7) xar) - Q8) d 


2 2 


98. 


3 U ey m р 
) (UFAM-2005) Dada a progressão aritmética, (13, 20 


2)3096 — b)4012 c)3354 d)3543  c)4l02 


Solução: «). Então a soma desde o 30º até o 42º termo é: 


A PA dada possui primeir i 
\ P termo igual a 13 e razão 7 Assi 
Sy Sy === 29168) (a, +а)(29) 211 ыз, о . 
; (003 — =21(13+13+41,7) -03*13*287)29 
TA 78.077 16573-3219 23394 
e) 


4) (EEAR-2004 

A е 2004) Мита P.A., о 10º ten 2 
92 D ae dessa progressão é no e a som 
Solução: - 94. d)6. 


à dos 30 primeir 
Primeiros termos valem, respectivamente, 2 


i) agp =2 
10726 = ài 9г= 26 > 2a T 
o UU 


12 


26 


mee 
11) $30 7 


Subtrain 


5) (UFR 
foram cc 
vermelh 
cor azul 
A) 55 

Soluc& 
Os nüm 
O termi 


Portant 


Entretz 
Como 


Portan 


6) (A 
fórmu 


a) 25 
1º So 
Sabe 
A та; 
Port: 
28 
Dese 


— 


! 
E 
i 
4 
| 
ў 
| 
| 


i) So = (a, + a39)(30) 1 
1 = = 
ii) 5зо 2 440 > 2a +29r=96 e 


Subtraindo as equações (2) e (1): 11r = 44 
> 4. 


5) (UFRN-2001) A direção de uma A 
foram colocadas em linha reta, na Matan сш onfe 
vermelhas, 3 azuis, е assim por diante D ordem: 1 bai 
cor azul era: s epotside col 
A)55 B) 60 C) 50 
Solução: ) D) 45 
Os números de bandeiras colocada 
s por v 
O termo geral desta PA é a, = a; + ie ne a РА: (2, 4, 6, ....) 
-10)-2n ,6,....). 

Portanto, a soma dos n primeiros t | 
ermos desta seqüéncia é S, = (a, +2,)n _ (2+2n)n 

ntretanto, para n > 1, temos que a desi ч li "ES 

s gualdade n(n + é váli : 
Como Sy = 90, na 10º vez colocam-se apenas 9 erra pe азни е 
е nenhuma azul. 


Portanto, o número de bandeiras azuis é igual a 5 45 
zc 


6) (AFA-2002) Se a so . imei 
) ( ) ; soma dos: п primeiros termos de uma progressão aritmética (PA) é dada pela 


Зп +п " 
, entào a soma do quarto com o sexto termo dessa PA é 


fórmula S, = 
a)25 b)28 c)31 d) 34 
1º Solução: 

Sabemos que Si 


A razão da PA é igual a r= аз — ai = 3. 
Portanto: a4 + ав = ал +3r +a + 5г = 2a; + 8г=4+ 24 = 28. 


2* Solugáo: 
Desenvolvendo a expressáo geral da soma dos n primeiros termos de uma PA: 


“(atada _ (2a, +(n-1)r)n E oTo 
2 2) . 


=ajeS,;=ata > a=2eata=7 > a=5 


AEST. 2 
» ; 13 2a-r ] 
Comparando a expressão fornecida com a anterior: = = E Sp OP т=3 еа 72. 
+ 3г + ау + 5г = 2а + 8г=4+ 24 = 28. 


Portanto: a4 + a6 = ат 


104) > 0, então o menor dos possíveis valores de k é: 


k 

7) (Mackenzie-99) Se > Un 
n=l 

a)51 b)52 c)53 d)54 e) 55 


Solução: 
Vamos encontrar a progressão aritmética que possu 
пг+(а—) > r=4 еа 


4n- 1042 a, + (n- 1)r= 
Logo: S, = (a, +а,)К _ (108 +108 + (k -1)4K _ 2k? -106k. 
Е к> 53 > К = 5 
S,»0 < 2k2-106k20 © 2k(k-53)>0 = k<0ou min 
п> 1, sabemos que o primeiro é igual a (1 + пуп 
gressáo pelo último termo é igual a: 


i 4n – 104 como termo geral: 
-r2104 > a, = 108. 


4. 


n termos, 


tica com 
o da razão desta pro 


8) (ITA-89) Numa progressão aritmé 
3n)/2. Então O produt 


e a soma deles vale (1 + 
a)2n b) 2/n с) 3n d) 3/n e) 5n 
13 / 
& 


Solugáo: 


2 
Para n =2: У, 
k=l 


Como se trata : 


= Dr 
Assim: ап ~ а! (n 


Além disso: аз 
Conseqúentemente: dn = * 
12) (IME-99) 
soma dos seus 
п. 
Solugáo: 


E a soma dos n primeiros é į 
Juma progressão aritmética com 2n +1 teros, a m E ja . da 
9) (ITA-93) Numa p! 140. Sabendo-se que а razão desta progresse жы! 
soma dos м últimos € ‚5 
último termo sera igual а 


а) 34 b) 40 c) 42 d) 48 e) 56 


Observe que: 
Solução: | | | 
‚жаа Caj+(n-DDn —, опар + n(n- Dr=100 (1) Existem duas. 
Sa primeiros = 2 nl ЧЫҢ, ; 
F 3 Б | : 
(A, +23, )N ыб BED + (2n)r)n 2na, + n(3n + 1)г = 280 Qj {)г=0 ca: 
Si úlumos = Eco sao Es» ; 


E . 90 


_ SA DE ii)r=2a +0 
Subtraindo as equação (2) e (1): n(2n + 2)r = 180 > r= ED 


Substituindo valores inteiros para n observamos que 2 < r < 13, r e IN, ocorre comente para n = 5, oy: 13) (IME-98) 


temos que г = 3. Substituindo estes valores em (1) obtemos a, =4. igual a 72. De 
Logo: а = aj = 10r=4+30 = 34. Solução: 


Suponha que 


10) (ITA-2002) Sejam n > 2 números reais positivos aj, a», ... an que formam uma progressão aritmétc: estes número: 


de razão positiva. Considere An = aj + аз +... + a, e-responda, justificando: Para todo n 2 2, qual é» . 
х R Assim: 7º =. 
alorentié onime | 30:3: | af AM) 429 
maior entre os números сө е|——| -ag? Deste moi , 
п ; 
_ )п+1 = 
Solução: D BT | 
" i)n+1=7 
Sabemos que A, -itan > Anata, > Arg 231784 ü)n*1-27 
аһ = z 
2 n 2 n n 2 ivn+1=7 
; A is A ? ; Р 2 2 
Assim: ЕЕ = 2x] -a? [2174 ay cà › t 
n а" r as [= 5 е жо +a? = 14) Demonst 
És! R as CE a) 1+2+3+ 
_аг-2аја, +a; -af -2aja, - a? 
AA Cinco 2 
d. ——23,2 а* 4 
Uma y É „7а, t8, =а, (a, —a,) b) 124274 
ma vez que a PA é formad | 


à por números positivos e a razão 


Ур, 
implicando que а (а, — aj) > () | | 


é positiva então a, > 0еа-4 


Е 


Deste modo, Е ) S (s | В 
п " ас, 


11) (ITA-2005) Seja aj, a, 


. uma Progressão : T ә А п » nt 
aritmética infinita tal que Уаз = nJ2 + лп", ра" 7 


Nr De é 
- Detery " A 
nine iro termo ? kal 


O prime 
Solução: prime 


a razào da Progressáo. 
1 


Уа =а, узук 


k=] 


Fazendo n = [+ 


14 


2 Capítuto 2. 
para n = 2: PI =d;+aç =2/2+4r 5 Segiências 
kal a, = (2/2 + 4m)- (5 


+n) © а, 
Como se trata de uma P.A.: а = аз + зг c, dress " 

e © г= 21 

3 


Além disso: аз aj + 2r > a=(/247) 3x 
| л) 3m а 242-7 


12) (IME-99) Determine as possíveis Progressóes aritméti 


ila 50; ael cas 
Е а soma dos seus n primeiros termos pela soma d. “às para as quais o resultado da d ào d 
Então sey n. °з Seus 2n primeiros termos seja independente do valor de 
Solugáo: 
S 
Observe que: = = CTI (2a, +(п-1)г) ЫЙ Qa-n+m 
Sm (rta 2) QapeQn-ly) 2 a, т) даг. 
Existem duas я Ук que esta divisão independa de п: 
80. (2) i)r20 ecax0 > " 77 > PA constante não-nula; 
E S, 1 А 
1) г= 2а +0 > “л > PA igual а (a,, Зац, Say, 7a}, ...). 
2n 
=5 ј " ` Р "om 
» Onde 13) (IME-98) Uma soma finita de nümeros inteiros consecutivos, impares, positivos ou negativos, é 
igual a 7”. Determine os termos desta soma. 
Solução: 
ie Suponha que o primeiro termo da seqüéncia é ao = К e que existem n + 1 números na seqüéncia. Assim 
ritmética estes números formam uma РА de razão cujo último termo é dado por a, = ay + nr = k + 2n. 
ual é + +1 2k+2 1 
MET Assim: pk 
Deste mo 1 , existem as seguintes possibilidades: 
iin+1=1 en+k= 7 > п=0 ek=7 > seqüéncia dada pelo número 7º. 
lin+1=7 e n+k= T > n=6ek=43 = seqiéncia: (43, 45, 47, 49, 51, 53, 55). 
: ii)n+1=7 en+k=7 > n=48 e k=-41 => seqüência: (- 41,- 39,- 37,..., 55). 
i)n-127 e n+k=1 > n=342 e k=-341 > seqüéncia: (- 341, – 339, — 337, ..., 343). 
14) Demonstic que: 
a) 142434... n AED; 
2 , n(n«D(2n-4l) 
E b) Parra qq RETE 
а >0, 6 
2 1 А 
с) 12 +32 +52 +72 4...+(2n-1)? = пап! =); 
| (n+1) 1 
E [92] | 
2 polução: a E (1+n)n 
га t В) A sequência (1, 2, 3, ..., n) é uma PA de n termos, à = 1 ea, =n. Assim: 5, 2 


ID Sabemos que (1 + х) = 1 + Зх Зх + х. , | 

1 Pubstituindo nesta expressáo valores inteiros de x desde 1 até n obtemos: 
i -3] +3.1?+ 13 

Ш =1+32+32?+23 


15 


mia 


33. PROG 


Ad 
: 2 п caso partic 
no peganta 7 ‚ Aparece s dois 1 i te. 
(пе 112" «ejando OS elementos que кы" к igualdade: gor ): 
„stas expressões € cance "E Prat КЛ ) : Sej E 
? Somando estas Te 34. t п)*- К um 3n? + 3n termos 
AP (n* 1) -n*30 77 НОЛЕ ИРЕ: 3$ = п! +3n7 +21 2 E uma progr 
O а р i 
n? +3п +3n 2 A 
2n+1) 
jan +N > S= nin s Dm ordem, po 
2п +202 >: 6 А EA E pp 
6 ООО x E ^s A(Aan) =: 
jas ast een D 2 zm k=l " кы ка A(A(Aan) 
ann Dn D. anta e) en = 2 ln? ene 2-6n- 6. M o 
3 3 variável т 


пп 00+) | n *D az 1 
eds 2 5 
Я 2 


ndn? -D 


segunda 

elemento 
encontra 
ordem. L 


» 3 4 
eat raio 


É) 
4 
летос que (1 + X ý E 
d) Sabemos que (I es inteiros de X desde | até n obtemos: 


Substituindo nesta expressão yalor 
| 2 «124,1 * 61 41 ET | 
| 3212424621442 2 : 
1 2 2) + 3 3 
а 


4%=1+43+6.3 +4.3 


rra 6n edad en 


Somando estas expressões e cancelando os elementos que aparecem nos dois lados da igualdade: 
ops 2 3 $23 3 

(п+ 1)! 2n (I 4223-..*n)* 6(1l + 27+ 37+... *n )-4(1 *2/*3 *..-*n)*1 2 

n —4n! = бп + 4п +1 = n + 2n(n = 1) +n(n+ 1)02п+ 1) +45 +1 => 


nin 4l) i 


4S = пі - 4n) + 6 + Зп 2j -2n-2n - Зп -n= n'«2n «n = nin + 1y > s-| | 
2 
^d 


15) Uma pilha de n níveis de bolas tem base retangular e o nivel superior consiste em uma fc ' 
Exemp 


bolas. Mostrar que o número total de bolas da pilha é n(n + 1)(2п + 3x - 2)/6 


1) (Ma 
An, N > 
a) 172 
Soluga 
Segun: 
а – а 


Vista de Perfil 


| Vista Superior 
| Solução: нк 
| O 1° nível possui x b к= 
| ssui x bolas, o 2º níve m М" 
| (1< К< n) possui Kk(x+k- у К Possui 2(x + 1) bolas, о 3º nível possui 3(x + 2) bolas, E 
| e En : olas, .... o nível n possui n(x + n — 1) bolas | : 
| у= Xx=1+k)=(x-1 a p x E 
| 25 ( ке Ук торт) (п Ов) nies, sam 
4 6 6 


S= n(n +1)(2п «3x 2) 
TITULUM 
6 


elk 


cRESSÓES ARITMÉTICAS DE 7* om ШО 2. Seqiléncias Aritmética e Geométrica 


; À 
23. PRO definição de progressão aritmética utilizada até então neste capítulo na verdad А 
- particular chamado progressão. aritmética de 1º ordem, onde a subtração dos teima ое 
caso йе. O caso geral de progressão aritmética pode ser definido da seguinte maneira: s consecutivos é 
n а): ài 82 33 n uma sequencia. "Defini-se a sequência (Aa,) sendo formada pela subtração dos 
P ot consecutivos de am ou seja, (Aan): аз — а, аз — az, a4 — аз, ... Afirmamos que (an): ai, аз, аз, ... É 
p rogressão aritmética de n" ordem quando a seqüéncia (А(А(А(...(Ла , )...)))) é constante. 


uma А 
nAs 
Por exemplo, pode-se demonstrar que a seqüéncia a, = nº é uma progressão aritmética de 3º 
‚рова sequência A(A(A(an))) é constante: 
2p -(n- 1) =3n -30t l; 
ESE эп +1-[3(0- 1) – 3n- 1) +1] = 6n- 6; 
Aaa) =6n-6-[6(n—1)-61=6 | = 
AA Na verdade, pode-se demonstrar que Se о termo geral de uma seqüéncia (an) é um polinômio, na 
«vel n, de grau k então (an) é uma progressão aritmética de k^ ordem. 
T pora vamos nos ater somente ao caso da PA'"de 2^ordem: Uma vez que na PÁ de 2: ordem а" 
cubtração dos elementos consecutivos é constate, então os valores da primeira subtração dos; 
segundo da sequência formam uma progressão aritmética de 1ºordem. Vamos utilizar este fato para, 
a d reed do termo geral de uma PA de 2* ordem, Suponha que ai, аз, аз, ... éuma РА de 2 
ani que a sequência az — ai, аз — аз, à4 — as, ... é uma PA de 1º ordem, segue que 
ordem. Unte YA 


ap- a 


алек a2 


an7 9n 


Somando estas equações lado a lado obtemos: ` 


a re re > 


(kk (n 27 7D "y Me г) a -К+®. 
e E " 2 i 


an =а; 


Exemplos: ) , sabe-se que as diferenças ba = аа «17 
ESSA sica (4, 7, 23 835 85 à 
1) (Mackenzie-99) Na sequência numérica ( 2. Então ais © igual a: 


a, п> 1, formam uma progressão aritmético, E dk 28 
а) 172 b) 186 с) 200 ) 

Solução: 

Segundo o enunciado: 

a-a=3 

а-а = 5 

a-a=7 

as-ay=9 


an~ An-1=2n—1 


Somando estas equagóes lado a lado obtemos: 


2 
gre) > mento 
a a =3+5+74+.+(Qn-1) > 82777 2 


Logo: а= 15+3 => ai = 228. 


liéncias Aritmética e toj 
ais lanh "7 l 2, 3, cos © UNA progressão art 
je forma, 0$ pontos do plano cartesiano Ene, 
"los. Para essa seqüéncia, a soma de seus k Prim m 
| шү, 


d 

Se - pr. ue +; 
2 (UNB-2001) 5 = 41 Ugo Я 
(PA) de razão ^ с, a ) (3. a3 ~ tão alinhado | 
coordenadas А i n ч a agora, que à seqüénc! 
(a, t 275, suponha, аё 


. es Р 
а de números Treats (br) n=1,2,3 
3 mio 
ifere e seu 

¡encia (Ci formada pelas diferenças d д é Оз CONsecutivo 
üén D d (ЖЕ: denominada progressáo aritmética de ardem 
. Nesse a 3, ... uma PA de ordem 2 e fcy) a seglene 
cia 


termos é igual a 2 
jas que à seq 


^u seja uma PA. do TAS n=1,2,3, : É 1 
s conccitos € consideran mo definido acima, julgue os itens a 
% 


as de seus termos consecutivos, со! 
аѕ 5 


a uma PA, П 


constitu 
isto é, Cn ^ bat 
Com base nesses СО = 
formada pelas diferenç 
seguem. » 
guem. ancia 1, 4, L1 22 20 2> 
1) A sequência 4 l 3, 
P A seqüéncia cuja fórmula do termo 
(з) һе Ватт + Cnt: 
Masas? (к= Dr, em que r : 
(5) Os pontos do plano cartesiano que 


e uma РА de ordem 2. 


se d р 
73 é exemplo 3, ...., é uma PA de ordem» 


2 an=1,2 
geral éd,7 mo" para n 1,2, 


Seja (an) 


(2, bo), (3, bs), (4, ba), ... estão sobre um É - cd 
: р ortanto 


=b3- 2b; e bi. 
tém coordenadas (1, bi) 


a-a = 


parábola. = 

Solução: -ensecutivos s a seqüéncia 3, 7, 11, 14, 17, 20, A аз — аз = 

(1) ERRADO. Subtraindo os termos consecutivos obtemos a seq que não é ац — аз = 
aP 3 А id 

uma PA. ((n- 1 -(- 1)] = 2n- 2, que e o termo geral de uma PA de; Йй РВ 


2 (п = n) 
Somand 


(2) CERTO. da- da- 1 
termo 0 e razáo 2. 

(3) CERTO. Somando as equ 
expressão b,- bi = eit ert e t Cn- t | 
(4) СЕКТО. Сото а seqüéncia (cn) é uma PA de 1º ordem, 


onde a sua razão é r = €i = €- 17 (bx 1 =) - (bs = bi 
2b. + bi. 


ações b» - bi = c bx - bo = C2, 04 — Ы; = сз. ..., Ва Dn - 1 = Cn | obtemos: 
An – а = 


seu termo geral é dado por сү = с + k-ti. : 
9) =bx+1- 2bk + bx - 1. Como este valor; E brani 


constante para todo k, fazendo k = 2 temos que r = b: | 
су +С) n-1) (2с + (n – 2)г)(п —1) 
(5) СЕКТО. bn = bı +01 + C2 t.. + Cn ¡A p erum en > | Como с 


5) (Oli 
ѕеайёп' 
seqiién 


grau em n. Assim, os pontos k 


. 5 2c,- ү А 2 
b, (iy [RP pes -c,-*r), que е uma equação de 2 


coordenadas (1. bj), (2, b2), (3, bs), ... pertencem ao gráfico de uma parábola. a 
БЕ: 1* Solu 

3) (UENF-2002) Observe а segiiência numérica a seguir: (0, 3, 8, 15, 24, xis) i | Como. 
bi e a seq 


Determine, em relação a essa seqüência: 
o 
a) seu 6 termo; 4 Portan! 
b) a expressão do termo de ordem n. 
Solução: 
a) Seja (an) a sequência dad: > 
m l o озн dada, Podemos observar que os valores de an — an - 1 SãO dados por 3, 5. 19: 
и essáo aritmética de la : P i 3 тагй p 
pu pam ue 1 ordem com 1º termo igual a 3 razão 2. Portanto, 26 7 2 А 
b) Escrevendo as s б 
o as subtrações TOS С : 
ções dos termos consecutivos da seqüéncia (an): 


a-a=3 
аз-аз = 5 
a4-a1=7 
as-ay=9 


e 1=21-] 
0 esta 
mando estas equações lado à lado obtemo 
dn 5: 
8-23*5-7-,. «Qn. | ае) : 
pe +2n-D(n-1) 
2 


2 
> а= п +1. 
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«мы. 


20/6, 
аги СӨ 
o Ética 
Que têm 
Primeiros 


Secutivos 
ordem 2 
šeqüência 
IS que se 


em 2. 
obre uma 


jue não é 
PA de 1º 
btemos a 


(k- Dr, 


e valor é 


ontos de 


r 

11 

13 э. 

15 g 11 7 

(13 15 17 19 E. 

121 2 25 27 29 7. 

1 у, 
Solução: 


Seja (an) à sequência formada pelos primeiros elementos de cada linha. Pod 

n-a = 4, 4 — as = 6, as — ал = 8, ..., que é uma PA de 1º ordem com termo rodeo a 
Mem geral dado por 2n, n2 1. 
а-а 2 

25-027 4 

a,- à 7 6 


mc -2n-2 
Somando estas equações lado a lado obtemos: 
- (24 2n - 2)(n -1) 
y 2 
pelos últimos elementos de cada linha. Repare que, pelo raciocínio de 
=20+1-2=[(0+ D! -(n* 1) + 1] -2= п *n- 1. 

2 2 
linha n formam uma PA: S, = (а, м „(m да ора d 

2 


> а= -n+l 


а,-21=2+4+6+..+2п—2 > a,-l 


Seja (bn) a segiiência formada 
distribuição dos números na tabela, bn 


Como os n elementos da 


reais ar, аз, az, ..., defini-se AA а 


Hong Kong-94) Para cada seqüéncia A de números 
Suponha que todos os termos da 


— аз, ..., Cujo n-ésimo termo é an+1— аһ. 
= 0. Determine а. 


5) (Olimpíada de 
sequência a» — a1, аз — а, as 
seqüéncia A(AA) são iguais a | e que ату = аз 
1º Solução: 

Como os termos da sequência A(AA) são iguais a 1, então a sequência AA é dada por k, k + 1, К+ Das 
e a seqüéncia (an) é dada рога, ат + k, a +k+(k+ 1), a +k+(k+ 1) + (К+ 2), ... 

Portanto, o termos geral de (an) é dado por an = а! +k+(k+1)+(K+2)+...+ (k+(n-2) > 

q DO, +(n-1)k +т(а--2, que é uma equação de 2º grau em n 


2 
l Desde que а = a93 = 0 então as raízes da equagáo de 


com coeficiente de segundo grau igual a 3 
(n-n-99 ., а= 828. 
2 


а„= 


segundo grau que fornece an São iguais a 13 € 93, ou seja, а, = 


2* solução: 
do tão (an) é uma PA de 2º ordem. 


Como todos os termos da seqüéncia A(AA) são iguais a 1, en 4 : 

n? (2k- -k+1). 
Portanto, a, (Gy QE кат) > а EM k+1) 
2 2 


2 
а= 0 > E ¿LED (a -k+1)=0 > 2a, + 36k =- 306 
2 
2 
q > ALA , (a, -к+1)=0 > 2a, + 184k=- 8372 
2 


Resolvendo este sistema obtemos a, = 828. 


Capítulo 


2 Se lências Aritmética “gs 
Cleo, 
CM 


2.4. A PROGRESSÃO GEOMÉTRICA 
| .&. ж | o | 
| 2.4.1. рей ii geométrica ou Progressão Geométrica (PG) é uma seqüéncia " ees 
siam 5 Itiplicado por ume constante. Por exemplo, os quatro i ad Cama, 

me y 7 1) (Ciaba- 
| termo ¡gua 


~ ermo antecessor MU a: 
| ao termo ssão geométrica, POIS cada termo, a partir do s 
egundo, é. 


o 1 formam uma progre 
54, nesta ordem, formí гор й А pa 
termo anterior multiplicado por ^ Desta maneira podemos P d PG como sendo uma с. “141 )- 113 
| ‚ : Seis a)- 
lementos consecutivos é uma constante: " = constante, A, enc Solução: 
n-l a 07130,0355 
UU А; = A19 


que a razão de dois € 
geométrica. Portanto, se os núme 
o geo números Aj, А», А, 


0121 — a A, А; _ As 
2 1), então emos que tas, 
RAE g A A А; 


| desta constante é razão da progressa | 
ULM 


! PG (com A; * 


Uma sequência em que todos os termos sejam iguais (seqüéncia constante) pod 
como uma PG de razáo 1. Por outro lado, uma seqüéncia com todos os termo pode ser inter. 2) (PUC 
OS iguais a O pe zero, € 
н correspo 


a PG de 1º termo igual a 0. Analogamente, uma sequência er 
do 1º termo 0$ demais sejam iguais à 0 pode ser interpretada como uma PG de razã і que, COM eg; 
| Se а razáo q de uma РО é tal que q > 1 e seu primeiro termo A, é tal паар 
| seqiiência é chamada de PG crescente, pois An > An- 1, Y n e IN”. Outro cas que Ау > D enga 
quando 0 < q < I e Ai 0. Se a razáo q de uma PG é tal que 0cq-«le deis PG Crescente a 
iro termo А, Ы А 


interpretada сото um 


A PG d 


| antão e ontiéncia é che ado 
Ау > 0 então esta sequência € chamada de PG decrescente, pois An <A 3 
que q < 0 e A, # 0 então esta se üéncia é A каке кргн 
а Я seqüéncia é chamada de PG alternante i i uma PG; а 
ssuem sinais contrários (Ак.Ак +1 < 0). кро  dois-termos conse | 
aq 
2.4.2. Termo Geral | a 
Observe as seguintes relagó | | 
5 S seg es relações entre os te 
g ções entre os termos de uma PG: ; Сото 
Аз= Ад; Аз= Ад = Ад; ASA =й | Assim 
q; = Аз.а = А.а; А; = Z 
- 2]: As = Asq = Arq. 1 
Vamos agora determinar o 1 Ё { pim 
NEN leia pre o termo geral de uma PG em função do primei - de б 
NE s bos ra ud e ão do primeiro termo e da T: de. ou 
iguais a 0, ou seja, A \ .VneIN*. Sea-0 2 tará 
q E. Ww An 0 Vn? LSe A, «0 DNE M boo Se ui 
„Аз A А | - Se А, суе 0 ; | des: 
Ai Ar Ba CAS: Multiplicando as A | IA De 
А, А, А, A Ana ash | razões —- obtemos i psc 
Ar Аз Ау : y / м [ ^. 
^j A, A, x =“QUG => A ni e a 
3 in AS — * =з 
ч Тат A, ] > A, - Aq" 1 i Port: 
r exemplo, a segiiênci: (A | Dest 
razáo igual a 2 impli а (Au) dada por 2 | 
sual a 2, implicando que s Por (l, 2, 4, 8, 16, ...) i pri | 4) ( 
Pedemo TUE seu termo geral sej; > +)» possui primeiro. termo igual 1 i 
HOM Escrever o termo seral seja dado por Age 27! ed aritr 
razào, Como geral de uma PG pe 21 
Ano Arq! na PG em funca А 
Ы SALE ded unção de qualquer te im de Arc” : 
este modo imm q (k> 1) entàc uM d B 
ZU des PG cujo termo se > temos que A, = Ay 9%" E: E a 
Em alguns йоз Podemos сн seja igual a A, - Nal Ро 
© Caso, 0 és ^ língua inglesa t que Ası = A, Su = Arq" 77, também pode set eser го 
eiro itin A, : Beral da р pus rabalha-se Eua ] e que An = Ат q 11 
> A3 É 0 quar 55а a se o pri i н 
Quarto termo e as A Ser An = Ag qu primeiro termo da sequência смо н 
ssim por diante 1, onde A, agora é o segundo termo dê 
e д І б 
: 3 5) 


ar 


€ Geométrica 


1º cada termo 


eros 2, 6, 18 
lo, é igual ао 
sequência em 
22.0 nome 


formam uma 


` interpretada 
а O pode ser 
com exceção 
0. 

0 então esta 
cente ocorre 
Ay é tal que 

1ma PG é tal 

consecutivos 


razáo. ii 


Os, exceto o 
ѕегуаг que: : 


"iguala le 
de Ay, e da | 
er escrita da 


:endo igual a 
no da PG, A» 


mec ai 


ot am Enia oll, im mam E 


lências Arttmótica ө geométrica 


1) (Ciaba-2004) Calcule a razão de uma Progressão G 


no igual a 2/3 e o último igual a 2/243, 


O: 1 termos, sendo o 1 
eométrica decrescente de cinco 


-2/3 

AT с) 1/3 E 

Solução: ur )23 0) 4/3 
= 4 > —=- 4 4_ 1 

AAA INGA qt. 


Como a PG é decrescente e A; > 0, então 0<q<1 => q= 1 


2) (PUC/SP-2000) Considere una progressão geométrica crescente, cujo primei 

zero, e uma progressão aritmética decrescente cujo primeiro ie ujo primeiro termo é diferente de 
correspondentes das duas progressões, obtém-se a sequência (2 o é zero. Somando-se os termos 
igual à , 1,2, ay, as,...). A diferença as — a4 é 
a) 13 b) 15 c) 18 d) 20 922 

SUP dada é por ( ^ ag, ad 

A PG dada € por ai, ад, aq”, arq”, а19, -..), com > ; 

com r > 0. Portanto, temos o seguinte pras q> 1, ea PA é dada por (0, — r, - 2r, = 3r, - 4r, ..), 


2q-r-71 2 
home > i os > 2¢-4q4=0 > qq-2)=0 > q=00uq=2. 
a r=2 


Como a, =2 e a PG é crescente devemos terq=2 => r=3. 
Assim: аң = ад -31=16-9=7 е asc а19 _ 4r 32 - 12 - 20. Logo: as - a = 20-7 - 13. 


3) (UFF-2000) Em 15 de julho de 2001, Miguel deverá pagar a taxa de condomínio acrescida, a partir 
desse més, de uma cota extra. Após о primeiro pagamento essa cota sofrerá, mensalmente, uma redução 
de 60%. Determine o mês em que, na taxa de condomínio a ser paga por Miguel, a cota extra original 
estará reduzida de 93,6%. 

Solugáo: 

O valor a, a ser pago no més n é igual 
0,4. Portanto, o valor a ser pago no més n é igual a an = a¡.(0,4) 
de 93,6%, o valor pago será igual a: an= а1(1 — 0,936) = а1.0,064. 
Portanto: a1 (0,47! = а1.0,064 => (0,4) 1.2004) = п=4. 
Desta mancira, Miguel pagará o valor pedido no més de outubro. 


a an = ân- 1.(0,4), оч seja, estes valores formam uma PG de razão 
P=1 Quando a cota extra estiver reduzida 


b, с, d forma, nessa ordem, uma progressão 
f forma, nessa ordem, uma 


4) (EsPCEx-2001) A sequência de números reais а, | 

aritmética cuja soma dos termos é 110, а sequência de números reais d» b, e, 

progressão geométrica de razão 2. A soma d + fé igual a: 

a) 142 b) 132 c) 120 d) 102 

Solução: 

Se a, b, e, f formam uma PG de razão 2 entã 

E a, b, c, d formam uma PA entáo a razão Y 
ortanto, a PA é dada por a, 2а, 3a, 4a. Como 

110=а+2а+3а+4а=10а > а= 11. 

Logo: d=4a=44 e f=8a=88 => d+f= 132. 


e) 96 


o b=2a, e=4a ef= 8. Im 
р PA é dada porr 7 b- 277^ аға. 


a soma da PA é 110: 


à lei ао: 
| «faz à lei de formas 
5) (Fuvest-2005) Uma sequência de números reais d; а, 05 satisfi 
ал+ | = ба, , se né impar 


21 


1 
An == , 
а! 37v Se n é par. 


Capítulo 2. Següénclas Aritmética e бедтар, 


Sabendo-se que a, = а 
a) escreva os ойо primeiros termos da seqüència 


b) determine a37 e ass. 
E y 1242; а; = 4V2 ; as = 2442; аз = 8V2 ; ag = 48/2. 

;аз = 2у2; ац = 12у2 ; a5 = 442; 8s Р 
a) ay =У2; a2 6У2;аз = 2V2 ; а f M ao | 
a) ay =V. ob € os termos de ordem impar formam uma PG de primeiro termo 42 e razão 2, 
b) Podemos observar que os 5 


ы e > $ 2n - |. termo Beral d 
) a, bn = a о Ў 
Seja (bn) a sequencia dos termos de ordem її par da seqüéncia (an), ou se TI 


l 
" na 2 52-1 
(bn) é dado por b, = bi.q ^! = 2.2"! 2222 


; a=bi0=2 = 
Quando 2n — 1 = 37 temos n = 19, portanto аў bio 
37 39 
Е 39 


23:24: 


=62 
Desde que azs = базу > a4,262 


6) (Epcar-2005) Em uma seqüéncia de 10 números, ay, a», ..., ao, aio, OS sete primeiros termos estão em 


progressão aritmética de primeiro termo 1, os três últimos termos estão em progressão geométrica, 


cujo 
í primeiro termo é 7. Sabendo-se que a; = ay € aç = а», a soma dos termos dessa seqüéncia é um número 
d entre 

a) 45 e 46 b) 46 e 47 c) 47 e 48 d) 48 c 49 

Solugáo: 


Seja r a razão da PA e q a razão da PG. Assim, as progressões são dadas por: 

РА: (1, 1r, 1 2r, 1 3r, 1+4r, 1 +51, 1 + бг) e PG: (7, 79, 7q7) 

> 1+6г=7 > г= |, 

б а= => 1+5г=74 > 6=7 > q=6/7. 
Logo:S=1+2-3+4+5+6+7+7+6+36/7 > 5546,14 > 46<S<47. 


е d;-—àüg 


7) (Fuvest-2001) Uma progressáo aritmética e 
igual a 4, sendo que os seus terceiros termos s. 
segundo termo da progressão aritmética exce 
O terceiro termo das progressões é: 
3)10 b)I2 с)4 д) 
Solução: 


uma progressão geométrica têm, amb 
ão estritamente positivos e 
de o segundo termo da prog, 


as, O primeiro termo 
coincidem. Sabe-se ainda que o 
ressão geométrica em 2. Então, 


e) 18 


Ad Podemos organizar as duas progressões d 


as seguintes maneiras: PA: (4,4 +r,4+ 2r) e 


PG: (4, 4q, 44) 
Pelo enunciado: 4 погена >» "=? 


4+r-4q=2 > 2 -4q-2qq-2)- 


Uma vez que os termos 
Consegiie 


44-г=2 0 => а=0 ou q=2. 


sáo estritamente Positivos, então o único valor que convém é q=2 
ntemente, o terceiro termo da PG (e da PA) é а = 18, 


aritmo natural da razáo é 24, 


O logaritmo natura] do terceiro termo é 26. 
an vale: 


De acordo com o enunci 
Іпа; + па; 2 26 > | 
2.In aj + 3.1n q=26 


ado: 


n (ад) + In (ai.q)) = 26 3 In a; * In q 4 [n а 


+2Inq=26 > 


Como (In a 


1л 9) =24 > 2.In 


a+ —= 


Ina, 


26 > (па) - 3lna+36=0 = 


10) (Escola ? 
seus termos 
termo dessa | 


212(1+ 43) 


Solução: 
Sejam A, = 
os três lados 


(Ак, =( 
Dividindo с 


= +1 


Сото q> 


11) (ITA-< 
uma progr 
l+- 


2 
Solução: 
Como a, 
um triáng 


а<а +, 


Entretant 


Timeiros te 
gressáo Beomi 
"^ t 

| Seqüéncia é um A 
M 


i ume, 


Е 


47. 


nbas, o primeifo termo 
n. Sabe-se ainda que o 
ométrica em 2; Então. 


É 


г) e PG: (4, 44.4) 
> q=0 ou q*2. 


9 = 2. 


› é 24. 
termo é 26. 


"ЧЧ PE em re te mi, 


OS estão q, 
Ctrica cujo 


торучан е 
y Jrs ia y 


A pom 
y tenet ice 


гузал 


a1) 4J((n a1)-9]=0 = 1 = Capítulo 
а 5i na=4 ou Ina =9 > а 2 Seallnetas Aritmética o Soométrica 
(=e 


4 24 
-e > а= == 

x Ine 4 6 > q=e. 

F 24 24 8 
a = S => Inq- = === 
aos a Ine? 9 3 que não convém, pois não é į 

- uei bI » Pois não é inteiro 

ste modo, аъ =аа =e (eo! =е®-2 р 


TA-90) Numa pro, ressão ge E А 

М diferenga do ет ан Sd du. a razão ée“? a soma dos t 
€ 3. Nestas condi : ermos é 7 en 

ções o valor de a é: quanto 


5 [5 
ш/2 b)-In7 c) Iny3 gps 
2 )-In42 €) nào existe nümero real a nesta: i 
Hs S condições 
odemos caracterizar a PG da seguinte forma: (k, k.e^?* k e-^ 
anos pi ы к i E Š : m. ). De acordo com o enunciado: 
аз > Ме "-1)73 (2) 


к.с 


ividi 5 ações (1 2): —— = КОЧ) 
bividindo as equações (1) e (2) a om aud aV E > 


et 3e 2-10=0 > (4.e7™+5)(e7™-2)=0 > е2 = – 5/4 ou e *=2 
Como e” * > O então a única possibilidade ée 7 - 2 > -2a-1n2 > a=-In оу? ш./2 
=- --In42.: 
val-2001) Considere uma progressão geométrica de razão maior do que | em que três de 
resentam as medidas dos lados de um triângulo retângulo. Se o primeiro 
trica é 64, então seu décimo terceiro termo vale: 


termo dessa progressão geomé 
ata) we) 9 («5j peer 


Solução: 
Sejam Ак = Arq 
os trés lados de um triángu 


10) (Escola Na 
seus termos consecutivos rep 


“VAIS Arq e Ак+2 = А! qe +1 os trés termos consecutivos da PG que representam 
lo retângulo. Como q > 1, pelo Teorema de Pitágoras: 

2 2 2 kei? кү? к-1\2 10k AlQE, A297 
(Ау +2) = (As 1) T(Ay > (А.а y = (Аа) +A ) > Aq = Ата AQ 


Dividindo os dois lados da última expressáo por Alq'*? obtemos: 


ERE 
> q'-q-120 > RII 


q-q*l 


u 
2 1245 6 
Como q > | temos que q 74 bi . Portanto: Аз = Arg? = sl, — | =(1445) * 


rmam, nesta ordem, 


a, € a5, fo! 


1, para os quais а1, de » 
de um triângulo, €: 


os os números reais q > 
medidas dos lados 


11) (ITA-99) O conjunto de tod 


uma progressão geométrica de razão q € representam as Б 
1445 145 
jj. E55 DAL 1445) gy, 1+5 у ш], El fast 
2 ©? RE 
Solugáo: esentar os lados de 
Como ai, аз, аз formam uma PG crescente, então para que estes beri Ps i dos (ai + 22): 
um triángulo basta que o maior dos lados (25) seja menor que à somit 1445 
1-45 qe. 
a <а +a 2 st 2_qg-1<0 > 723 2 
з<а та > aq<ataq > 42<1+9 > 8 а 2 
145 
dada por: 1<q <> 
23 


Entretanto, como q > 1, a desigualdade que define q é 


ge. 


capítulo 2. Se: úiências Aritmética e Geométrica 


2.4.3. Propriedades 
ãoi+k=2i 

1) Sei, je k são índices de termos de uma PG (An), com q + o, |ч| 2 1* А # 0, então i + k = 2j se e 

somente se A; Âk = (A y. 

“Demonstração: { 


2) Se i, j, k e m são índices de termos de uma PG (An), com q * 0, lql= 1 е Ar 0, então temos que 


i+ m= j+ К se e somente se A Ap = А.А} 
“Demonstração: di 


л y 
isa] 1 = k-i " 2am- ДА: p-2 o 

Ала = AA <> (AM agro (Ara X ) > ^id Aja 
Н 
: i " s 1] 
q mag jam 2=j+k-2 € ¡=m=j=k. 1 
3) Os números x, y € à ; a e | 

“Demonstração: 

Note que y xz = 1 
х Уу 1i 
Desde que os números х, АЧ € xq. formam uma PG, então x. y e z estão em PG. Observe, porém. qued + 
não necessariamente x, y e 7 devem ser termos consecutivos de uma PG, já que os números 1,2, 4. 5. 163 1 
formam uma PG e, por mais que (006) - (4), nesta PG os termos 1, 4 e 16 não são consecutivos. 1 


2.4.4. Interpolação Geométrica 
Interpolação Geométrica ou Inserção de Meios Geométricos consiste em determinar quais 
números, em uma certa quantidade n fornecida, devem ser inseridos entre dois números dados de modo t 
que estes n + 2 números formem uma progressão geométrica. Por exemplo, se desejamos inserir 3 meios 
geométricos entre 2 e 162, então estes 5 números (2, A», Аз, As, 162) devem formar uma PG. Neste 
caso, temos que As = Arq”, ou seja, 162 = 2.q*, onde obtemos q = 


, te / c + 3. Assim, existem duas 
possibilidades para os meios geométricos: Аз = б, Аз = 18 0 Аз = 54 ou А = 


6, Аз = 18 e A4 =- 54, 


Exemplos: 1 


1) (AFA-99) Se a sequência de inteiros positivos (2, x, y) é uma Progressão Geométrica е (x +1, y 11) ) 
uma Progressáo Aritmética, entáo, o valor de x + y é d | 
a)jll. b)I2. c)l3. 14. 

Solugáo: 

Se (2, x, y) é uma PG entáo x! = 2у. Se (х + 1, y, 11) é uma PA então 2y = x + 12. 


Assim:x2=x+12 > x-x-12=0 > (x-4)x*3)-0 Е. 


х=4 y=8 > х+у = 12. 


" ; y А. ad y 

кыймакчы (x, y, Z, уши progressáo aritmética crescente cuja soma é 10 e (a b, c, d) uma 
'cométrica coma+b=1lec+d=9,S ё à а duto yw é 

a bo D 15 e ambas tém a mesma razáo, entáo o produto уу © 

Solugáo: 

Sc (a, b, c, d) é uma PG então b = ag, c = aq” e d = aq”. Assim: 


a-b-lec-d-29 > a+aq= 2 3 
з naq=1l e ад +aq =9 Sape яа? e 
q'-9 = q=3 (uma vez que q > 0). q > a(l+q)=1 e aq(1+q)=9 > 


Сото а soma da РА ё 10 > x+(x+ 
ООМА dc 


РЕ 


3) (Mackenzie-X€ 
e uma progressáo 
a)2 b) 
Solução: 

Se a, b, c estão € 
Se a, b, c estão í 
a=c > a-t 


4) (EspCEx-20 
razão r (r # 0). 
a-3 b- 
Solução: 

Se b, a, c é um 
Se a, b, c é un 


bc = 4b° – 4b 


5) (Fuvest-2( 
(a bea-* | 
(ii) 2°, 16 € 
Entáo o valc 
2)2/3 v) 4! 
Solução: 
Sea,b,a+ 
Se2, 16е 


6) (IME-A 
19) a, с, de 
22% a, b, d 
3Ya+c+ 
Solução: 
Se a, c, d 
parc? 
ii) abd = 
Desta foi 
Logo, te 


7) (Olin 
а, Gi, G 
Solução 
Sea, G 


Sea, A 


r quais 
e modo 
3 meios 
. Neste 
n duas 
- 54. 


у, 11) 


3) (Mackenzic-2003) Se três nú Capítuhi "T" 
айба z 25 а 02 $i 

c uma progressão aritmética ento ATA е formam, na it Geométrica 

В > zão »Tessà ЖА , ogressão geométrica 

a) 2 _ b) 1/3 c)-1 M geométrica é: gressáo geométrica 

Solução: 13 e) l 

Se a, b, c estão em PA então a +c 22b. > (a+c) = 4b? PS 

Se a, b, c estão em PG então b! - ac. > а? + с? = e 2e = аї+с®-2ас= 4b? 

а=с > a=b=c = razão da PG igual а 1. ас > а?+с'—2ас=0 > (а-су =0 > 


4) (EspCEx-2002) Os ú а Re А 

e "s 2) NM Bic a, b e c determinam, nessa ordem, uma progressão aritmética 

he А A а ет b, a, с determinam uma progressáo еп ica (P presto apnea (PA) de 

ау—3 b)-2 c)-1 91 с)? g rica (PG). Entáo a razào da PG é: 

Solugáo: 

Se b, a, c é uma PG então b.c = a. 

Sea, dade entioa+c=2b > a=2b-c > (a) -Qb-c) > а= 40 sbre > 
A = 2. „с? T _ 2s 70 

ьс=4Ь?-4рс+с% => 07 – 5604070 > (c-4bXc-b)=0 > c=4b = razão da PG=4. 

5) (Fuvest-2005) Sejam a e b números reais tais que: 

(Da bear b formam, nessa ordem, uma PA; 

(ii) 2º, 16е 2^ formam, nessa ordem, uma PG. 


Então o valor de a é 

a)2/3 b) 4/3 с) 5/3 d) 7/3 е) 8/3 
Solução: 

Se a. b, а + b é uma PA então 2b = (a) + (a + b) = 2a + b > b=2a. 
Se 2*, 16 e 2º é uma PG então (16) =22 = 92255522" > 3а=8 > а= 8/3. 
6) (IME-90/91) Determine quatro números reais a, b, с, d sabendo que: 
12) a, с, d estáo em progressão aritmética. 

22) a, b, d estão em progr 
3)a+c+d=39 e abd = 1728. 
Solução: 

Sea, c, dé uma PA então 2c - a * dese 
ђа+с+4= 39 = 3с=39 > с= 13; 

ii) abd = 1728 = Ь2= 1728 > 0 = 12. 

Desta forma temos que: a + d=26ead=144 > a=8ed=180ua= 18ed- 8. 

Logo, temos duas possibilidades: a = & bz I2,c713,d- 18 опа = 18, b = 12,7 13,1 = 8. 


essão geométrica. 


a, b, d é uma PG então b! = ad. Assim: 


adá-79) Dados: (i) a, b > 0; (ii) a, An, Ao, b estão em progressão aritmética; (iii) 
A22 G1G;. 


7) (Olimpíada do Can 
étrica. Mostre que А\ 


a, Gi, G2, b estão em progressão geom 


Solugáo: 
Se à Gi, Ga, b é uma PG então О1О: = ab. 

b-a 
Se a, Ai, Az, b é uma PA então: b=a+31 > 15 


b-a 2a+b 


e Aj=a+r=a+t= == 
3 3 
9(b—s 
e A=a+2r= v Peu) 2+% 
3 3 


ACRI MEE cu 20 > MA 2610» 
12 192 7 Е 
9 9 


T CN PR 
3) (UFV-2002) Se a ‹ 
1 

5, =1= =; onde n: 
S,=A1 7 b) 2 
Multiplica ) 

Saq = Аат! 
Subtraindo as 


da rações me ошен. 


A Ad -^ ” 


, ita E А : x 
de uma PG DD scométrica de infinitos termos tal que a sua razão. 
são gi | 


Soma dos Termos а : i | 
0 e (An) é uma prog objetivo deste livro) que a tini 


Suponha qu de strar (não $ 
»-se demonstre A $ А 
А р Neste caso, pode-se Се, tos te finita. Assim, se |q| < ө 
RR ja que a soma dos seus infinitos termos € гармон А 1, então qu. 
convergente, ns > valor dé q tende para Zero. Como po oma dos n pri. ааах 
tende para infinito, © *2 ) i 
A a Я кт 
а Аза" , AL então a soma dos termos de uma PG infinita m : 

termos de uma PG da forma эв] 1-9 Ta go: Ag = А} + 

à À 


(Mackenzie-200 
iplo da soma dos 
т Ыз c)9 
olução: 

omo em uma FX 
brmam uma PG | 


igual a [$a = 


Ехетр1о$: 


1) (UFAM-2003) Numa Р. б. a soma do 2° com O 5° termo é 84 e a soma do 3º com o 6º termo x 


Então a soma dos cinco primeiros termos é igual a: 

a) 45 b) 364 c) 121 а) 182  e)242 

Solução: 

A+As=84 2 Aq+tAq'=84 > Aql + 4) = 84 (1) 
Аз+А=252 > Аф +A 72532 > Aig +q) = 252 (2) 
Dividindo as expressões (2) e (1) obtemos q = 3. 

Substituindo q = 3 na equação (1): A1(3)Q8)=84 => А = 1. 


Aat -D _ 006°) i, 


zão q. Portanto 
ogo: АЗ = Arq 


(UNB-2004) 
bsexuadamente, 
leveduras en 
ocesso de repr 


Logo: S; = : 
Bo: 5; 9-1 3-1 guinte à que « 
ragáo — logo 
sl : a 5 gue os itens a 
or pude оле de m altura de 128 metros em relação ao solo, e, ao atingir o me D А seqüéncia 
> anterior. Esse movimento se repete até atingi écima vez. Ns tiênci 
momento, quanto a bola terá percorrido, em metros? р ngir o solo pela décima tj ERR 
) s? So - 
a)255,50 Ь)38300 с) 383,50 d) 383,63 | не 
Solução: , ) Na oitava gt 
As alturas atingidas forma y f 
m uma PG de |? 5 к Hi A relação - 
e 1° termo 128 e razão 1/2. Contudo, com exceção da la qu 


nos demais movimentos o corpo sobe e des 


: Re i 
até a bola atingir o solo pela décima vez é: i 


се о mesmo espaço. Assim, a soma dos espaços perco 


(24)"7!. Co 


S=A1+2A2+2A3+..+2 
2 э+..+2А = 
10 2(A, +A) +Ау+ + Aio) — Ау -2A(q^-D A, > termo igual 
оов 4-1 
S= 210 
аа rd 
1 -128 > S = 383,50 m 


z-l 


MELO dy i ril ЕА 


Capítulo 2 Segí, 
s, =1-L ‚опа S de uma propor aetas Aritmética e Geométrica 
т. m + Onde n 21, então o nono termo desta Р.С. é Beométrica (P.G.) é dada por 
sta P.G. é: 


1 ) y d b)2^ -10 | 
а Solução: 92 d) 2 e) 2 


1 
ote que: S; =A¡=2eS,=A -3 , 
2 2 ¡+A, =" Subtraindo estas equações obtemos A, = 4 
1-4 


1 
omo A, 73 segue que 47. Logo: A, =A q*- 11 2? 
q === 
Solução: 22 
senvolvendo a expressáo de S, fornecida: S, = pd (5) (U/2)" -1 
2" 2 (1/2)-1 . 
dii mparando esta expressão com S Alq -0 e 1 1 
| п mem concluímos que A, =5eq=>. 
; 1 = 4 
Boo: A, =A Bule 9 
go: Ay=A19 25-56 2 


(Mackenzie-2001) Numa progressáo geométrica de 50 te 

rmos, a soma dos termos d í ré 
plo da soma dos termos de ordem par. Se o primeiro termo é 9, o terceiro termo E ads 
1 b3 c)9 d)18 e)27 i 


lução: 
mo em uma PG ocorre que Az = (Azn - 27 € An - 1 = (An - Ja? entáo os termos de ordem impar 


mam uma PG de 1º termo A, razão q e os termos de ordem par formam uma PG de 1º termo A» е 

a P Al(q)5-1]. XA, NB 

йо q. Portanto: Simpar = 3-Spar : к: l- 19 7 Ls A=3A > q=1/3. 
— q — 


bgo: A3 = A1.q° = (9)(1/9) = 1. 
lulares que se reproduzem tanto sexuada como 


(UNB-2004) Leveduras são organismos unice 
reprodução. Considere uma cultura com 


;exuadamente, sendo o brotamento a forma mais comum de 
leveduras em que, a cada geração, cada levedura produza 24 novas por brotamento e que esse 


AB) cesso de reprodução se repita indefinidamente, inclusive para as novas leveduras a partir da geração 
кише à que clas foram geradas. Considere também que 4, seja o número de leveduras па n-ésima 
ação — logo, 4j = 10 —, que B, = logio An € que logio 24 = 1,38. Com base nessas informações, 


bue os itens abaixo. 

A seqüéncia B, é uma progressão 
A seqüéncia 10% é uma progressão geométrica de 
A soma B, + B2 +... + B26 é inferior a 500. 
Na oitava geração, o número de leveduras é inferior a 1 bilhão. 


-А : — ps 
a — 23 é verdadeira, para todo inteiro positivo n. 


aritmética de razào igual a logio 24. 
razáo igual a 24. 


n+l 


A relação 


seda, 
ridos 


ação é dado por An = 


eveduras na n-ésima ger 
24), que é uma PA de 


CERTO. De acordo com o enunciado, o número de 1 
24y'- !, Como B, = logio An, então В, = logro [10.24) 2 1 + (n - D legio 
ermo igual a | e razão igual a logio 24. 

1? termo 10 e razào 24. 


CERTO. 10% = A, =10.(24)"", que é uma PG de | 
(В, +В»)26 _ 13(141+25.10810 24) 5 474,5. 


CERTO. Como B, é uma PA: Bı + В +... + В = 2 


21 


Capítulo 2. Se: iiências Aritmética € Geométrica 


8 
Ara =) _ 00040 - ! que é mai 
з E Sid =4,78.10 » QUE É maior que | 


(4) ERRADO. Uma vez que An é uma PG: Sí = 


1 bilhão (que vale 10). 

Aj A A 
(5) CERTO. And Tn ¿mal 
A A 


n n 


129-1224-1223. 


6) (ITA-93) A soma dos 5 primeiros termos de uma progressão aritmética de razão r € 50 e a soma dos 
termos de uma progressão geométrica infinita de razão q é 12. Se ambas as progressões tiverem q 
mesmo termo inicial menor do que 10 e sabendo-se que q = r^, podemos afirmar que a soma dos 4 


primeiros termos da progressão geométrica será: 


а) 623/11 b) 129/32 c)25/2 d) 765/64 e) 13 
Solução: 
Sejam x -2r,X -r, X * TCX 7 2r os termos da PA. Portanto: 
50=х -2+х-г+х+х+г+х=2г=5х > x=10 > PA: (10 —2r, 10 — г, 10, 10 +r, 10 2r). 
s 
Por outro lado, na PG: S, = AL p.m > 6-6q=5-1 > 6q-r=1. 
-q -q 
à 5 1>0 
Desde que q= г: бг r-120 > Gr+DQr-1)=0 > г= 1/2 > q=1/4eA¡=9. 
d or/4Y — 
подав АЕС (ULP es. 
9-1 (174-1 6 


7) (ITA-03) Considere a seguinte situação baseada num dos paradoxos de Zenão de Eléia, filósofo grego 
do século V A.C. Suponha que o atleta Aquiles e uma tartaruga apostam uma corrida em linha ш 
correndo com velocidades constantes v, e уу, com 0 < уу < v4. Como a tartaruga é mais lenta, é-lhe dada 
uma vantagem inicial, de modo a começar a corrida no instante / = 0 a uma distância d, > 0 Hs frente d 

Aquiles. Calcule os tempos ty, t», t3, ... que Aquiles precisa para percorrer as distância dj. d», а : 
respectivamente, sendo que, para todo n > 2, dn denota a distáncia entre a tartaruga e Aquiles noiinstante 


nel 
t, da corrida. Verifique que os termos t, À = 1 á étrica i 
2; que q k , 2, 3, ..., formam uma progressão geométrica infinita, 
determine sua soma e dê o significado desta soma. 
Solução: 
Ao 


| A А А Ada, 
Cálculo das distáncias percorridas por Aquiles (A) e a tartaruga (Т): 


i) Como di = Va.ti e ф=Ут > b= YE 


ii) Como d; = Уд. e = Vrh > t=— p 
Ж 
iii) Como d; = Vt; e di=Vib > t, —- T4 
4 Va 3 


Daí conclui-se à 
que paran 2 2: Ут = Vans => PR com 0 « tus Vr 
vom a EQ) 


A tn n 


ortanto, o emp 2 ormam uir 1 Ita A . 
( h t2, b, ...) і I .G. Ы 
а S te os a ntinita de razà ,CuJas 
Portant t t t P finita d о V cuja soma sera 


А 


| 

| 

| 

| 
| 


I 


Esta soma representa 


8) (ITA-98) Seja (ai 
а 3a, . А soma dos ti 


8 20 
Solução: 
s, == > 3a 
I-q 
ata =D _( 
s,=— == 
q-1 


9) (Escola Naval-' 


a)3/8 b)12 « 


Solução: 
1 2 1 
=-+—- +51 
373% 
sog 
33 3 


10) (Escola Na 
soma dos que o 
a)-1<x<l 
Solução: 

O termo geral « 


А, = x(An + 17 


Como [ql| < 1: 


11) (IBMEC- 
espago em ur 
móvel sobre ! 
em seguida [ 
metro com vi 
metros por s$ 
anterior com 
a) Determine 
b) Determin 
Solução: 


117 : 


€ é maior Que D 


© à soma dos Á 
es tiverem q “: 
| Soma dos 4 Ж 


, 10+ 2r) Hn 
{ 

4 

à 

à 

М 

ósofo grego т 
1 linha reta, % 
, é-lhe dada | 
na frente de * 
' d», аз, ..., à 
no instante  ; 
ica infinita, r 
ў 

| 

\ 

& 

A 

T 

t 

di 

* 

} 


V 


Capítulo 2. Se 
B rd uite #. ee Ss с НУ llôncias Aritmética e Geométrica 


7 у = А... d, 
A A pt Va -Vi V-V 


Va 
Esta soma representa o tempo necessário pa i 
sta s E а ra Aquiles alca 
alcançar a tartaruga 


8) (ITA-98) Seja (ai QAI. аз e) uma progressáo geométrica infinita de razà 0 
а 3a, . A soma dos três primeiros termos desta progressão geométrica é: ão ay, 0 < aj < 1, e soma igual 


8 20 26 30 
а) — b) — D) — 38 
157 UT, 977 9 7 95 
Solugáo: 
q 210 

S, LIS 3a, = а 25 > 1-a, =1 E à _2 

1-4 1-а, 3 uu 
S ag! -D CLIP _ 38 
? 9-1 (2/3)- 27 
9) (Escola Naval-91) O limite da soma A ado IS UNS ЗЯ é igual a: 

3p up tar tas ue S 


2 
a)3/8 Ы) 1/2 с) 5/8 95 e)l 


Solução: 
A pa ONE =] 
= 3 5 gn +3 + E 
34 3 3 3 ag aw) y Gt gw etym m 
s= ее) q3 , Q3) 1,1.5 
2 3 35 y 3 3 3 1-0/3 1-(0/3) 2 8 8 


‚ q #0, é igual a x vezes O límite da 


10) (Escola Naval-2003) Cada termo da ѕедйёпсіа (1, q, q, q, e) 


soma dos que o seguem se, € somente se 
c)x «-2oux »0 d)x<-1oux>1 с)0<х<1 


а)-1<х<1 b)x>1 
Solução: Já | 
O termo geral da seqüéncia é dado por A, = 4". Pelo enunciado: 
I xa" 
has y +1 n+2 si _ХЧ 
An = (Аа + Anst Ante) 2 pis + +) э» а ст > 
i qzo 1 
States! “q=xa > qe Е 
q q-xq > l-q=x4 q Lex 


<1 > |х+!]>! > x<-2 ou x>l. 


Como [al < 1: Ex 
x+1 


РЕТ е 
11) (IBMEC-2004) Se um móvel se desloca sobre uma trajetória reinen e perco units 
espaço em um intervalo de tempo t, então sua velocidade média nee Pedia o ndo por Segundo: 
móvel sobre uma trajetória retilinea percorre um | metro com velocida xin d seguida percorre iA de 
em seguida percorre 1/2 metro com velocidade de 2 metros por d pr Ae neto cof velocidade de 8 
metro com velocidade de 4 metros por segundo, em seguida percorre 


, p e Tso 
etros por se undo, e assim ossegue i ercorrendo a metade do percu 
Ч 551 Seg indefinidamente, sempr р 


anterior com o dobro da respectiva velocidade média. байа 
a) Determine о límite da soma dos percursos percorridos pelo H PE m 
b) Determine a velocidade média no percurso dado pela soma do 


Solução: Р 


i 
Capítulo 2 Segiências Aritmética ө Geométrica 1 
1 
$ 

е UN NUM O 4 No gr 

US EE 1-72) Г 3 5 1 é det 

ат ў $ 2 E i f | = 1 =5 m4, 1 retán; 
de b) Y = “T (72) (14) (18) А +... = i 
Е e | (ít S ES DUPLO prm Eig tag I- (1722) i 

| Bi | 


12) (FGV-2005) A figura indica infinitos triángulos isósceles, cujas bases medem, em centímetros, 8, 4, 
2, 1,... 


d 
' E 


1 


I AAA 


Sabendo que a soma da 


área dos infinitos triángulos hachurados na figura é igual a 51, pode-se afirmar Com 
que a área do retângulo de lados h e d é igual a ? a) 3/ 
a) 68 b) 102 c) 136 d) 153 e) 192 Н Solu 
Solução: y Obs: 
| : d _ „ Observe a figura ao lado. A partir dela ` $=. 
aM 7 Я 2 2 111 podemos concluir que: E 
| D D d-8-4424.141, __8_ -16 dos. 
| 2 1—(1/2) } 
| As áreas hachuradas são dadas por: À 
h _6h 3h 3h } 
ASA) = E, А; =>.. 15) 
Portanto: (fals 
6h 3l D. 
ru NK: NN o. 
f ir 2.72. щ 1-(1/2) 
2 2 11 1 BLIX 6): 
“A »« wed. rs A SSI d a (4) | 
8 7 5 те ssım, a área do reta 


ngulo é dada por: 
h.d = (8,516) = 136. p 


а)! 
se A 1 
| ы ар кү X, partindo da origem. No Primeiro minuto, 
| ; DO ‹ O, retroc ida 
| avança 0,25 Unidade; e, assim, Sucessivamente, altemando ауд" ds RE E 
percorridas formando uma progressão geométrica, O limite 4 2 du E 
мы шр cissa da Partícula, quando o tempo i 
a) 1/2 b) 2/3 с) 3/4 
Solugáo: Е 


(3) ` 
O limite da abscissa é igual ao valor da soma infinita Paro 1 1 2 S= 
7*3 "Eon 
S= 
14) (UE А 
) (UERJ-2004) Considere a Seguinte soma infinita i. Eus ¿A 
2 4 16+ 


Ex] 
£ 
Z 
“O 
o 
a 
Q 
© 
3 
= 
ч 
g 
q 
o 
e 
o 
o 
[4 
o 
© 
E] 
a 
[99 
a 
2x 
5 
Ө 
е 
Mm 
5 A e ara s 
а raa tn er ne pe c n mme : 
aai p e mia 
~ 
N 
= 


-S€ afirmar 


L 


partir ' dela 


" 


or; , 


; minuto. 
тіпшо. 
istángias 
o tempo 


No práfico 1, abaixo, cada parcela desta soma é — Pa Següéncias Aritmética e Geométrica 
é determinada pela soma das áreas presentada pela área de um retángulo, c a soma infinita 


A ; de à 
retângulos tenha sido alterada, as áreas Sses retângulos. No 
" 


se mantêm iguais. gráfico 11, embora a configuração dos 


EB 
16 


Com base nessas informações, podemos afirmar que a soma infinita tem o seguinte valor: 

a) 32 b)2 c) 5/2 d)4 

Solução: 

Observando o gráfico I, concluímos que a área da figura é igual à soma das áreas dos retângulos, ou seja, 


.... Porém, o gráfico II mostra que podemos calcular o valor de S somando as áreas 


1 
dos retángulos destacados: Cr LN IE NS 1 =2 > d d ый шу. 
2.4 8 1-(1/2) 2.4 8 16 


15) (UFPI-2003) Considere a sequência infinita T 2, = = ... Assinale com V (verdadeiro) ou F 


(falso) as opções abaixo. 

(1) A seqüéncia é uma progressão geométrica 

(2) A seqüéncia é decrescente 

(3) A soma dos termos desta sequência é igual a 3/4 
(4) A soma dos termos desta seqüéncia é igual a 1 
Solução: 
(1) FALSO. O termo geral da seqüéncia é Xn E ‚п 2 1, que não é o termo geral de uma PG. 


n+1 
n+] n+l n - "+1... Como para n > | temos а <1 então 
n 


(2) VERDADEIRO. Note que X,, Tae 3s 3 Эп 


Xn+1 < Xn, OU seja, a seqüéncia é decrescente. 
1 (1,1 La 3 E 1 
=—+|—+- ++ |+ ++ 
(3) VERDADEIRO. 5 Gym 7 as 
1 1 1 1! 1.1.1 1d 
Sa +++... |+ 6657 (55 
E 9'27 8. | E 27 81 ) 27 8 
Е (1/3) (1/9) + 1/27 E sl 
1=(1/3) 1-(1/3) 1-(/3) 2 6 18 
(4) FALSO. No item anterior provamos 


que a soma é igual a 3/4. 


Capítulo 2. Segiiéncias Aritmética ө Geomé, 
А nx"! - (n Dx" +1 x3 
AS ^ o» к 
3х + 4х = "ETE 
16) (IME-65/66) Prove que: 1 = 2х + 3x + 4x (x-1) 
Layn! +x) > 
1º Solução: I o NER SS +x etx - 
дн т кыне АКы A e Fa ex х )+...+х > 
| $=(1+х+х +. TX е КАМЕ 
| (pa^ -1),бок"'-0, Т), A > 
S= е + X= xz] x 3 ўз) 
eN Lex xx пх" -(1+Х+Х ++) E 
GA => 2 = = Y 
n x" -1) А nã Dx" +1 
TR x-i n.x"(x-1)-x +1_nx (ач l 
77 x4 к) (x - 1)? 
2º Solução: n А 1-1 Л : =x+2x +3? dx 4 nx" 
Multiplicando S = 1 + 2x + 3x? + 4x? +... + nx" poa ке $3 E *nx* 
Subtraindo estas duas equações: xS - Se nx —(1+х+х +x +... 5 
n x'-1l S n(x-Dx"-x" «1. nx"! (n+1)x +1 
a, muerta (х1) 
3º Solução: 


2 3 4 n_X 
Sabemos que l+x+x"+x"+x "+... +x"= 


+1)x" (x 
1+2х +3х? +4х? + пх" = (ПХТ ( 


17) (UFRJ-2003) A região fractal F, construída a partir de um qu 
uma infinidade de quadrados e construída em um 


se os quadrados de menor lado (() acrescent 


seguir. 


— tem — 
Etapa 1 Etapa 2 
Calcule a área de F, 
Solução: 


Seja (Fn) a sequência das áreas dos fractais formados па etapa n. Assim: 


а+! 1 


х= 


-D-(x"'-1) nx"'-(n«Dx^ +1 


(x -1? 


destes, trés novos quadrados de lado (/3. As trés primeiras etapas de 


ados na etapa anterior 


LA bd p 


—1cm— 


Etapa 3 


. 13 1 ү 40 
Е. лын ы 
"ERE 9 +21 | = E Portanto, temos que 


UO T Mi 1 red 

3 z7 3 s =— 
M l 

o 3 ere у! 


Quando n tende para infi 


nito temos que (1/3)"-! 


(1/3)-1 


tende para zero: F, 2]. 


e 


(x-1y 


adrado de lado Іст, 
a infinidade de etapas. A cada nov 


- Derivando os dois lados obtemos: 


€ constituida por 
à etapa consideram- 


acrescentam-se, para cada um 


1 n- 
333 fede o LEE 


> F 


construção de F são apresentadas a 


n-l 
= рК). 


2 


1 
ries í 


| 


P RA a res Р 057 6 
ir ipe Fin 
nude act d Om lot ceo cé q EA 
A m ii ipi eiie: » 
AA iai 


2.4.6. Prodi 


Supo 
seqüéncia (/ 
Inve: 
Ми! 
(Р) 
Sab: 
(P, 
Tan 


P. 


Exemplos 
1) (UFRJ- 
os logaritr 
valor limi! 
Solugáo: 

O termo р 


Logo: аһ: 
Quando r 


Po =XoX 


2) (ITA- 
n primei 


13% - 
92 3 
Solucáo 
Se а éi 
Note qu 
Igualan 
Logo: « 


Substit 


Consec 


2.4.6. Produto dos n Primeiros T Capítulo 2. Seqiiénc Арі 
ermos de E Jas ótica е Geom 
a Suponha que (An) é uma progressão сонг О Geométrica lótrica 
seqüéncia (An), ou seja, P, = AA AS As А a Seja P, 
[ Invertendo a ordem dos termo ipee ruin Drs 
x > 1 Multiplicando termo a termo nid авва obtemos: P, = А.А 
(P = (А1.А„)(А›.А„—1)(Аз.А A ALTOS que fornecem Pa; 


-2)...(An. 
Sabemos que em uma PG: у ^ E = AA, 
An-1= АуА 5 = 


(Р)? = (АА, ХААА A (A A) cs ET 
Cm me lll 


n parcelas 
Também podemos escrever P 


n O produto dos n primeiros termos da 


n- I-Àn 2A Az Aq 


= Ak An ks 1. Assim: 


» em função do primeiro te 


P, =(A,.A,)"? = (Адат) = (А2 qu o > B 


Exemplos: 


1) (UFRJ-2001) Seja xo, xi, ..., Xn, ... uma seqüéncia infinita de números reais. Sabendo que xo =10 e que 


os logaritmos decimais ао = log xo, а = log xi, .., an = log xs, ... formam uma PG de razão 1/2, calcule o 
г valor limite do produto P, = xoX1X2...Xn quando n tende a infinito. 
f Solução: 


n 
O termo geral da PG é igual a a, = ао." = овы.) 


1 
Logo: an = logio Xn > Xp =10% =10". 
Quando n tende a infinito: 
1 І І і | П 


1 
++ 


P, =XpX,X2X3...=107.102,10%,107..,=10 2 2 2 =100 =10* =100. 


жуу "i 1 2) (ITA-89) Numa progressão geométrica de razão q sabemos que a, = 1/q, aja, = (23 e o produto dos 
nstituída por a 4 n primeiros termos é q ? Então a soma dos п primeiros termos é igual a: 
consideram- 6 о 
38-27 135-2! 


8 1 
га cada um f аў === 5 36 с 4 3 


resentadas a Solução: 


| аА =  n-2 
Se a, é igual a 1/q, entáo da PG é dada por: PIDE , onde o termo geral é a, 2 q^ *. 


Note que: (P,)! =(аа„)" > q” = 


т | | l n2 on 
E. Igualando (1) e (2): аа, ad =q"? -( 
: n>0 
А 4*0,д=1 40 2 - -8)n45)50 > n=8. 
ro: a^? — gn 2-1 > n -3n-40=0 > (n An 
| Logo: q"” =q > 1-3 z 
é 2 Y A 
_ | Substituindo n = 8 em (2): q” = B > q zs 
é j 8_38 
a(q'-D _ 6/D10/3-0_ 132. 
(1/3)! Conseqüentemente: S > =D TO > 6 
——. q e Ed (2/3)-1 2 3 
2 


AAA PAI A A, 


tica б E60Mélrica 


constituída por 
pa consideram- 


para cada um 


apresentadas a 


Os que 


2 


w 
A 
+ 


MA PA q 


7.4.6. Produto dos п Primeiros Capítulo 2, Seqiiéncias Aritmética e Geométrica 


Term 
Suponha que (An) é uma eo Progressão Geométrica 
sequência (An), ou seja, Ps = А.Аз.Аз А, mo Seja P, o produto dos n primeiros termos da 
Invertendo a ordem dos termos nesta multintico 
hs ta multiplicaça 
Multiplicando termo a termo as duas FAN obtemos: Р, = As. As As 2s A AA. 
(Pa) = (Ai .An)(A2-An - !)(Аз.А„ -2)...(An.A1) que fornecem Pa: 


Sabemos que em uma РС: A,.A,— A = 
: -An А1 = АА, = А і 
-Аъ-2 к.Аъ-к+1. Assim: 


PY (AA NA AAA (ACA) > [E 
n parcelas L. 


Também podemos escrever P, em função do primeiro termo e da razão: 


Exemplos: 


1) (UFRJ-2001) Seja xo, Xi, .... Ха, ... uma seqüéncia infinita de números reais. Sabendo que хо =10 e que 
os logaritmos decimais ao = log xo, а = log xi, ..., an = log Xn, ... formam uma PG de razão 1/2, calcule o 
valor limite do produto P, = XoX1X2...Xn quando n tende a infinito. ' 


Solução: 

n 

O termo geral da PG é igual a a, = ag.q" = logi, 1of3) =—. 
2 


1 
Logo: an=logioXn — Xn =10% =10”, 


Quando n tende a infinito: 
П Lo 1l 1l 


Р, = хохухХу-. =10°'.102 .10.10°...=10 


1 1 
S^ 10503 =10* 100. 


1-1. 
rr 


de razão q sabemos que a, = 1/q, ага, = (2/3) e o produto dos 


2) (ITA-89) Numa progressáo geométrica 
o s n primeiros termos é igual a: 


n primeiros termos é 4 . Então a soma do: 


8.28 13-20 138 28 1 35 -26 136 -2º 
gie yes )4—— 07125 e) - —4 
2 3 2°3 4 3 4 3 4 3 
Solucáo: 


(ois. , onde o termo geral é a, — qr. 


Se ay é igual a 1/9, então da PG é dada por: F v 


5n 3 
2 о [2 
Note que: (P! =(аа„)" > q” -(5) > 4°" (5) (1) 


| 5 
1 a2 n- 2 
Igualando (1) e (2): аа, Sé =q | (5) ш 


ц*0,а=1 40 Н ES +5 
Logo: q'?-q U^ > п-3=—- > m-3n-40-0 > (п – 8)(п + 5) 


п>0 
=0 > п= 8. 


2Y 2 
Substituindo n = 8 em (2): 4° = (2) > q-3 


8 
a(t -D Go -0 13-2. 
Conseqüentemente: S=- Q/3)-1 2 3 
q- 


Me 
EA 
capítulo 2_ Segiiências Aritmótica o боот, 
TA-94) Seja ( an) uma progressão geométrica com um número impar de termos e razão 
3) (ITA- eja (a1, da, .... , ên 


А 25 
q > 0. О produto de seus termos é igual a2 
termos é igual a 2(1 + 9(1 + q), então: "-— 
aja +q=16 b)a*q-12 cja+as 
Solução: 
Como n é ímpar, façamos n = 2x — 1. Note que 
Em uma PG com número impar de termos: Al. 


Sx 25 1042x-1 
Par AA > 22 =ү(@2 ) 


2 2 а?) = 1+4) > А =2, 
S, 220 «ql eq) = А + Ag + Ag! + Аа" = А1(1+9+9 +4 A A 1 
5 = *=20" = TED 
Como o termo central vale 2º, temos que: 2° = As = Aiq 24 > 9 
Logo: а +q+n=2+4+5=11 


e emo do meio É 2. Se a soma dos (n — 1) Primeiros 
da+g+n=20 eu*q*n-ll 


neste caso x é o índice do termo central da seqüéncia, 
An- (А? > А.Ан-122 + 


= 225 = 958x-D > 2x-1=5 > п= 5. 


4) (Mackenzie-2000) Р = аъалаа. é o produto dos infinitos termos da sequência definida por 
an = 3105"), O valor de P é: 


a9 55 os! 3 o3 
Solucáo: 


"23H02 23? =9, 


1 
+—+ 
8 


1 
4 


„1+ 
2 


Р= 302% 40/2! 40/27 40/2. — 3 


5) (Mackenzie-99) Seja a seqüéncia geométrica, de n termos positivos, que se obtém inserindo-se k 
meios geométricos entre 1/2 e 8. Se o produto de todos os termos é 32, entáo n vale: 

a)5 b)6 c7 dB «o9 

Solução: 


Nesta sequência temos a, = 1/2 e a, = 8. Logo: (Pa)? =(a,.2)" — 1024-4" > n=S. 


6) (IME-02) Sabe-se que log;b = X, loggb = Y e n > 0, onde n é um número natural. Sendo c o produto 


dos n termos de uma progressão geométrica de primeiro termo a e razão q, calcule o valor de logcb em 
função de X, Y en. 


Solução: 
(Pa) = (aran)! > c'-(aaq'* 


hn , 
) => log с? = log (a? q"-) > 
2.log, с = logs a?” + log, qu" > 3 ) 


> с? 25 arq -1) 
2.1овь с = 2n.log a + n(n — 1).1орь q > 


2 = 2п n(n- 1) =, 2 .2n,n(n-D.. 2Y +(n-1)X 
Іор. Б log,b log, b logg,b X Y XY 
log, b 2XY 


" nQY«(n-DX) 


EXIT 


1 


ica e Goomótrica 


n = 1) primeiros 


: 11 


a seqüóncia, 


а definida por 


inserindo-se k 


do c o produto 
уг de log;b em 


Ca 0 Geométrica 
termos e razão 


Exercícios 


1) Em um círculo de raio R inscreve-se y 

quadrado, neste quadrado inscreve-se um circulo, 
neste círculo um outro quadrado e assi É 
sucessivamente. Calcular o limite da soma pa 
áreas dos círculos. s 


2) A soma de três números positivos em 
progressão aritmética é 30. Se esses números 
forem aumentados de 1, 4 e 14, respectivamente 
os novos numeros estarão em progressão 
geométrica. Achar esses números. 

3) Em um conjunto de quatro números os três 
primeiros estão em progressão geométrica e os 
três últimos estão em progressão aritmética com 
razão 6. O primeiro número é igual ao quarto. 
Ache a soma desses números. 


4) Se numa P.A. a soma dos m primeiros termos é 
igual á soma dos n primeiros termos, т # n, 
mostre que a soma dos m + n primeiros termos é 
igual a zero. 


5) Calcular todos os ângulos x, em radianos, de 
modo que os números (sen x)/2, sen x, tg x 
formem uma P.G. 


6) São dados a soma S de três números em PA ca 
soma 5° dos quadrados desses números. 


4 S 
Demonstre que os números são: s. LT. 
3 E 


"Io 


7) Demonstrar que О raio do círculo inscrito no 
triángulo retángulo cujos lados estào em PA, é 
igual à razào dessa progressão. 
8) O menor ângulo de um polígono convexo é de 
139º e os outros ângulos formam com o primeiro 
uma PA cuja razão é 2 graus. Demonstrar que O 


polígono possui 12 lados. 


9) Calcular os quatro ângulos de um quadrilátero, 
sabendo que os ângulos estão em PG e que o 
segundo. 


último é igual a nove vezes O 


10) É dado um triângulo equilátero de lado a, v 
inscreve-se um circulo, depois 3 círcu E 
tangentes ao primeiro € dos lados do triângulo, 


Capítulo2 Sequé, 
poc a нан Macias Aritmética e Geométrica 


preced S 
Paga ne à aos lados do triángulo, e assim por 
- Јетопѕітаг que o limite da soma das áreas 


dos círculos inscritos é igual a llna? 


11) Provar que se ( та гас uma Р.А. 
então (22, x? у) também ё. 


12) Provar que se (ai, а 
entáo (ai -a},a} -a 
também é. 


13) Provar que se uma P.A. apresenta am = X, An = 
y e a = z, então verifica-se а relação: 
(n - p).x + (p - m).y + (m - n)z = 0. 


14) Provar que se uma Р.С. apresenta am = X, An = 
x -P yl 


15) Demonstrar que em toda P.A. com número 
impar de termos, о termo médio é igual a 
diferença entre a soma dos termos de ordem impar 
e a soma dos termos de ordem par. 


16) Provar que se X, y, 2 estão em P.G. nesta 
ordem, vale a relação: | К 
(х+у+ 2х y iDEN +y +7. 


tangentes aos 3 círculos 


x+y y+z z+x 


an) é P.A., com n>2, 


2 z 2 É 
1 а? -agna al) 


сар = 2, então verifica-se a relagáo: 
(p-m) ¿mn =] 


17) Provar que se a, b, c formam nesta ordem uma 
P.A. e uma P.G., então a = b-c. 


18) Provar que se OS nümeros a, b, c, d formam 
nesta ordem uma P.G. entáo vale a relação (b - С) 


(са) *(d-b) = (79. 


toda PG: 


19) Provar que em 
SÈ +52, = Sn (San + San). 


e 2n elementos, a soma dos 
e ados 2n- 1 últimos é B. 


20) Numa PA finita d 
2n - | primeiros éA 


35 


capítulo 2. segúéncias Aritmética e Geométrica 


- DBJn е 
Demonstrar que ài ~ [nA (n ] 


r=(B A)n. 
s a, b e c formam uma 


; > se os número: ў 
21) Prove que seo os números 


aritmética então 
lon І __1__ também formam uma 
Jes e Jer da da + dd 


progressão aritmética. 


pro gressão 


22) Os números positivos а, 42. ==> an formam 
uma progressão aritmética. Prove que: 
Я n-1 


l ! +..+ l = 
dede. Jas dana tolas A tyan 


23) Prove que se os números ay, d», ..., An SAO 
termos diferentes de zero e formam uma 
progressão aritmética então: 
1 1 1 1 n-1 
+ + +++ = : 
Ando аа 


ара, аза; 854, 


24) Dada uma progressão aritmética а, аз, ..., Gn, 
азн, -- prove que a igualdade: 
a; - C'a} + Caio. (=D С" 'a; + ("Суар = 0 


é válida para л > 3. 


25) A seqüéncia de números: 1, 4, 10, 19, ... 
satisfazem a condição de que a diferença de dois 
termos subseqüentes formam uma progressão 
aritmética. Encontre o n-ésimo termo e a soma 
dos n primeiros termos dessa seqüéncia. 


26) Considere a tabela: 
1 


PUN 
Nh U 
Dt Ee 


6 7 
7 8 9 10 


Prove que a soma dos termos em cada linha é 
igual ao quadrado de um nümero impar. 


27) Dados os termos am +n= A € ay. = B de uma 
rogressá átrica ai. ғ Ai. 
aro. о geometrica а, аз, аз, ..., ache am e a, 
28) Prove que os nümeros 49, 4489, 444889 


obtidos inserindo 48 no meio do termo anterior 
sáo quadrados de números inteiros. 


29) Seja Sn a soma dos n primeiros termos de uma 
progressão geométrica (S, + 0, q = 0). Prove que: 


S, _ 39750 
Sin -Sa Sin 7 Son 


30) Prove que para toda progressão aritmética a, 
an nós temos as igualdades 
a = 2а; + ау= 0, 
ay — За + Заз – 047 0, 
ay = Aa; + баз — 4a4 + as = 0; 
generalizando: 
а, S Cla, + Cia. HD" !C la, + (- 1)" Са, =0 


аз, аз, e. 


31) Dispõe-se de 120 bolas idénticas que devem 
ser empilhadas a fim de formar uma pirámide 
regular triangular. Quantas bolas devem formar a 
base da pirámide? 


32) Prove que: 


3 5 7 2n+1 
aJl+2+24>+..+ —+..=6 
2.4 8 2 


5 > » 1 $ 
b)? +3? e 8 e T. (2n-1) == п(4п° —1) 
л 
1.2.3+2.3.4+3.4.5 +... +л(п+1)(п+2) = 
С) | 
grat D+ аз) 


1 1 1 1 п 
d)— ++ +..+ = 
(Qn-DOn+D 2n+1 
e) ! " 1 и 1 » 1 Е n(n+3) 
14233. 2x3xd 3х4х5 n(n-1Xn-2) A(nx Yn +2) 


1 1 1 1 


-* * ta = 
f) 147 4710 7.1013 Bn- 2)8n + n +4) 
1 | 


24 6(3п+1)(3п+ 4) 


33) Dad 
naturais; 


Achar 
fila. 


34) Trés números formam 
aritmética de razáo 11. 
somado 6 
dobrado, 
geométrica. Determi 
aritmética. 


а a seguinte configuração dos números 


a soma dos números situados na n-ésima 


uma progressão 
Se ao primeiro termo é 
> 20 segundo é subtraído 1 e o terceiro é 


o resulta agora em uma progressáo 
ne os termos da progressão 


e Ceome, 
rmos de Uma 
). Prove que: 


aritmética a 
, 


"Cra 20 


que devem 
1а pirámide 
m formar a 


n^ —1) 


n 


nl 
n(n4 3) 
+1)(л +2) 


(3л +4) 


números 


1 n-ésima 


rogressão 
termo é 
terceiro é 
rogressão 
rogressão 


Lora 
35) Prove a inequação 2 3 45.85, (2" y TN 
todo inteiro positivo n. 

36) Para numerar um livro são haies. 
dígitos. Por exemplo, para numerar um livro de 1] 
päginās: SED ner гоз N = 13 dígitos. Qual dos 
seguintes valores nào pode ser N para um pas 
livro? 


а) 109 b)999  c)1992 4) 1995 е) 1996 


37) São necessários 4221 dígitos para numerar as 
páginas de um livro. Quantas páginas o livro 
possui? 


38) Escreve-se as cifras de 1995 como segue: 
1995119999551 1 1999999555... 

a) Calcular quantos dígitos devem ser escritos 
para que a soma dos dígitos seja 2880. 

b) Determine O dígito que aparece no lugar 1995 


39) Iniciando com 46, se forma a seqüéncia de 
digitos colocando, em cada passo, a continuação 
do último número escrito, O produto dos dois 
últimos dígitos que se escrevem (os primeiros 5 
dígitos sáo: 46248...). Calcular o dígito que está 
na posição 1996. 


40) Calcular o valor da soma, onde o ültimo 
número possui n dígitos: | + 11 + + + 


11111 


41) Numa progressáo aritmética, náo constante, 
de termos inteiros positivos, O 12 termo, o j-ésimo 
eo k-ésimo (1 <j < К) formam, nesta ordem, uma 
progressão geométrica. Demonstre que a razão da 


PG é igual a (k — JG — 1). 


42) Prove que a soma dos primeiros n termos da 
segiência: 1, (1 + 2), (1+2+2), (1+2 + na 
Bs (142+... +2" -1) em termos de n é 2 


-n-2. 


43) Em uma progressão aritmética ài = 98 e an = 
89. Define-se А = an +an+1 tantz t- ETT 
Determine o menor valor de ЈА e O 
correspondente valor de п. 


: intei 2, 3}, 
44) Dados os conjuntos de inteiros (1), {2 ih 
ai I "ui 
(4, 5, 6), etc. onde cada conjunto pe : 
elemento a mais que O antecessor, kien M 
rd н p 
primeiro elemento de cada conjunto é 18U 


Capitulo 2 s, 
último elem; e llências Aritmética e Geométrica 


enti j 
o do conjunto antecessor mais 1, 


Seja Sh a soma d 


Conjunto. Prove que S 
45) Uma P.G. finita 
Soma dos termos, 5” 
produto dos elemento. 


46) Calcular a soma: 


11 
l+—+— La 
b beta tot eL, 
3 4 999? 1000? 


47) Seja a, a, a 
geométrica de razão 


3124, e az + a; + ay + as та, = 2343 , determinar r 


ea. 


48) A soma de cinco 


Os elementos do n-ési 
s n-ésimo 
21 = 4641. 


tem n termos. Sendo 5 a 
а soma dos inversos e P o 
S, provar que P? = $/$?, 


аң, às, ақ uma progressão 
т. Se ay + az + a3 + а + as = 


números inteiros em PA é 25 


е o produto — 880. Demonstrar que esses números 


são —1,2,5, 8e Il. 


49) Sào dados quatro nümeros em PA cuja soma é 


igual a 26 e a soma 


dos quadrados é igual a 214. 


Demonstrar que os números são 2, 5, 8 e 11. 


50) Sejam uma Progressão geométrica aj, a», ..., 
am ... € uma Progressão Aritmética bi, bo, ..., bn, 


..., que verificam as condições: ay > 0, аза > 0 
e bz- b; > 0. Determine um número a tal que a 


expressão (loga an) 


— b, não depende de n. 


51) Calcule o último termo escrito no somatório 
do lado direito da igualdade na 80º linha. 


1+2 = 3 


4+5+6 = 7+8 


9+10+11 
16+17+18+19 


+12 = 13+14+15 
+20 = 21+22+23+24 


Questóes de Vestibular 


52) (F.C.M.STA. 
números 1, 5, 
propriedade de 
com k = 12 
aritmética. O 30º 
a) 120 b)I17 
e) impossive 


53) (F.G.V.-76) 
álcool. Ele retira 
Em seguida, Te 


CASA-80) A sucessão S dos 
13, 25, а № ~ possui а 


que as diferenças di =4 441 0 ko 


3,... formam uma progressáo 


termo de S é: 
871 #1741 


| de ser calculado. 


Um químico tem 12 litros de 
3 litros € os substitui por água. 
tira 3 litros da mistura € OS 


37 


P léncias Aritmética e Ge, 
capítulo 2. Se: 1. Omótrica 


fetuar essa 


; á ramente. Após € . 
substitui por água novame tos litros 


i e quan 
operação 5 vezes, aproximadamente q 
de álcool sobram na mistura: 


e) 1,15 
а) 2,35 b)285 с) 1,75 1,60 e)l, 
54) (U.MACK.-79) Sendo S = 1 + 2х + 3х +... 
(0 « x < 1), pode-se afirmar que: N 
as=_L_ bss +. Өе = 
(1-x) (1-х) 2-х 
d)S=_1 SE 
(2-x) (2-х) 


55) (UMACK.-74) A soma 
СИ ЕА 
4 16 64 2595 
а)2 b) 2/3 c)4 d) 4/3 e) 8/3 


56) (UFPB-97) Seja a, uma progressão 
geométrica cuja soma dos n primeiros termos é Sn 
= 3(2) - 3. Determine o quarto termo dessa 
progressão. 


57) (UFRJ-96) João Esperto organizou um clube 
de investimentos denominado Pirâmide das 
Ilusões. Como fundador do clube, João Esperto 
tornou-se o sócio com inscrição de número 1. 

Pelo estatuto do clube, cada sócio deve indicar 
oportunamente dois novos membros. O sócio que 
indica os dois novos membros é chamado de 
padrinho destes dois novos sócios e estes são 
denominados seus afilhados. 

Cada novo sócio recebe também seu respectivo 
número de inscrição no clube. De acordo com o 
estatuto, o sócio com número de inscrição n 
indica seus afilhados após a indicação e inscrição 
dos afilhados do sócio de número (n — 1). 
Os novos sócios são sempre inscritos um a um, 
cada um deles recebendo como número de 


nível 1 РА So 
Y a 
2 3 
nível 2 "a YN 
5 7 
13 4 
nível К 4x 


nível 4 8 9 10 11 | 
Em relação ao sócio número 5.017 determine: 
a) o número de inscrição de cada um dos seus dois 

ados; | 

UM de inscrigáo do seu padrinlio; 
c) o seu nível na organização dos sócios; 
d) a quantidade de sócios no mesmo nível que ele, 
mas com número de inscrição inferior a 5.017. 


58) (UFRJ-97) Observe a sucessão de matrizes a 
seguir, constituída com os números impares 
positivos: 


ИЕ 


a) Determine o maior número escrito ao se 
completar a 37º matriz. 

b) O número 661 aparece na N-ésima matriz. 
Determine N. 


59) (UFRJ-98) Num Ka Kay, o oriental famoso 
por sua inabalável paciência, deseja bater o 
recorde mundial de construção de castelo de 
cartas. Ele vai montar um castelo na forma de um 
prisma triangular no qual cada par de cartas 
inclinadas que se tocam deve estar apoiado em 
uma carta horizontal, excetuando-se as cartas da 
base, que estão apoiadas em uma mesa. A figura a 
seguir apresenta um castelo com três níveis. 
à V 


inscrição o número inteiro seguinte ao número 
total de sócios já inscritos. 


Para representar o fato de que "o sócio a é 
padrinho dos sócios b e c" usamos o diagrama: 
a 


7d ^ 

к a 
ob © 
A figura abaixo ilustra a organizagáo do clube no 
momento em que o número total de sócios era 
igual а onze, indicando também a sucessáo de 
niveis na organização dos sócios. 
O clube Pirámide das 11 


usóes tem hoje mais 
13.000 sócios. са 


Мит Ка Кау 


um quer construir um castelo com 40 
niveis. : 


Determine o nümero de cartas que ele vai utilizar. 


60) (UFRJ-99) Uma progressáo geométrica de 8 


termos tem primeiro termo igual a 10. O 
logaritmo decimal do produto de 


seus termos vale 
36. Ache a razão da progressão. 


$1) (UE 
progres 
possive 
sequen: 
a) 7, 11 
с) 5,7. 


62) (U 
аче 50 
„2,6, 
«3,10 
a) 17 


63) (‹ 
сот t 
ѕота 
sáo 1 
prime 
igual 
а) – ! 


64) | 
asser 
anter 
assis 
a) fi 
b) fi 
c) fa 
d) fe 
e)n 


65) 
bra: 
que 
Coi 
pip 
col 
cor 
pip 
col 
bri 


Tétrica 


050 


40 


le 


gp (UECE-2004) A sequência 1, 5, 9, ре 
»rogressáo aritmética na qual p é o > +» P È uma 
Possivel menor do que 2004. O termo rd valor 
scqüéncia é divisível por: 10 desta 
| а) 7.1113 b)3,5e 13 
| с)5,7е1! d)3,5e7 


62) (UECE-2003) O nümero dc termos, m 

que 500, comuns às progressóes ае 
«2, 6,10, 14, ..... 

«3,10, 17, 24, ..... é: 

317 5)18 с) 19 d)20 


63) (CefeUPR-2004) Sejam uma PA e uma PG 
com trés termos reais. A soma da PG adicionada à 
soma da PA é igual a 2. Sabe-se que suas razóes 
são iguais ao primeiro termo da PG e que o 
primeiro termo da PA é igual a 2. A razão será 
igual a: 


a)- l е) 4 


b)2 c)-2 1 
64) (Fatec/SP-2003) A platéia tem 18 filas de 
assentos e cada fila tem 4 lugares a mais que a 
anterior. Se forem convidadas 800 pessoas para 
assistir a um evento e todas comparecerem, 

a) ficaráo vagos 140 lugares. 

b) ficarão vagos 64 lugares. 

c) faltarão 44 lugares. 

d) faltarão 120 lugares. 

e) não sobrarão nem faltarão lugares. 


65) (FGV-2004) Durante o último jogo da seleção 
brasileira, brinquei com meu primo, apostando 
quem conseguiria colocar mais pipocas na boca. 
Comecei colocando 2 na boca e fui aumentando r 
pipocas por vez, como em uma PA. Ele começou 
colocando 1 na boca e foi multiplicando por т, 
como numa PG. Na quarta vez em que colocamos 
pipocas na boca, descobrimos que à quantidade 
colocada por nós dois foi a mesma. Nessa nossa 
brincadeira, o valor de r é 

a) um número quadrado perfeito. 

b) um número maior que 3. 

c) um divisor de 15. 

d) um múltiplo de 3. 

e) um número primo. 


66) (FGV-2003) a) O 1º termo de uma progressão 
geométrica é A, a razão é q e o último termo é B. 
Obtenha o número de termos n desta progressão, 
em função de A, B e q. 

b) Um empréstimo de R$27.500,00 deve ser pago 
sem juros em parcelas mensais. A 1° 


R$500,00 e 
Superior à 


n ári 
ecessárias para pagara 


67) (IBMEC-2003 
quadrado ABCD d 
na razão 1:3 e, co 
um Outro quadrado A 
Dividimos cada lado 
Mesma razáo e re 
quadrado АВС} 
А А 


parcela vale 


Aritmética e Geométrica 
o partir da 2° é R$50,00 
uantas elas s 
а parcelas são 


Cada parcela 
à anterior, 


: sd anis abaixo temos o 
Baud Dividimos cada lado 
pontos obtidos, obtemos 
1B;C;D, inscrito no maior. 
do quadrado A,B,CD, na 
Petimos O processo obtendo o 
D», e assim sucessivamente. 
B 


Se S; ¿a área do triángulo АПА), S2 é a área do 
triângulo A1DA, e assim sucessivamente, então о 
limite da soma S, + $› +... é igual a 


a)l 42 02 d) 2V2 o4 


68) (IBMEC-2003) Considere as sequências (ai, 
аз, da, c Am Anth s) € (01, 82 Bx o En Batts e) 


que satisfazem as leis de formação Ap. 78s 7 


Y 1 
para n = 1, 2, 3, ., com a) = ] e E para n 


= 1,2, 3, ..; com р = 2, respectivamente. 

a) Mostre que a sequência ( 2", 98,28, os 
39, ...) é uma progressão geom! 
fórmula do termo geral dessa progressão. 

(b) Mostre que a sequência (1ор2(81), loga(82), 
loga(gs), ~ 108280), logged) + hi Кан 
progressáo aritmética e exiba a fórmula do te 


geral dessa progressáo. 


2^ 
étrica e exiba a 


69) (IBMEC-2005) Uma bola de borracha é solta 


z que esta bola se 
Itura do chão. Cada ve 
a ão, ela volta à subir, semp 
jetóri talmente vertical. 
ma trajetória to ven 
o de fenômenos misteriosos 
39 


Entretanto, por causa 


capítulo 2. Sentências Aritmética ө бер, 


“hão a bola 
cada choque com O ая 
| atinge uma altura igual а 80% da altura q 


а ‚ o limite da 
atingido antes desse choque. Calcule 


idos pe a em todo o 
| soma dos espaços percorridos pela bola 


| processo. 


da natureza, а 


a de os 
| | 70) (Mackenzie-2005) A soma | И e 
| termos, que são menores que 12, da , 


5/4, 7/4, ..) é: 
a)120 6) 144 c)1!50 d)160 е) 140 


71) (Mackenzie-2005) A caixa d'água pa 
um edifício, que tem capacidade para 2 Ор 
litros, contém, em um determinado dia, 96 
litros. Contrata-se uma empresa para fornecer 400 
litros de água nesse dia, 600 litros no dia seguinte, 
800 litros no próximo e assim por diante, 
aumentando em 200 litros o fornecimento de cada 
dia. O número de dias necessários para que a 
| caixa atinja a capacidade total é: 

Hero a0 513 e)14 d)12 e) 10 


5 72) (Mackenzie-2004) Em uma sala existem 100 
caixas numeradas com os múltiplos sucessivos de 
4, comecando por 4. Em cada caixa existe uma 
quantidade de bolas igual ao número exibido na 
parte externa da caixa. O total de bolas existentes 
em todas as caixas é: 

а) 16000 Б) 14400 с) 18800 
d) 20200 е) 24120 


73) (PUC/MG-2005) Seja S, = n^ -8n , com n € 
IN*, a expressão que permite calcular a soma dos 
n primeiros termos de uma progressão aritmética. 
A razão dessa progressão é: 
a)-4 b)-2 c)2 d)4 


74) (PUC/PR-2005) Uma formig 

tamanho é desprezível, faz um percurso linear, 

Inicialmente, caminha para a direita uma distância 
| de | m. Então, ela vira para 
| caminhando metade da dist 
| corrente. Se a formiga contin 

a direita e para a esquerda, sempre andando a 

metade da distância previamente caminhada, a 

iO Percorrerá, a partir da origem, a distáncia 
e: 


am b)2m c)4m d)8m 


a minúscula, cujo 


a esquerda, 
ância do seu ponto 
uar caminhando para 


e) 10m 


| 75) (PUC/PR-2001) Em uma progressáo 
gcométrica infinitamente decrescente, cuja soma é 


| iguz e á 
m мы а 9 Са soma dos Quadrados de todos os seus 
das: i 8 Os 5 
zn € 40,5, o seu 4º lermo vale: 


[] 
23/8 b)1/27 c)5/32 d)2/9 суду; lta 


E 5) Considere as sequénci 
6) (PUC/SP-200 TT 
0 Т, ...,67)e (8, 12, 16, 20, ..., 104). О númer’ 
de termos comuns a essas duas progressões é 
a)5 b)6 с)7 d)8 e)9 


77) (PUC/SP-2001) A soma dos n Primeiro, 
termos da seqüéncia (6, 36, 216, "I é 
55986. Nessas condições, considerando log 2 « 
0,30 e log 3 = 0,48, o valor de log n é 

a)0,78 b) 1,08 с) 1,26 d) 1,56 e) 1,68 


78) (UEL-2005) O valor da soma infinita 
34 9 8 27 16 


4 9 16 27 64 81 
3)2/3 b)5/6 c)7/6 4) 5/3 е)7/3 


79) (UERJ-2005) Numa reserva florestal foram 
computados 3.645 coelhos. Uma determinada 
infecção alastra-se de modo que, ao final do 
primeiro dia, há cinco coelhos infectados e, a cada 
cinco dias, o número total de coelhos infectados 
triplica. 

a) Determine a quantidade de coelhos infectados 
ao final do 21° dia. 

b) Calcule o número mínimo de dias necessário 
para que toda a população de coelhos esteja 
infectada. 


80) (UERJ-2004) O fractal chamado floco de 
neve de Koch é obtido a partir de um triángulo 
equilátero, dividindo-se seus lados em 3 partes 
iguais e construindo-se, sobre a parte do meio de 
cada um dos lados, um novo triângulo equilátero. 


Este processo de formação ^ continua 
indefinidamente até a obtenção de um floco de 
neve de Koch. Supondo que o lado do triângulo 
inicial meça | unidade de comprimento, a área do 


floco de neve de Koch formado será, em unidades 
quadradas, equivalente a: 


а) 3/5 b) J3/4 с) 3/5 a) 43/2 


81) (UFAL-2003) Sabe-se que as segiiências f = 
C2, a b, „)ев= (1/8, c, a, ...) são progressões 
aritmética е geométrica, ^ respectivamente. 


o resida 


EA RA A 


EUNDEM PME. 


сае Geomé, 
e) 4/27 Vita 


equências (1 4 
104). O número 
gressões é 


S n Primeiros 


aves 6", A ) é 
rando log 2 = 
е 
е) 1,68 


soma infinita 


7/3 


orestal foram 
determinada 
ao final do 
ados e, a cada 
os infectados 


os infectados 


as necessário 
elhos esteja 


do floco de 
im triângulo 
em 3 partes 
do meio de 
eqúilátero. 


continua 
m floco de 
о triángulo 
>. a área do 
m unidades 


3/2 


iéncias f = 
rogressões 
tivamente. 


Considerando que. b = à = 8c, analise а$ 
finmações seguintes. | 

0) O valor de a + b+cé 17/2. 

po vigésimo termo de fé 74. 


20 quarto termo de g excede o quarto termo de f 


em 4 unidades. M 
3) A soma dos 20 primeiros termos de f é 680. 


4) As razões das duas progressóes são iguais entre 


5! 


82) (UFES-2002) Na figura abaixo, o triángulo 
ABC é equilátero de lado igual a 1. 
$ A 


B 
Considere o retângulo com dois vértices sobre a 
base BC e cujos outros dois vértices, Bı e Ci, são 
os pontos médios dos lados AB e AC, 
respectivamente. No triángulo АВ,С\, considere o 
retángulo com dois vértices sobre a base ВС e 
cujos outros dois vértices, В; e C», são os pontos 
médios dos lados AB; e ACi, respectivamente. 
Continuando este processo indefinidamente, 
obtém-se uma sequência de retângulos. A soma 
das áreas totais de todos os retângulos assim 
obtidos é igual a 


2 pi с) 


83) (UFES-2003) Um segmento de reta é dividido 
em trés partes iguais e tem О seu segmento central 
retirado. Em cada uma das duas partes que 
sobraram, o procedimento é repetido: divide-se 
cada uma delas em três partes iguais e retira-se o 
segmento central de cada uma. Esse procedimento 
é repetido uma infinidade de vezes. | 

Calcule a razão entre а soma dos comprimentos 
de todos os segmentos que sáo retirados nesse 
processo e o comprimento do segmento de reta 
Original, 


de números 


progressão 
le o menor 


84) (UFC-2005) A ѕедйёпсіа 
inteiros positivos a, = 1, az, аз está em 
aritmética com razão positiva. Calcu 


a) 1445 


b) V5 с)2 at y 2 
= 2 


87) | (UFMA-2003) Pedrinho, um velho 

funcionário público da UFMA/DEMAT 

consegue despachar, como secretário, no 1º dia 

útil do mês, uma certa quantidade x de 
documentos; no dia seguinte, despacha o dobro do 
que despachou no primeiro dia; no terceiro dia, o 
triplo do que despachou no primeiro dia e, assim, 
sucessivamente. Ao final do mês de 30 dias, 
despachou 930 documentos. Assim, quantos 
documentos Pedrinho despachou no primeiro dia? 


88) (UFMA-2000) A seqüéncia a, «a; < az < ay < 

. é uma progressão geométrica. Construimos 

uma nova seqüéncia bi, b», bs, ... formada pelas 

diferengas dos termos adjacentes da seqüéncia 
original, da seguinte forma: 

by = а-а; bo =а- ay = а - ау e, mais 
geralmente, b; = ak + 1 — а. | 

Е possível que essa nova seqüéncia seja uma 
progressão aritmética? Por que? 


89) (UFMA-2003) A seqüéncia (2^ 22 БЕСТ 
2º», ...) forma uma progressão geométrica onde 
(ai, аә, ..› Am ...) satisfaz а lei de formação an- À - 
a, = 1/2 paran = 2, 3, 4, ..., com à = ]. Encontre 


a soma dessa PG infinita. 
90) (UFMA-2003) O número 38 é dividido em 


ão 
iti ando uma progress 

A las positivas, form al 

trés parce di tal modo que, Se for adicionada 


étrica ай 
ә f idade à segunda parcela, obtém E ч 
progressão aritmética. Qual é a mal 
9 
parcelas ys d)20 922 


a) 10 b) 15 
41 


capítulo 2. Seguléncias Aritmética o борцу, 


b) respectivamente, uma progressáo aritméti 


Я Я са d 

- Е > с, nessa : gressáo aritmétic: i 
X os a, b c с, ness д 3 e uma progres a de 
91) (UFMG-2002) Os поа de razão | razão 1/ Tazão 
stáo el ssdo ge E a ras. 
em, estão em progressão 890 em, estão > | К Р ао 

uy sm disso, a — 1, b e c, nessa ordem, € Же с) respectivamente, uma progressáo Beométrica de 

4/3. Alé ão aritmética. DETERMINE a, b ec. razão — 3 e uma progressão aritmética de razão 

em progressã $ azi 3 


13. Ro ааб 
T ambas, progressões aritméticas de razão - 3. 


e) ambas, progressões geométricas de razão 15. 


92) (UFOP-2003) Considere a T 
figuras, na qual a área do primeiro quadrado é 5. 


97) (UFRJ-2004) Felipe começa a Escrever 
números naturais em uma folha de papel muito 
grande, uma linha após a outra, como Mostrado a 
seguir: 


Qual é a soma de todas as áreas tracejadas da 


encia * 2 3 4 
seqüéncia ? с а 
93) (UFOP-2003) Se a soma dos termos de uma |4 s 6 7 8 К D E 
progressão geométrica infinita e alternada é- 2/3 5 6 7 8 9 
e scu segundo termo é 1/2, então seu primeiro | 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 


termo é: 


a)-2 b)-| c)-12 d)-1/3 


Considerando que Felipe mantenha o padráo 
adotado em todas as linhas: 

a) determine quantos números naturais ele 
escreverá na 50º linha; 

b) determine a soma de todos os números escritos 
na 50º linha; 

с) prove que a soma de todos os elementos de 
uma linha é sempre o quadrado de um número 
impar. 


94) (UFOP-2001) Sendo 1, x, ye 1, 2, w, 
respectivamente, os três primeiros termos de 
progressões aritmética e geométrica e sabendo-se 
quey-x=2el+x+y=zw,então a razão da 
progressão geométrica é: 


a) Y9 b) 3 o2 93 е) 5 


95) (UFPB-2005) Para x € R — (0), considere as 
funções f(x) = logs х, g(x) = 5" le h(x) = (Јов) (х). 
Se (an) e (ba), ne N- (0), são as seqüéncias 
definidas, respectivamente, por (#(1), g(2), e(3), 
5) € (A(1), h(2), h(3), ...), então: 
a) (a,) é uma progressão geométrica e (5,), uma 
progressão aritmética. 
b) (a,) é uma progressão aritmética e (bn), uma 
progressão geométrica. 
€) (am) e (bn) são progressões aritméticas. 
d) (an) e (bn) são progressões geométricas 
e) Nenhuma dessas sequências é progressão 
aritmética ou geométrica. 


98) (UFSCar-2002) A soma dos cinco primeiros 
termos de uma PA vale 15 e o produto desses 
termos é zero. Sendo a razão da PA um número 
inteiro e positivo, o segundo termo dessa 
sequência vale 


а)0. b)l. c)2. d)3. €) 4. 


99) (UFSCar-2000) Uma bola cai de uma altura 
de 30m e salta, cada vez que toca o chào, dois 
terços da altura da qual caiu. Seja h(n) a altura da 
bola no salto de número n. A expressão 
matemática para h(n) é: 

a) 30.(2/3)" b) (2/3)(30)" с)20.п 

d) (2/3)n е) (2/3)" 


96) (UFRGS-2003) Se LEE ё 


100) (Unifei-2005) Numa Progressáo Aritmética 
crescente, de razão r = |, a soma dos n primeiros 
termos é igual a 33 e o termo de ordem м) é 


igual a 4. A soma dos 12 primeiros termos dessa 
PA é igual a: 


а) 33. 0)58. c)87. dy102. 


1 
g(x) =373 ‚ então as seqüéncias f(1 ), 62), f(3), 


-e g(1), 802), &(3), ... formam, 
a) respectivamente, uma Progressáo geométrica de 


ia 1/3 e uma Progressão aritmética de razáo 


EN jr 


101701 


скара © © 
tados à 

etapa an 
20 cm, 
aproxim 
quinta € 


ano 4 


177/17 
Itmética de 
а de razão 
Métrica de 
a de razão 
ão — 3. 
zão 1/3, 
escrever 


pel Muito 
1OStrado а 


15 16 
| padrão 
rais ele 
5 escritos 


entos de 
número 


rimeiros 
) desses 
número 
| dessa 


a altura 
jo, dois 
Itura da 
pressão 


tmética 
imeiros 


(4) é 


; dessa 


jFPE-99) Na ilustração abaixo, с Ca, 

Ше obtida an pontos үке de Huan УЕ 
lados ee ado do. O menor obtido na 3 56 в 14 Р l9 Cométrica 
дара anterior. Se o laco do quadrado maior теде O 89 lei ^ E] 

p cm, qual é 9 número inteiro que melhor | D úmero 500 s. 

aproxima a área, ет Cm , со quadrado menor na 500 бов A linha e жшн ет 

quinta ep a)2 ке contra são, Rima = 

| 3e © ment 


1' ETAPA 2* ETAPA ETAPA — ^ 


102) (UFPE-99) Se an é uma progressio 
eeométrica de números reais positivos de razão 
625 então logsan é uma progressão aritmética de 
razão r. Indique r. 


103) (UFPE-2000) Suponha que a população 
humana será de 6 bilhões de habitantes no final do 
ano 2000. Sabendo que a estimativa do 
crescimento populacional nas próximas décadas é 
de 1,8% ao ano, calcule o primeiro ano N em que 
a população ultrapassa 7 bilhões de habitantes. 
Indique o resto da divisão de N por 100. 


104) (UFV-98) Dados os pontos M, N, O,P,Q,R 
de um circulo, associamos a cada um deles uma 
seqüéncia de números, como mostrado no quadro 
abaixo: 


O número 1888 está na segilência associada ao 
ponto: 
39M bN с) O d) Q e) P 
105) (UNESP-97) Imagine os nümeros inteiros 
não negativos formando a seguinte tabela: 
0369 12 

14 7 10 13 

2 5 811 14 


а) Em que linha da tabela se encontra o número 
319? 

; 2 
b) Em que coluna se encontra esse número? 


106) (FUVEST-91) Os números inteiros positivos 
Mo dispostos em quadrados da seguinte maneira: 


E 


108) (FUVEST-97 j 

Números naturais А E S. жол 
múltiplos de 5 e, em seguic 
Calcule a soma dos nú 
conjunto. 


109) (FUVEST-98) 
estritamente crescent 
a seqüéncia b, =3“ ,n> |, é uma: 

a) PG crescente b) PA crescente 

C) PG decrescente d) PA decrescente 

€) seqüéncia que não é uma PA e não é uma PG 


А seqüéncia a, é uma PA 
e, de termos positivos. Então, 


110) (FUVEST-99) Seja (a) uma progressão 
geométrica de primeiro termo a, = | e razão q”, 
onde q é um número inteiro maior que 1. Seja (bn) 
uma progressão geométrica cuja razão é q. Sabe- 
se que am = by. Neste caso: a) Determine o 
primeiro termo b; em função de q. b) Existe 
algum valor de n para о qual a, = bn? C) Que 
condição n e m devem satisfazer para que a, = 
bm? 


111) (UNICAMP-98) Considere uma progressão 

geométrica de termos não-nulos, na qual cada 

termo, a partir do terceiro, é igual à soma dos dois 
imedi teriores. 

termos imediatamente an s = 

a) Calcule os dois valores possiveis para à razão q 


dessa progressão. 


: 1-45 n 
b) Supondo que 0 primeiro termo eq 


"EH 
seja = 


ê imei s dessa 
0 calcule a soma dos três primeiros termo: 
> 


progressão. 


bec, nesta ordem, 

-2000) Sendo a, D € | 

a a progressão aritmética em ся : S 

Ui E e C, nesta ordem, m $ ma 
а pude geométrica em que A7 à, 

E alor de b €: 


72, então о Y 43 


Capítulo 2 Se: йёлсіаѕ Aritmética е Geométrica 


a)4 b)5 c)6 d)7 e)8 

x do-se um valor a 
112) (EsPCEx-2001) Atribuin : 
cada letra da sigla ESPCEX, de modo que as 
letras “E”, *S", “Р”, “С” e *X" formem nessa 
ordem uma progressáo geométrica e que E.P.C + 
E.S.X = 8, pode-se afirmar que О produto 
E.S.P.C.E.X vale: 


a)10 b)26 c)20 €) 16 


d) 24 


113) (EsPCEx-2001) A sequência de números 
reais a, b, c, d forma, nessa ordem, uma 
progressão aritmética cuja soma dos termos é 110, 
a seqüéncia de números reais a, b, e, ( forma, 
nessa, uma progressão geométrica de razão 2. A 
soma d + f é iguala: 


a)142 b)132 c)120 d)102 е) 96 
114) (EsPCEx-2002) Os nümeros a, b e c 
determinam, nessa ordem, uma progressão 


aritmética (PA) de razão r (r + 0). Na ordem b, a, 
c determinam uma progressão geométrica (PG). 
Então a razão da PG é: 

a)-3 b-2 c) dl e) 2 


115) (AFA-99) Uma bola é solta de uma altura de 
128 metros em relagáo ao solo, e, ao atingir o 
mesmo, ela sobe a metade da altura anterior. Esse 
movimento se repete até atingir o solo pela 
décima vez. Nesse momento, quanto a bola terá 
percorrido, em metros? 
а) 255,50 Б) 383,00 с) 383,50 а) 383,63 
116) (AFA-2000) Se a soma dos 6 primeiros 
termos de uma progressáo aritmética é 21 e o 
sétimo termo é o triplo da soma do terceiro com o 
quarto termo, então o primeiro termo dessa 
progressão é 
a)-7  b)-8  c)-9  d)-10 

117) (AFA-2000) Seja (x, y, z, w) uma progressào 
aritmética crescente cuja soma é 10 e (a, b, c, d) 
uma progressão geométrica coma+b=1lec+d 
= 9. Se ambas tém a mesma razáo, entáo o 
produto yw é 
a)-8 b)-2 c)7d)9 

118) (AFA-2003) Uma P.A. cujo primeiro termo 
€ zero e uma P.G. cujo primeiro termo é 1 
Possuem a mesma razão. O nono termo da PG. é 
igual ao quadrado do nono termo da P.A.. Então 
а) uma das razões comum é -2. É 


44 


b) a razão comum é-l. 
с) a razão comum е 1. А 
4) não existem as duas progressões. 


119) (AFA-2003) Considere uma P.G. onde o je 
termo é a, a > 1. a razão éq, q>1,eo produto 
dos seus termos é c. Se loga b = 4, log; b = 2, 
log, b = 0,01, então a soma dos termos da P.G, é 
а*0 -a 


so af! -1 a 4 
M0 0 


Considere 
progressão geométrica de razão maior do que | 


120) (Escola Naval-2002) uma 


em que três de seus termos consecutivos 
representam as medidas dos lados de um triângulo 
retângulo. Se o primeiro termo dessa progressão 
geométrica é 64, então seu décimo terceiro termo 
vale: 


Al 


121) (Escola Naval-2003) Cada termo da 
seqüéncia (1, q, а>, а, ...), q +0, é igual a х vezes 
o limite da soma dos que о seguem se, e somente 
se 

a)-1 «x <] 
d)x<-loux>1 


bx>1 c)x«-2oux»0 
e)0<x<1 


122) (ITA-53) Partindo de um quadrado Qi, cujo 
lado mede a metros, consideremos os quadrados 
Q2, Оз, Qs, ..., О, tais que os vértices de cada 
quadrado sejam os pontos médios dos lados do 
quadrado anterior. Calcular, entáo, a soma das 
áreas dos quadrados Qi, О», Qi ..., Ол. 


123) (ITA-58) Provar que se em uma Р.А. é tal 


que a soma dos n primeiros termos é igual a n * 1 
vezes a metade do n-ésimo termo então r = aj. 


124) (ITA-71) O produto dos termos da seguinte 
P.G.: -43,3,-343,..,-8143. é 

а) -V35 b) - 43% c) -J53* 

d) - 43% e) N.d.ra. 


125) (ITA-67) É dada uma progressáo geométrica 
com 1.000 termos; a razá 
igual ao seu primeiro 
logaritmos neperianos dos termos dessa 
Progressão é 1.001.000. O primeiro termo dessa 
progressão é: 


a2 b 


o dessa progressão é 
termo. A soma dos 


de” de ee 


qe. 
126) ai 
1/4 => 
a) log (т 
c) tn 


е) N.d.r 


127) 
SO) = 


valores 
a) arc 5 
b) arc $ 
с) arc s 
d) ares 
e)n.d 


128) ( 
progre 
progre 


relação 
progre 
primei 
a)r= 
e) nen 


129) ( 


vale: 
a)4 


130) ( 


1)х*, 
entáo 


a) s. 


b) S, 


Tazas 


WV) Nr ыы vo 


¡TA-71) A seguinte soma log 1/2 
7 . log 1/2" сот n natural, é ita log 
jog (n * ny2 b) (n + п?) log ү 
а) 10 2 
› (nº -1) 
+ 1) log2 d) —— 27 ) Consi 
go Li: | 275 Xb Xo, ius Xa) Sidere a progressão анга, 
seus termo n) de n termos, ng o aritmética 
yNnára: Valores y, y * K. A soma > СШа soma de 
Sy, ya da sequé 
d +, yo defini ncia dos n 


, dos Š 
(d D, Onde a e b são Por y, = axe b, į = 


127) (ТА-72) Consideremos., са função | O, é dada por: números reais com a 
: * 


500) = } (sen x)", onde 0 < х < 1/2. Para que 


a)K b aK b €) aK nb d)a'K nb e ак 


133) (ITA-81) 
estão em pro 
desta P 


10 < S(x) < 20? 

a) arc sen 9/10 € x € arc sen 19/20 

p) arc sen 10/9 € x € arc sen 20/19 

arc sen 10/11 € x < arc sen 20/21 
1/2 <x € arc sen 43/2 


lores de X: : : 
z la trés lados de um triángulo 
Bressão geométrica, então a razão 


Progressão А 

: está : 

п com 
ecessariamente entre os valores: рен» 


1 
а) —(/5-1уе 1 1 
¿05D e 54 b) 26-р e I diy 


c) Ы 
d) arc sen 42 
e)n. d a. К ape | 
¿=D e 73e d) 362-0 e Len 
128) (ITA-74) Seja а > 0 o 1? termo de uma | 99€! 
progressáo aritmética de razáo r e também uma 
progressáo geométrica de razão q=2r Е A 
a 


134) (ITA-82) Seja ai, az, ..., An, (a > 0,12 1,2 
pn n) uma progressáo geométrica de razào r e f 
К" > R uma função definida por f(x) = log (qx?) 
onde p e q sáo números reais positivos. Nestas 
condições, f(a:), f(a), ..., Nan) é 

a) uma progressão geométrica de razão log (q r) 
b) uma progressão geométrica de razão p log r 
c) uma progressão aritmética de razão log q + 


relação entre a e r para que o 3º termo da 
progressão geométrica coincida com a soma dos 3 
primeiros termos da progressão aritmética é: 
ar=34 b)r=2a c)r=a d)r- “2a 
e) nenhuma das respostas anteriores. 


p.log ai М | 
4,5 uma progressão aritmética de razão log q + 
129) (ITA-75) A expressão: delere ide x? gn 


e) uma progressão aritmética de razão р log r 


vale: 

)4 92 сл? 438 па a É RR uma função 
y + оу) para todo 0, 
an) é uma progressão 
odemos dizer que 


135) (ITA-85) Sej 
satisfazendo f(x + ay) = fx 
x, y € R. Se (21,85 9» ^ 
aritmétca de razão d, então P 


fía Қаз), a) ind 
(en, a aritmética de razão em o 
a) E uma P ressão aritmética de razão 


130) (ITA-77) Sendo S, = 1 + 2x + 3x +. + (К+ 
пе 2, 


k . + 
Ix* onde x > 1 e k é um inteiro maior q 
entáo, se n é um inteiro maior que 2, 


gs „1-х 
(1- х)> 


he Dee AA 
(1-х) 1-х 


js lH! (n2) 


n+l 


n+l 


(1-х) (1-х)? 3 e) Nada se P , meros reais 
05, IA" (+l) ү" 136) (ITA-85) Sejam а! E" a > 0 é um 
(1- xy 1-х é Р, PET a ón 
iti e En "ELI 
 nenhuma das respostas anteriores. positivo? ps P_—, então podemos 
¡tal quein 2" dein: 
RI) до | constante r°? nesta ОГ 
(ITA-79 : uma progress? c , gai 8» 7 Am 
Pers ) Considere MR a dodi que os número 45 


afirmar 


е a progressão geométrica de razão q 
a) Formam uma prog 
= p e an = (07 )/2 | 
b) Formam uma progress 
-pea,-(py2 
c) Formam uma prog 
=p" e an= (р )/2 ; 
d) Formam uma progressáo geom 


» ea, = (py? 
=; „= 2 _ " 
e) Não formam uma progressão geométrica. 


до geométrica de razão q 
ressão geométrica de razão q 


étrica de razão q 


137) (ITA-86) Sejam os números reais x > 0, a > 
b > 1. Os trés números reais 


x, xlog,b, log,(bx) são, nesta ordem, os 
três primeiros termos de uma progressão 
geométrica infinita. A soma S desta progressão 
vale: 

а) S =2x/(1 — log, b) 

b)S = (x + 1)/(1 — 1/2loga b) 

c) S = 1/(1 – Vloga b) 

d) S = 1/(1 – Vlog, b) 

e) Impossível determinar S pois é finito. 


138) (ITA-87) Seja f: R>R uma função real tal 
que: f(x) + 0, para cada x em R e f(x + y) = 
f(x).f(y), para todos x e y em R. Considere (ar, аз, 
аз, a4) uma PA de razão r, tal que a, = 0. Então 
(Ка), аз), Қаз), fas) 

a) E uma PA de razão igual а f(r) е 1? termo f(a) 
= f(0) 

b) É uma PA de razão igual a r 

c) É uma PG de razáo igual a f(r) e 1° termo Қа) 
=] 

4) É uma PG de razáo igual a r e 1° termo fla) = 
f(0) 

€) Nào é necessariamente uma PA ou PG. 


139) (ITA-88) Suponha que os nümeros 2, x, y e 
1458 estão, nesta ordem, em progressão 
geométrica. Desse modo o valor de x+y é: 


a)90 Ь)100  c)180 d)360 е) 1460 


140) (ITA-92) Numa progressáo geométrica de 
razáo inteira q > 1, sabe-se que aja, = 243, log, a 
=6e log, P, = 20, onde an é O enésimo termo да 
ну geométrica e P, é о produto dos n 

m йо а 1 
Е Entáo a soma dos n primeiros 
а) (3? - 1)/6 


3 _ 
b) G" Тув c) G^ — 16 


4) (3? - 1y3 


capítulo 2. Sei Viéncias Aritmética e Geom trica 
141) (ITA-95) Se a soma dos termos i 
essáo geométrica dada por 0,3 : 0,03 : 0.003 
:... é igual ao termo médio de uma Progressão 
aritmética de três termos, então a soma dos termos 
ssão aritmética vale: 

b) 2/3 c)1 d)2 


progr 


da progre 


a) 1/3 e) 1/2 


142) (ITA-97) Seja O um valor fixado no intervalo 
10, л/2[. Sabe-se que а = cotg ө 6 о primeiro 
termo de uma progressáo geométrica infinita de 
razáo q = sen? 0. A soma de todos os termos dessa 
progressão é: 
a) cosec 0 tg O 
d) sec? 0 


b)secO tg O c) sec Ө cosec g 


5 
e) cosec 0 


143) (ITA-97) Os nümeros reais x, y € z formam, 
nesta ordem, uma progressáo aritmética de razáo 
r. Seja a um número real coma>0eaz] 
satisfazendo 3а" + 2a* — а = 0. Então r é igual a: 
b) (1/2)" c) log, 4 

e) log, 3 


a) а? 
d) loga (3/2) 


144) (ITA-98) Seja (ai, a», аз, ...) uma progressão 
geométrica infinita de razão а, 0 < aj < 1, e soma 
igual a За. A soma dos três primeiros termos 
desta progressão geométrica é: 

a)8/27 b)20/27 c) 26/27 d)30/27 e) 38/27 


145) (IME-65/66) Demonstre que a soma da série 


MEE MEN. | 
135 + 357 * 379 + é iguala 1/12. 


146) (IME-65/66) A soma de três números que 
formam uma Р.А. crescente é 36. Determine esses 
números, sabendo que se somarmos 6 unidades ao 
último, eles passam a constituir uma P.G. 


147) (IME-66/67) Entre os números 3 e 192 
Injere-se igual nümero de meios aritméticos e 
geométricos com razões r е q respectivamente. 
Sabe-se que o terceiro termo do desenvolvimento 
(1 + l/gf em Potências de l/q é r/9q. Pede-se 
determinar as progressões. 


148) (IME-74/75) A soma dos 50 primeiros 
termos de uma progressão aritmética é igual a 200 
© а soma dos 50 seguintes é igual a 2700. Calcule 
a razão da Progressão e o seu primeiro termo. 


45) CME-T8(19) Seja uma progressáo aritmética 
e 1º termo a, + 0 e último termo ало tal que ai + 


rie 


үче 
ses 


— Seja a progressão aritmética de |º i 
ШАТ: último termo bio = l/ay. Caleu S 
e unção de ài € aio. аз, 
с 

(IME-81/82) O quadrado de qual 

2л pode s екргеззо como a NE d 
em progressao aritmética, Determine + 


: E 
" o ea razão desta progressão 


primeiro term 
51 IME-81/82) Trés progressóes geométrica 
esma razão q e primeiros termos diferentes 
с. А soma dos п primeiros termos d 
a é igual a soma dos 2n primeiros term a 
também é igual a soma dos > 


têm т 
а, b, 
rimeir 
da segunda e 
s termos da terceira. Mostrar io 


rimeiro Mp 
i» que liga as razoes i E 

relação que hg Ta a Fig em função 

comente de à, b, € é 5 — —> 

i a 1 1 


bia Dia 


inscri 
оаа er 
cia inscri 
ponto D e o lado 
novo triángulo ni: 
construções э Кере, ADE. Fazendo 
determinaremos dei para os lados AC e AB, 
BFG e CHI P is novos triángulos eqüiláteros 
. Para cada um dos triángul 
: gulos, ADE 
BFG e CHI, repetimos 0 processo acima, obtendo 
tres novas circunferências inscritas e nove 
triángulos menores. Esse processo pode ser 
repetido indefinidamente, gerando circulos cada 
vez menores e formando a Figura 3. 
Lembre-se que o raio do círculo inscrito é igual a 
um terço da altura do triângulo eqüilátero. 
a) Calcule a área do primeiro circulo construído € 
a área de um dos círculos menores da Figura 2, 
em função do lado L do triângulo inicial. 
b) As somas das áreas dos círculos congruentes 
(de mesmo raio), em ordem decrescente, рм 
uma progressão geométrica. Calcule a $ 


infinitos termos dessa progressão. 


152) (IME-78/79) Prove que: n° = Ya , onde: 
i=] 


a en(n- 1 2i -l. 


153) (IME-85/86) Mostre que os nümeros 12, 20 


e 35 nào podem ser termos de uma mesma 
progressáo geométrica. 


154) (IME-87/88) Para cada n inteiro, n 2 1, 
defini-se a equação En por x? — 15.2™x + 36.2" = 
0. 

a) Mostre que a seqüência, cujo k-ésimo termo éa 
menor raiz da equação Ex, é uma progressão 
geométrica. 

b) Calcule a razão desta progressão. 

c) Calcule a soma dos i primeiros termos desta 
progressão. 


155) (IME-88/89) Três números cuja soma é 126, 

estão em progressão aritmética e outros três em 

progressão geométrica. Somando 0$ termos 

ще das duas progressões obtém-se 

ic e 84 respectivamente. Encontre os termos 
progressões. 


15 
ў (IME-95/96) Calcule o valor da soma: 


Mi ea 1 
M 4X) 7x10 t 2998x3001 


157 
ao | UNIRIO-93) Na linha poligonal da figura 
? de lados Рур, PPa, P2P3, -- cada lado € 


Capítulo 3. Seniiência Recorrente 
SEQUÊNCIA RECORRENTE 


| ер + do a relação entre seus termos é dada por uma equação de 
7 | ie ча é i m ы uan К jo ` Ж 
| Uma ѕедйёпсіа é dita recorrente quar e a NS E о 
@ o ё asa e é uma expressáo matemática que relaciona um termo И “q oou Rd lo(s) 
| | Бат demos definir uma seqüéncia (an) de acordo com a relaç rência a, 
a» = 3. Neste caso relacionamos um termo com os dois termo 
* T. H 
ais i antes a seqüéncia recorrente: 
v. E eU. anteriores. Existem duas classificações mais importantes para uma di den et 
. | i) Ordem ou Grau: A ordem (ou grau) de uma equação recorrente c gue cl е 
| + menor indices dos termos que pertencem à equação de recorrência. Por € , 


anterior(es). Por exemplo, po 
2 > 
= an-ı + (а 2), n 2 3, сота = 1, 


É ы au 3 je e a diferença entre o maior e о 
ы = а com n 2 4, é de 3º ordem (ou grau 3), uma vez que à са 
ES 


s índices é séi a3rn- 3)=3. 
| menor dos índices dos termos é igual a 3: n ~ (n Я Те : 
ne 1 een > ^n > o © еаг 
ii) Linearidade: Afirmamos que uma seqúéncia (an) possui uma equação de da lin н $е esta é 
da forma an = kn- 1-an -1 + Kg 2.402 +... + Куа + Ko.ao, onde k, são constantes reais. Caso a equação de 


5 S | recorréncia x, — 


h І | 3 А Ау зх ме 
: | | recorrência possua alguma parcela não linear (por exemplo: x; 4, COS (Xp - 5), Xn-2:Xn- 3 OU 3 7") então 


esta equação é chamada de não-linear. 


\' | 3.2. SEQUÉNCIAS RECORRENTES LINEARES DE 1° ORDEM . 

| As seqüéncias recorrentes de 1* ordem são da forma x, = 4.x, - 1, a Є IR. Sea = 1 a ѕедйёпсіа ё 
| | constante, com termo geral dado por x, = xi, n > |. Se a | a seqüéncia é uma progressão geométrica de 
| razão a, cujo termo geral é dado por x, = хуа", п> 1. 


3.2.1. Seqüéncia Recorrentes da Forma x, = а.х, + b. y 

Perceba que em uma equação de recorrência da forma x, = ax, +Ь,а=#0,Ь= 0,sea= 1а 

T sequência é uma progressão aritmética de razão b, cujo termo geral é x, = x, + (n— Db. Por outro lado, 
" se a = | podemos encontrar uma seqüéncia (yn), relacionada com Xn па forma x, - y, +k (k e TR), de 
| modo que a equação de recorrência de (y,) seja y, — a Yn- 1. Observe a demonstração abaixo: 
x Se Xn = ax 1 +Бех, = y, + k então ya c Ko aw 11 КУЫ os Уау, 1-Ka 


Para que tenhamos y, = аул ; basta fazer kta 1)4b Ч. ou seta, impor que К Uma vez que o 


termo geral de (v) é y, сура" Docs x, k (м a бшу ox, b le. n 


| Рог exemplo, considere a seqüéncia (an) dada por a, = 
recorrência a, = 2a, +16 equivalente á (a, + i 
2а. а à, + 1) = Aa, - + D). Ass se defini üénci 
a Aat EH C TT n- ; ASSIM, se definirmos uma segiiência 
Em modo que b, = a, + |, então temos a relação b, = 2.bn - 1, que é uma equação de колок que 
| caracteriza um: 25540 geométri > razá i 
| 1 а uma progressão geométrica de razão 2. Portanto, temos que o termo geral da segiiência (b )é 
ado por b, = b,.2 = а,+1=(ар+1)2%7! 5 423-1 Las] geral da seqüencia (bn 
А " E tn 2.2 Cod. zl. 
Existe outra forma de proceder. Do exposto acima 


MEA podemos conclui > r 
| seqüénc > росси; DUNS ry I 5 lr que O termo geral de uma 
| ЯНЕПС1а que possui uma equação de recorrência na forma x, сау o nq E А 
Xn = aX- +b, až], azl, р 0, é dado 


por Xn = ва"! В, onde q e B $ i I I ri 3 basta s 
+В, * p são constantes reais Para determi b aber о 
ide isi рна s 5 T'eais. Pa a determinar os valores de ае 
siste . ermos da sequência e, após substituir estes valores na expressão do termo ger nontar 
| | Um sistema linear de duas equações em ос В TO s das 
| Рог exemplo vamos determi о га = 
= , inar o terr E seqüénci 3 2 3 
| ii "iss posu d m geral da sequencia a, = 3.4, . | — 2, onde а . 
= zando o : o oced me t exposto, podemos fazer ар = 0.3"! + В Observe i =5€a; 
: seguinte sistema Б . Servando quea, = 3 ea 


2; А 
“9-1 1, a; = 2. Note que a equação de 


te 


90 auacio recorrente da forma a, + | = 3 | 
иа өф 0=A+B; k+1= Зар + | possui termo geral d н 
-0 > 0= ; sen 


=Й» 1=3А +В; 


Resolvendo este sistema obtemos A = 1/2 e B=- 1/2. Portanto: а El 
pa I 


,n20 


31551 $ А 
= . Сото 3° = 243 = 11.22 +1= 11к+ | 


Logo: 4155 = > y =(11k+ DA > 


35-2 gt I (qe IN) > E l=1lq > 11 [aiss. 


33, SEQUÉNCIAS RECORRENTES LINEARES DE 2º ORDEM 

Se uma sequência é definida a partir da equação de recorrência Wo 0% | DORES 
são constante 8 reais náo-nulas. afirmamos que esta segiiéncia recorrente é de y ordem. V ; 
“como determinar о termo geral de uma seqüéncia recorrente linear de 2* ordem que esteja escrita nal 
forma > (a+ Byxs -1 орх. 2. n 2 3, onde о. + ф e cujos dois valores iniciais são xi e «4 
Imcialmente observe que: An = (a + B)xa-i PX = хах = (хох (1) 
Assim se definirmos a ѕедйёпсіа (yn) de acordo com a expressão y, = Xp - «х, 1, então, a partir da i 
equação (1 } temos que ya = B.yn-1, que савага uma progressão geométrica de razão D. Portanto: |. 
б! су xo Xp 15 (X1 = 00X0)B (2) 
кше: Xp 7 (а + fa ci MBE 2 = М Poo sos Вх 2) 
В.х. 1 160105 Zn = О.а 1 = 285 mattos м Pa Bao? O) 


Definindo Za = Xn 


Multiplicando a equação (2) por В e a equação (3) por « obtemos: 


Ba, px, = Qu ax a J^ 


] n г P» n 
lax, -a x, = O - D.x4)€ А 
Pu ^ 


n ; А 
des: eo (xi В.Х ҳу Хор > 
Subtraindo estas duas equações: (о ~ В)ха = (X p.xoe | (vi ] 


1 | 4 НИЕ: 
nto para detern mar O termo gera a sequencia efinida pela 


Vamos aplicar este procedime H 
Р ‚„сотхо=2еХ! 3. 


equação de recorrência Xn = 5.Xn-17 6.Xn-2 —2хл-2) a! 

1) Xy 7 (2 + 3)Xp-1 mE 2.3.Xn-2 > Xp — 2.Ха-! zd y ^ yy 13s ie 01-220 á 
Definindo y, = Xn— 2.Xn-1 => У 3.уа-1 > Уһ SI 

X,-2x, 47 - 3^7! (1) -3.Xn-2) qe > 
й)х„= (2 +3)уху- 0—23; 2 Xv 30-1 2(ха-1 3-2 ‚= (11-30) 


yc! > ха 3.Xn- 

Definindo zn = xn- 3.Xn-1 > 2 Im > m7 

3%) -1==3.207? (2) | 

Multiplicando a equação (1) por 3 e a equae 
3x, -6x, =-3" 

232" y - 3^ 020. 49 


2x, + бх, 
rmo geral: 


| 
Somando estas duas equações, obtemos O t€ 


Observando os de 
a seqüéncia escr 
В são as raizes da 
a da seqüéncia 


termo geral de um 
| inicialmente que & € 
equação característic 
| podemos concluir qu 
podem ser determina 
Por exemplo, considere 


que a expressão rec 
2 


dada por x. -x-2 
Como xo = 1 ex; = 1 temos que 


= 0, cujas raízes são 


» 


talhes do desenvolvi 
ita da forma Xn 
recorrente. Pela ex 


je x, é da forma Xn 7 
dos a partir da subst 
a seqüéncia 
orrente fomecida é equi 


A+B=5e 


tulo 3._Segúéncia Recorrente 
os criar outro modo de determinar q 
y + AB -2 = 0, « = В. Repare 
+ ap = 0, que é denominada 
pressáo do termo geral obtida anteriormente 
д.а" + В.В", onde A e B são constantes. Os valores de A e B 
ituição dos valores de dois termos da seqüéncia em Xp. 
(xn) definida por Xn = Xn- 1 + 2xn -2 Xo = 5 € Xi = 4. Desde 
valente а Xn = Xn-17 2Xp - 2 = 0, sua equação caracteristica é 
| é da forma Xn = A2" + В.(— 1)". 


1. Portanto, o termo gera 
2A - B = 4. Resolvendo este sistema linear obtemos A = 3 


Ca 


mento acima podem 
- (а + B)Xn - 
° grau x' - (+ В)х 


lor 


equação de 2 


2e- 


éx, 232" * 2. 1)", n z 0. 
comente da forma Xu = 
ño característica da seq 


c B = 2. Assim, o termo geral da seqüéncia 
Vamos analisar agora o caso de uma sequência те 
onde а = В. Note que isto equivale a afirmar que à equaç 


üéncia possui raizes | 


1c M o ¿a ennacá 9 1 1 2 
iguais. Se a -- fì a equação pode ser escrita assim: Xa = 20 X4.) 7 A Xn d Portanto: 
3 nx s 
хи DONG ОЖБ > Xn Ха-а G(Xa- 1 @.Ха-2) 
| teremos Y, 7 бур 1 Y ypa" => Xi- 0.Xp-1=(X1 - axoa” ' 


Definindo y; = Xn - 0.Xn 
Definindo outra sequência (7, 
М 


n 
(az az E 


) de modo que x, = az, obtemos: 


Za ~ Zn- 1=Z1 > Za que caracteriza uma PA de razão 74 - Zn. 


n 
(Za 


x, = xo + n(xi — -Xaa i 


nzi Zo) => s Xq і Tuy] = 
О, „© 

Por exemplo, utilizando о raciocínio acima у 

por x, = 10x, -1 — 25Xn-2, Xo = 4, xı = |. Note que: 


Logo: 7, ^ 26 t 
amos encontrar o termo geral da seqüéncia definida ] 


106172512 => Rar Mato Sna S 

e inindo ya = Xn — 5Xn-1 teremos Yn = 5.Yn-1 > ya = Yi gls x,-$x = сү enc 

Definindo x, = 5".z, obtemos: 5".2p — 5".Zn-1 = (5.21 - 5.20)5" 7 ! rad Ба NS) MR 
23.Z| — 2.20 > Za—Za-172Z|i-29 > 


Zn = Zo + n(z; - Z > Хо _ Xj s 
ш (21-20) 5" Xo en cec WE x, = 4.5" — 19.n.5^ t, 


Podemos também re o i 
рее ém resolve: de outra maneira. No caso em que a = 
geral é da forma x, = А.а" + n.B.a". Os valores d emque et B podemos notar que o term 
a ME una E e A e B são constantes que podem ser determi : 
бзш ИЕ ыр xy. Por exemplo, na determinação do termo geral C 
Xn- 1- 4Xn-2 (хо = 1, Xi = 5),{ i : Бе E едеп 
г [ ‚ X1 = 5), temos que a г: ada el й а 
ogo o termo geral é da forma x, = A2" + n B 9n-1 ү raiz dupla da equação característica é a = 2 
onde o = Е ЕЗУ Ритер | 53, 
temos В = 3. Assim, x, = 2" + 3.52" ^, n» 0 dE LUE 
50. б 


Exemplo: 


1) Determine o termo ger a sequencia de bo пасс, defin da por I F, = F F Е 
veral d iléncia > Fi 1 М 
Solução: | j boe ш шл | 
10 `1 » Un n 
1 n-2- 


1+ 4/5 


2 


A equaçã erísti 
equação caracteristica da seqüéncia é x^ = x + | 2 
= > X-x-]= 0 
2 = > 


1-J5Y 


Logo, o termo geral é da forma F, =A 1+5 j 
2 +B . Como Fo=1eF¡=1: 


1-45 


4541 
eB=- 5 


2/5 E 


| А+В=1 
@+-/5)А+1-/5)в=2 > А 


1 1+-/$ Шү 1 1- J5 nel 


2 sl 


S ,qüéncias Recorrentes da Forma Xn = а.х. -1 + b.x + 

33.1. Suponha que uma seqüéncia é definida pela equação бее M 

ois primeiros termos xo e xi. Definindo X= yk ke IR, di Xn 
nana ЖЮ) + MIT К)+с > Уп = ay, | *by, + а+ъ 
en, BE coma+bx1, podemos transformar um 
+ b.Xn -2 + € em uma da forma y, 


| BAM LN 
pus 


-D+e 
portanto, fazendo К =- 


a equação recorrente da forma 

= ауз i by, vs 

| UN ALME 720-2; QUe já saber 
ү d equagáo característica desta seqüéncia (x аҳ _ b = ] mos 

raizes С2 de k pode ser calculado substituindo o valor de x, d 

. valor de - n da equação de recorrência, Depois de 
js ninado O valor de k podemos calcular A e B através de dois valores de termos da sequência. e 
deter Por exemplo, vamos calcular o termo geral da Seqüéncia definida por c, = Gc бус. 2+12 
| ec, = 3. Fazendo c, = b, — 2 temos: b, — 2 = b, "- , 


| А 3 resolver. Se q e P são as 
) entáo temos qUe х, = Ag" + Вр" +k, 


e Co х Ё ANS: »-1-2* 6(b,-2-2)+ 12 = 
gus + 6.bp - 2 que possui equação característica igual a x? = x + 6 > *-x-6=0 > 
apiet pae i MR 
* эх + 2)* 0 > a=3ep 2. 


Assim, o termo geral de (bn) é da forma ba = А.З" +В(—2 — c А+ B(-2)"-2. Como 
,=- 10 temos A+B=9e3A-2B=-8 2 A=2eB=7 > 0=2.3"47.(22-2,n20. 


ec = 
c=700 


dimento de cálculo fizemos k = – 
Entretanto, neste proce - 


с 
‚ Supondo que ocorre o fato de 
+b-1 
1. Fica como exercício о caso em que uma seqüéncia é definida por x, = ax,.1 + bxa-2te, 
i 
atbzd 
ondea * b = L. 


Exemplo: 


: „piada da Índia-96) Define-se uma seqúéncia an, n2 1, por а =1, а =2 е а, +2 = 2а,+1 -an+ 
1) (Olimpiada 


também é um termo na sequência. 
> que para todo m, àm.dm + 1 

> |. Prove que pa 

2, para n 2 1. 

Solução: mS 2542-8541 = 85189 * 2. 

8,427 28841 n 5; AA combi e 


Fazendo bn = an «1— 8n 
Observe que: 


b-b-2 
b-b-2 
by-b3=2 
hsbc) 2 


=2п-1, coma=1,82= 
-aç=2n-1, 

=2 -1 > nel in 
ões: b -t=2n-2 > bn 2n 

Somando estas equações: Un 

Note que: 


а-а = 1 


a+ -an= 20 – 1 n+2 


ente) PM 
1+1=1 ў +1 > алаан 7 ан 


=(n- 
2 ] = а ( 2_n+1 
A =п + 2 +2=(n 
Somando: an+- aj = n an+1 ? 3n! -2n 


2 = a 2n 
Logo: ала, | = (п + D(m - 2n * 27? 


Capítulo 3. $e. Úência Recorremp 
3.4. SEQUÊNCIAS RECORRENTES NÃO-LINEARES 


; г e foi feito nos casos da Gne: 
Infelizmente nào existe padráo de análise (semelhante ao que foi fei o. $ seqüências 
nie teme ws р ; i ão de recorrênc -linear, 
йёпс uação de que s 
i ência possuir uma eq $ i onça! é 
recorrentes lineares) quando uma seque ed ões de recorrência line 
deve fazer é tentar comas progressões conhecidas (PA's, PG's, e ые ру eg etc) 
ul d o . * a a 1 
manipulando as equações de recorréncias fornecidas. Abaixo m resolvidas alg Clássicas 
Е á ecorréncia não-linear. 
envolvendo seqüéncias que possuem equagáo de recorréncia nào 


Exemplos: 


üénci i : а= =2 а 
1) Determine em função de n o termo geral da seqüéncia definida por: ao = 1, a = 2, а, 


Solugáo: 


a n 
| Podemos reescrever o termo geral da forma: —— = 2 
! a 


n-l n-2 


a 
a П 
21 —2u, ,, onde u, == - 2, 


85.5 ão 


| а Эу а 
Definindo и, tal que и, == então temos u,-2—--2 
a a 


n-l п-1 А 
Como а seqüéncia definida рог ш = 2, un = 2u,., é uma progressáo geométrica, entáo о termo geral de 
| и ёш =щ2"7! > u=2 > an = 2"a,., 


1 E I =2 -1 -2 352 
Assim: a = 2", = 2".2"- lg, ,22^29n-15n-24. ,22n9n-l5n-2 232 2а => 


п(л+1) 


1+2+3+.. +n- 
dye (a E m aos. À 


PER rua ё 1 
2) Uma seqüéncia é definida рога = 1, ap =a, +—. Mostre que аоооо > 30. 
3? 


Notemos que a; = 2 


1 
BF: Solugáo: 
li 
f 
I 
! 
f 
| 


PN " 2 JS 3 6 3 3 
anti = An + lay => a+ =a, +3+3a + а> а +3 > 8n «1 — ar >3 
Notemos que a; = 2, оџ seja, a! - a - 7 

3 
a? -aj-7 


3 3 
an+ —-a > 3 


Somando temos que an+ > За + 4 > 


me: 
asooo > 27001 > asw > 30 


й | 3) Seja {xn} uma seqüência atisfa Ze = REL бы = 
| E ndo X n 2 іёпсі 
| а X asl „П 1. тоуе que seqúéncia É iódi 
S a P a e periódica. 


| Xp +V3 
| Solugáo: | 
| Façamos х, = (ру, > 8 Ул +1 = [4/3 tg y ПИ у, + J3 
n= 2 Yn = a 
| 18 Yn +1 = tg (Yn — 1/6) id des "an : in с 
; | Сото а fungáo f(x) = tg x é periódica de período л: 
h Xn «| 


718 Yn+1=18 (Yn+1—nm/6) = tg (у, 


- л/6) = х4; 


} © definida por а = 1/2 e para cada n > 2, 


A 
A Mars ТТ 


Tente 


Ncias 
пе se 
» etc) 
sicas 


| de 


AR 550 


Temos que 2kay — (2k - 3)a, у = 
-2.1a1=-a, 
-2.2.42=-az 


Zna- =—а,_| 
2.(n + 1).an+1 — 2.1.4) = — a, 
Somando: — S = 2(n + 1)a,., 


2(n + 
(n* Dasi > 3-1-2(n* Dans > S<l 


хо, Ху São números reais positivos arbitrários, e x., -l+ Xna 
n2 — 50=0,1,2 
, 
5 x > 1, 2, ... Calcule 
Solugáo: n X199% 


Calculemos os primeiros termos da ѕедйёпсіа х„: 

хо = Xo, X1=X1, Xo = (1+ um E 

№ imos js de ois : Xi/xo, x3=(1 + Xo + ху) хоху, x= (1 + xo/x - 

vo sq р € Xs temos uma Tepetição, formando uma seaiié th Às = Xo, X57 Xi, ... 

Como 1998 = Sk + 3, temos QUE Xi99g=X3 = (34x x Seqüéncia de período 5. 
1/XoX, 


6) (Torneio das Cidades-97) A ѕедйёпсіа Xn está definida pelas seguintes condições: 


x1=19 х, =97; Robes cde 
Demonstrar que existe um termo d üénci T Хан 
q rmo desta seqüéncia que é igual a 0. Determinar o sub-índice deste termo 


Solugáo: 
Multiplicando a equação de х, +: рог Xn+1, temos: Xn &2Xn +1 = Xo «4X, — 1. 

Fazendo y; = Xn+1.Xn, então: у, +1 — y, — 1, onde yı = X231 = 19.97 = 1843 

Assim, como cada termo de y, é igual ao anterior menos um, temos que: 

N=y-1l, y=y-1=y¡-2, ya=y3-1=y-3, .., ys"yi-(n- 1) > у, = 1843 – (n- 1) 
Assim: Y 1844 = 1843 – 1844-1 > Y 1844 = 0 >» X1845X 1844 = 0 > Xi84 = 0 


7) (Olimpíada da Inglaterra-83) А sequência de números reais xi, x2, X3, ... é definida рог xi = a *-1 
е Xa+1=Xp + Ха рага todo п > 1. Seja S, a soma e P, о produto dos n primeiros termos da seqüéncia 


У, Y» ys ... onde y, = Prove que aS, + Р, = 1 para todo n. 
х 


Solugáo: E 
Como ху. = х, ^ x, — Xn+1=Xp(1 tX) > у= МО + Ха) = X0/Xn+1 

Então: Р, = у.уз.уз...у = (ху/хә)(хә/хз)(Хз/х4)...(Х/ха+1) = Pa Xii > Py = alXy «i 

AS = yi + ys y3 +... + Yn = (x1/%2) + (хо/хз) + (хз/а) + ...+ (Хы/ха+1) 

Como l1 x,) = хха > (1+ X0)/Xn+ 15 Lx > XWXa«17 xp = Шат > -1/a- V 
S, = 1/x1— хз + 1/x2 — 1/ху + Uxa — Ma +... + Ma — Mia = Мк Mr = 855 147 Dt 


Assim: aS, + P, 1 — a/X, +1 + ü/Xge1 > aS,* P,71 
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4.1. INTRODUÇÃO 


O objetivo fu 
" | ndamental áli 
decisão pode ser tomada i 
Vie da análise combinatóri 
istribuídos entr. 

S ed 

2 
ЕЕ о meros pares de 3 dígitos existem formados a partir de 0, 1 


e combinatória, vamos fazer uma análise qualitativa 


que dará Suporte ás de isõe: e dev T 
ie for vida 
S que devem ser tomadas quando uma questão de contagem for resolvid. 


4.2.0 А 
РЕА ОМА DECISAO OU CONJUNTO DE OUTRO? 
а uma das mais importantes Perguntas que devem ser respondidas na solugáo de 


casos, uma resposta fáci áli о і óri ri 
us ys i i н il, a análise c mbinatória não seria encarada como a matéria mais difícil da 
atemática de e 151по médio. ( ontudo, a m; TV. estão de 
n 10. В лао, lgu as obse ações podem facilitar a análise de uma questã: d 


chegar à conclusã ão di > i 
à g 2 a que sào diferentes. Abaixo seguem alguns critérios que devem ser cuidadosamente 
observados quando uma questáo de combinatória for proposta. 


i) Quando os elementos sáo iguais: 

Suponha que vocé tem seis livros iguais de Física e deseja escolher uma certa quantidade para 
doar para a biblioteca de sua escola. Note que, independentemente dos livros que escolha, todas as 
colegóes de trés livros que vocé pode montar (a partir dois seis livros iniciais) sào idénticas. Deste modo, 
o que diferencia uma escolha de outra, neste caso em que os objetos sào iguais, é a quantidade de objetos 
escolhidos. Assim, você pode doar um livro, dois livros, três livros, quatro livros, cinco livros'ou seis 
livros, ou seja, existem seis possibilidades de doar uma certa quantidade de livros. Alguns casos são 
curiosos. Por exemplo, suponha que você tenha um saco com 50 bombons, todos iguais, e deseja tirar 
um. De quantas maneiras pode fazer isto? Uma, é claro. Apesar da quantidade de bombons ser 
relativamente grande, depois que você retirar um bombom qualquer do saco e olhar para o bombom 


retirado, independentemente do bombom que saia, sempre o que você vai ver é o mesmo. 


ii) Quando a ordem dos elementos interessa: 
Sempre deve-se analisar se a ordem com que os elementos sã 
suponha que você vai a uma papelaria para comprar duas canetas dist 


cinco tipos de canetas: сп, сг, Cs, Ca € cs. Repare que a situação em que Voce CRUS o cs e depois c». No 
a caneta с› e depois a caneta ca é idêntica à situação em que você compra primeiro cs © серо? > 


final das contas, você vai levar para casa às canetas Ca € C4. Neste caso, a үрөн ma 
escolhidos não interessa. Por outro lado, se você deseja montar números pi dus po a as unidades de 
de 1, 2, 3, 4 e 5, é diferente você escolher o dígito 2 para as dezenas ncm que os elementos são 
оша Maa od S We ойе кү да questáo náo vai explicitar 
escolhidos interessa. Do exposto acima pode 


mos conc necessário analisar com cuidado a 
se a ordem das decisóes deve ser levada em consi Р 


deração, para tanto € 
situação proposta. 


o escolhidos interessa, Por exemplo, 


intas, sendo que a papelaria possui 
é decide comprar inicialmente 


. 


55 
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Cada 4 Н 
эл i má ; são distintos: _ » à ` 
3 iii) Quando nào é informado se 0% деше -lementos em análise são distintos Ж: náo, po oU) na 
zo é informado se os € :ve-se considerar. Por exempl 
, ; casos, nào é informado se ESA que deve-se plo. 
| es anpe "e de bom sendo, basta рага conelulr Er antes de chegar no final da linha. 
аюга ; casos UM po ¿rd > faz cinco paradas « Р Ra E g 
maioria dos »nibus que e ren dam saírem do Ónibus de outra reside na 
2 na E 5502 : : д 
ао С ida. Porém, imagine que você é uma das 
5 faz diferenga descer na primeira ou na quarta parada, 
ira você faz onsiderados elementos distintos, não podemos 
рге a cada parada (que ocorreria somente se 
r em consideração em quais paradas 


imagine trinta pessoas dentro de um с i 
que diferencia um per 
jue descem cm cada para 


Poderia-se imaginar que o 
j análise das quantidades de pessoas qu he 
d 2550: > está ônibus. Certamente pa 
| pessoas que está no ог l | О ОД SRo. Seri 
! Como pessoas, em análise combiné de ж Dar 
| analisar somente as quantidades seleciona 5 E P E EGO 
estivéssemos analisando elementos iguais), devemos na 
cada uma das pessoas pode descer do ônibus. 
‚ра? 
| A E SER Т NTES DE OUTRA? 
i еН е МЕА ае pares de trés algarismos distintos, O 
"Uo | Suponha que vocé deseja contar а quantidade с e ot сше. 
| fato do algarismo das unidades ser par obriga-nos а ter mais cuidado " С шм с 
3 | Jj vi is algaris as A 
resolva escolher inicialmente o algarismo das centenas, depois o alg r е 
Г S a es € en a HOS alearis ades 
| | > que a análise de ; lades de escolha para o alga 
| das unidades. Note que а análise das possibilida а fo OM 


| algum algarismo par for ou não escolhido para os о, ае 
for escolhido о 6 para algarismo das centenas e 0 para as dezenas, ‹ 


| : se for escolhido 2 como algarismo 
escolha do algarismo das unidades: 2, 4, ou 8. Por outro lado, se for escolhido E o = 
t жү 3 TH HIT, E T AT a os E В а 
i y centenas c 9 como algarismo das dezenas, temos quatro poss bilidades акы A e o as 
unidades: 0, 4, 6, ou 8. Neste caso, para uma análise mais fácil dos critérios de contagem, e-se 


dc escolhasneln aldáris а idades. 
comegar as escolhas pelo algarismo das uni $ "PA RR 
Portanto, em uma questão de contagem, é interessante começar analisando as decisões que 


| possuem menos (ou nenhuma) influência nas decisões futuras. 


j 4.4. MÉTODO DIRETO DE CONTAGEM FE 
O método direto de contagem se baseia em fazer a contagem seguindo uma seqüéncia lógica com 


К que sáo estruturadas as decisóes que se quer tomar. Рог exemplo, estudando pelo método direto de 

contagem quantos números distintos de três algarismos existem, inicialmente devemos escolher o 
| j algarismo das centenas, depois escolher o algarismo das dezenas e finalmente escolher o algarismo das 
| unidades. Portanto, no método direto de contagem é muito importante traçar uma estratégia de contagem 


| levando em consideragáo como é construído o encadeamento das decisões. 


и 4.5. MÉTODO INDIRETO DE CONTAGEM 
í Imagine que você deseja quantificar algo que possui algumas restrições que, pelo método direto 
f de contagem, produziráo uma expressão relativamente grande. Neste caso, pode-se retirar algumas das 
| restrições, contar o total da situação que sobrou sem as restrições e depois subtrair desta quantidade os 
u casos que nào interessam. Este © o fundamento do método indireto de contagem. Por exemplo, digamos 
* | | que deseja-se calcular a quantidade de palavras com quatro letras sendo pelo menos uma vogal. Observe 
que е muito melhor calcular o total de palavras de quatro letras e subtrair deste valor o total de palavras 
de e q E y e с 5 T » (зү E 
| e MS apenas 0 consoantes, do que calcular o total de palavras de quatro letras com 
Ою; q a T2 ante AS vogaic ale q А i 
| | gal mais o total com exatamente duas vogais mais o total com exatamente três vogais 
mais O total com exatamente quatro vogais. 


y 
+ 
$ 
* 
E 
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4.6.1. Princípio da Adição 

“Se uma decisão A pode ser tomada de 
decisões são independentes, ent i 

decisões são ind y maneiras cas 
Para entender melhor este princípio obse e do o 


A ^ г Ne o seguint 
pos 2 dt y uinte exe - 
pessuindo RS 1,00 para compra А te exemplo. Dig je 
C prar caneia e borracha. A gamos que você vai i i 
wha. Ao chegar j La uma loja 
1 à loja vo e 


tes de borrachas. Entre 


© dá para compiar 
clementos (4 canetas e cinco borrachas) e de rar uma caneta ou uma borracha, Como existem nov 
7 x: E Ы : ove 


“Уе-уе escolher apen: i 
colher apenas um, segue diretamente que existem 


X maneiras, 


a $ a decisă 3 
ão o número de m são B poder ser tomada de 


aneiras de se 
giras de se tomarem as decisões А оп 


observa que existem 4 tipos 


diferentes de canetas < 5 tipos dife 
to о preço de cada caneta e cada borracha 


é o mesmo; RS 1,00. Assim 


1 


nove possibilidades de fazer a compra 
Vamos agora generalizar. Suponha que a decisão A 5od 
| À a decisão A pode sert ad: А 
ser tomada de y maneiras. Supon À er tomada de x maneiras e а CA 
Y! tras. suponha bé es ` anetras e a decis : 
doom deis ira EY Uma ds hi também que as decisões A e B são independentes, ou E gn 
A € uma resiticao na outro э 5, Seja, cade 
escolher uma dentre x ` y d л 10 na outra, Deve-se tomar a decisão А ou a decisão B, ема den es 
+ lad itre y decisões, que obviamente pode ser feito de x ! y man i . então se devo 
Na verdade o principio da adição а à Y y Maneiras. 
TA БОЛС | M | Ж ч por st so resolve apenas uma gama muito pequena de situações 
proximo pi pto, sendo utilizado ent conjunto com o principio da adiçã 1 a de sifuugoes. [9] 
mais "poderoso а adição, pode ser considerado bern 


4.6.2. Princípio da Multiplicação 
"Se uma decisáo A pode ser tomada de x maneiras e se uma vez tomada a decisáo A, a decisáo B pod 
áo A, a decisáo B pode 


marem a 


ser tomada de y maneiras, então o número de maneiras de se tor 
Demonstração: Е 
1m - » ЕТФ A de H " «af 1 «Y * 
Suponha que a decisão А pode ser tomada се x maneiras distintas e, uma vez tomada a decisão A, a 
ad rung pen pé 2 k a A ada a JA, E 
decisão B pode ser tomuda de y maneira» distintas. Suponha também que a decisão A Бопе do: 
- " o A " > 
‚ а decisão B consiste dos seguintes elementos: hy, ba, ..., b, 


s decisões Ae Bé x y." 


seguintes elementos: ар, 02... ds 


Observe a tabela abuixo: 


b: dba 


Podemos interpretar que cada casa desta tabela està associada a um par ordenado de decisões (a, bj), 
quaisquer que sejam 1 e ) naturais tais que I sisxe ls j < y, de acordo com а linha e coluna que cada 
casa da tabela pertence Por exemplo, a casa assinalada com x na tabela pertence à linha а; e à coluna ba, 

a está associada a uma forma de tomar 
ssociada а uma casa da tabela, Logo, 


ou seja, está associada à decisão (a5, ba). Горо, cada casa da tabel 
as decisões А c B está 

es A e B é igual ao número de casas 

etamente que à nümero de maneiras 


as decisões A e B e cada forma de tomar 


concluímos que o núm 
| da tabela, Como nesta tabela existem y linhas e y 


o de manchas distintas de tomar as decis 


colunas, segue dir 


de tomar as decisões A e B é igual a x.y. 


1 


cagáo 


с=с T 
4.6.2.1) Algumas Observações Sobre o Princípio da Multipli 


"uat: А ida a ordem com as decisões sã | 
. iado do princípio da multiplicação está embutic -r tomada a decisão B pc { 
i) Repare que no enuncia P lecisào A para somente depois ser toma o B. Logo, 
ecis é levada em consideração EA 


ordem das decisóes € i 
das decisões interessa e outros em que a ordem não interessa, 46 


: amisas e 4 shorts, podem 
: „ a camisa e um short dentre 3 camisas e > Podemos 
Por exemplo, se quisermos a e sibilidades) + дербїз:0 short (4 possibilidades). Pelo princípio da 


es er inicialmente a camisa ae . Note que nest 
о АСР 3.4 = 12 possibilidades de escolher uma camisa е um short q € caso a 
multiplicação existem 3. poss 'osse convidado a escolher 2 dentre 5 


a 5 e fo 
ordem embutida nas decisões é irrelevante. Por outro lado, se voc ton) езде Seria РУН 
camisas distintas e pelo principio multiplicativo acreditasse que O 


i i 23 camisa), teríamos chegado e um valor 
(5 maneiras de escolher a 1* camisa е 4 maneiras de escolher a 2 са л 
incorreto, uma vez que dentre estas 20 maneiras de escolher, estão os par d ad e 
2) e (camisa 2, camisa 1), que na verdade equivalem à mesma escolha. Como a aplica р pio da 


н eze número de maneira 
multiplicagáo neste caso faz com que cada escolha seja contada duas vezes, O Шира ко a de 
escolher as camisas é igual a 20/2 = 10. Mais uma vez € importante notar que a situar dua * ie 
deixar explícito se a ordem das decisóes é relevante. É necessário bom senso e uma análise cuidadosa 


para decidir se a ordem das decisóes deve ser levada em consideragáo. 


tomadas, sendo inicialmente tomada a а 


quando aplicamos o princípio da шр 
Entretanto, existem casos em que a ordem 


licação, a 


ii) Outro fator importante quanto à ordem das decisões é ter cuidado para não tomar as decisões em 
paralelo. O enunciado do princípio é claro quanto a necessidade de se estabelecer uma sequência com 


que as decisões devem ser tomadas. Por exemplo, na situação de determinar quantos números ímpares 

de dois dígitos distintos existem é incorreto afirmar que a quantidade de algarismo das dezenas vale 9 (1, 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) e a quantidade de algarismos das unidades vale 5 (1, 3, 5, 7, 9) e logo a quantidade 
de números possíveis é 9.5 = 45. Repare que é necessário definir qual decisáo (escolha do algarismo das 
dezenas e escolha do algarismo das unidades) vai ser tomada primeiro. Escolhendo inicialmente o 
algarismo das unidades temos 5 possibilidades e escolhendo posteriormente o algarismo das dezenas 
temos 8 possibilidades (nào pode assumir o valor já escolhido para as unidades с nem 0), implicando em 


um total de 5.8 = 40 números. 


iii) O princípio da multiplicação pode ser generalizado para uma quantidade qualquer de decisões. 
Assim, se a decisão A, pode ser tomada de n, maneiras, se depois de tomada a decisão A, а decisão A; 
pode ser tomada de n; maneiras, se depois de tomadas as decisões A, e Az a decisão Ay pode ser tomada 
den; maneiras, ... e se depois de tomadas as decisões Ay, A», ..., A, а decisão A, pode ser tomada de 
n, maneiras, então o número de maneiras de se tomar as decisões Ay e Az e Аз е... e A, vale n. D... D. 


iv) Nos próximos tópicos veremos algumas expressões (permutação, combinação, arranjo, etc) que 
reduzirão as expressões necessárias para obtermos as respostas nas questões de análise combinatória. 
Contudo poderemos observar que as demonstrações destas expressões necessitam somente da aplicação 
dos princípios adição e a multiplicação, implicando que qualquer situação de contagem pode ser 
ан pela aplicagáo correta (geralmente em conjunto) dos principios da adigáo e multiplicagáo. 
ortanto, por mais g «pressó i i íni incípi 

a ‚ро И que geralmente resulte em expressóes maiores, o perfeito domínio destes princípios 

damentais a contagem permite que qualquer um resolva todas as questões de contagem, desde as 
mais simples até as mais complexas. : 


são; Exemplos: Capítulo 4. Análise Combinatória 
SO, 

1o: JM João recebeu R$ 2,00 de sua mãe para com isei 

de - 4200. Ná papelaria. Joao encontrou 3 tipos Eo ou uma lapiseira, cada uma custando R$ 


EI. quantas formas distintas Jo 
da b. Solucáo: 
R ; | 5 
: Como Joào deve comprar uma caneta ou isei 
у ае: 9u uma lapiseira, então, pelo princípio da adicã i = 
12 formas distintas de fazer a sua compra. СРР Ce 


е canetas e 7 tipos diferentes de lapiseiras. De 


HA ES | Af Descja-se pintar as listras de uma bandeira 
E p distintas e se duas listras adjacentes não 
maneiras podemos pintar a bandeira? 
Solução: 
Note que para pintar a 1º listra temos 4 possibilidades, depois de pintada esta listra sobram 3 
Y possibilidades para pintar a 2º listra, após pintar a 2º listra temos 3 possibilidades para pintar a 3º, 
posteriormente sobram 3 possibilidades para pintar a 4º listra e, finalmente, para pintar a última listra 
temos novamente 3 possibilidades. 
Como demos pintar a l*ea2*ea3” ea 4^ е а 5? listras, então, pelo princípio da multiplicação, o total de 
possibilidades distintas de pintura 8 = 405. D234 = ц 2.5.3. 
pf oret 2004) De quantas maneiras podemos classificar os 4 empregados de uma microempresa nas 
categorias A ou B, se um mesmo empregado pode pertencer às duas categorias? N - 
C ша classificar o 1° empregado е o 2º empregado e o 3º emprego e o 4° emprego e cada um 
pode ser classificado de três maneiras (A, В ou A e В) então, pelo principio da multiplicação, temos 


3.3.3.3 = 81 possibilidades. 


que possui 5 listras verticais. Se dispomos de 4 cores 
podem ser pintadas da mesma cor, determine que quantas 


1 ірі isti 5 somente os digitos 1, 3, 5, 7 e 9? 
4] Quantos números de 3 dígitos distintos podemos formar usando so gi j 


“Solugáo: ў е 
Organize a escolha da seguinte manciras: - 
19 digno digito — digno 


ibili 5 » dígito já escolhido não ser mais usado, па 
ssibilidades. Como este dígito já esco usac 
is dígitos já exclui 3 possibilidades 
i ibilidade este dígitos já excluidos, sobram 3 possibilida 
? dí os 4 possibilidades. Com estes dois a À sobram 3 sibilid 
es ы у. Como devemos escolher o 1° е о 2° е o 3° dígitos, pelo principio da 
ara a esco e devemos боз 
ТИРИ existem 5.4.3 = 60 possibilidades totais. 


Para escolher o 1º dígito temos 5 po 


(UFMG-98) Observe O diagrama. 


O número de ligações distintas entre X e Z é 
a)39 ba 035 @ 45 


Solução: | МЕ ы 
Observe que existem cinco sequências poss 


i) X>R>oZ: 3.1 = 3 possibilidades 


is de letras: 


— ipio da Multiplicação 
4.6.2.1) Algumas Observações Sobre 0 T ; ida a orde / 

- cínio da multiplicação está embutida А ordem com as decisões 
incípio da 1 A para somente depois ser tomada a decisão B, Logo 
aa o a ordem das decisões € levada em consideração 
A ala decisões interessa е o iub ei e ua não interessa 
Entretanto, existem casos em que а a camisa e UM short dentre 3 camisas OTIS, Podemos 
Por exemplo, se quisermos escolher um: hort (4 possibilidades). Pelo princípio da 


: “401: da des) e depois O S \ 
escolher inicialmente a camisa (3 posicion uma camisa e um short. Note que neste Caso a 
iplicaçã istem 3.4 = 12 possibilida é fosse convidado a escolher 2 
| d de edm nds decisões é irrelevante. Por outro lado, se e б de maneiras seria igual а т 
j п n i ue o to 4= 70 
à FÉ BE tivo acreditasse q | à 
s elo principio multiplicati a teríamos chegad 
da en r pnus e 4 maneiras de escolher a 2 camisa), lona (Cumis hie valor 
| t a vez que dentre estas 20 maneiras de escolher, estão оз pares » Camisa 
incorreto, um 5 


; х a aplicação do principi 
2) e (camisa 2, camisa 1), que na verdade equivalem á mesma escolha. Como a aplicação do princípio da 
A o > 


; o nümero de i 
multiplicacào neste caso faz com que cada escolha seja contada duas vezes, O | maneiras de 


escolher as camisas é igual a 20/2 = 10. Mais uma vez é importante notar que а situação proposta não vaj 


deixar explícito se a ordem das decisões é relevante. É necessário bom senso e uma análise cuidadosa 
: aa > i ão. 
para decidir se a ordem das decisões deve ser levada em consideraç 


i) Repare que no enunciado do P 
tomadas, sendo inicialmente toma 
quando aplicamos o principio da r 


¿or 
m + 


Ж a Ж (= A чле Rea o meire 


ii) Outro fator importante quanto á ordem das decisóes é ter cuidado para E tomar as decisões em 
paralelo. O enunciado do princípio é claro quanto a necessidade de se estabelecer uma sequência com 
que as decisões devem ser tomadas. Por exemplo, na situação de determinar quantos números ímpares 
de dois dígitos distintos existem é incorreto afirmar que a quantidade de algarismo das dezenas Vale 9 (1, 
2,3,4,5,6, 7, 8, 9) e a quantidade de algarismos das unidades vale 5 (1,3,5, 7,9)е1огоа quantidade A 
de números possíveis é 9.5 = 45. Repare que é necessário definir qual decisão (escolha do algarismo das {ў 
dezenas e escolha do algarismo das unidades) vai ser tomada primeiro. Escolhendo inicialmente о | 1 
algarismo das unidades temos 5 possibilidades e escolhendo posteriormente o algarismo das dezenas % E 
temos $ possibilidades (nào pode assumir o valor já escolhido para as unidades e nem 0), implicando em 


É J 
um total de 5.8 = 40 números. 1 
| n 
| iii) O princípio da multiplicação pode ser generalizado para uma quantidade qualquer de decisões. i 
Assim, se a decisão A, pode ser tomada de n; maneiras, se depois de tomada a decisão A, a decisão Аз ! 
! 


| pode ser tomada de n; maneiras, se depois de tomadas as decisões A, e А, a decisão Аз pode ser tomada 


de пз maneiras, ... e se depois de tomadas as decisões Ay, A», ..., Ay- | a decisão Ax pode ser tomada de 
r 


n, maneiras, então o número de manciras de se tomar as decisões Ay e A» e Aye ... e A, vale ny Mon... 


reduziráo as expressões necessárias para obtermos as respostas nas questões de análise combinatória. 
Contudo poderemos observar que as demonstrações destas expressões necessitam somente da aplicação 
dos princípios adição e a multiplicação, implicando que qualquer situação de contagem pode ser 
resolvida pela aplicação correta (geralmente em conjunto) dos princípios da adição e multiplicação. 
Portanto, por mais que geralmente resulte em expressões maiores, o perfeito domínio destes princípios +; 

fundamentais da contagem permite que qualquer um resolva todas as questões de contagem, desde às | 
4 
} 


t 

Y 

{ 

i 

iv) Nos próximos tópicos veremos algumas expressões (permutação, combinação, arranjo, etc) que | 


| mais simples até as mais complexas. 


A с 


К 2,00. N 1 э a pos diferentes de ]t S diferente: 
2 а раре!апа Joáo encontrou 5 ti os dif isej 
canetas e ipo e S de lapiseiras D 
e 
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Exemplos: 


João recebeu R$ 2,00 d a 
, e sua máe para comprar um 1 
a caneta ou uma apiseira, cada uma custando R$ 


quantas formas distintas Joáo pode fazer a compra 
Solugáo: Pet 
Como Joào deve comprar uma 
de caneta ou uma lapisei à incípi : 
12 formas distintas de fazer a sua compra piseira, entào, pelo princípio da adigáo, existem 5 + 7 = 


Deseja-se pintar as listras de uma i 15 icai 

distintas e se duas listras adjacentes a à e ке 

maneiras podemos pintar a bandeira? о аы 

Solução: 

; PET 

Note que para pintar a 1 listrà temos 4 possibilidades, depois de pintada esta.listra sobram 3 
possibilidades para pintar a 2º listra, após pintar a 2º listra temos 3 possibilidades para pintar a 3º 
posteriormente sobram 3 possibilidades para pintar a 4° listra e, finalmente, para pintar a iia listra 


temos novamente 3 possibilidades. 
1 a y F "TT 
Como demos pintar a l* ea 2' ea 3 e a 4° ea 5" listras, então, pelo princípio da multiplicacào, o total de 


possibilidades distintas de pintura :(5)3.3.3.3 = 405. 2 К . 
Qui due 4,.3:3:3:3 


M OFPE-2004) De quantas maneiras podemos classificar os 4 empregados de uma microempresa nas 
с 


ategorias A ои В, se um mesmo empregado pode pertencer ás duas categorias? 5 


Solução: 
Como devemos classificar o 1° 
pode ser classificado de três maneiras (A, BouAeB 


3.3.3.3 = 81 possibilidades. 


y 


empregado e o 2° empregado ео 3° emprego е o 4° emprego e cada um 
) entáo, pelo principio da multiplicagáo, temos 


A Quantos números de 3 dígitos distintos podemos formar usando somente os digitos 1, 3, 5, 7e9? 


Solução: 
Organize a escolha da seguinte maneiras: 
== == == 
digito 2 digito 3° digito 
ades. Como este dígito já escolhido náo ser mais usado, na 
Com estes dois dígitos já excluidos, sobram 3 possibilidades 
eo2 ео 3° digitos, pelo princípio da 


Para escolher o 1° dígito temos 5 possibilid 
escolha do 2° dígito temos 4 possibilidades. 
para a escolha do 3° dígito. Como devemos escolher o 1º 


multiplicação existem 5.4.3 = 60 possibilidades totais. 


A (UFMG-98) Observe o diagrama. 


"A 


O número de ligagóes distintas entre XeZé 


“a)39 b)4] c) 35 d) 45. 


Solução: 


Observe que existem cinco sequências possíveis de letras: 


co 
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ii) X9R5Y52Z:332 = Possibilidades 
iii) X5Y5Z: 12 e bilidades 
iv) X>S>Y>Z: 322 "2 possibilidades 
v) X9 S2Z: 3.2 &6, ossibilidades 
Desde que deve escolher pelo caminho X5R>Z ou X5R> 


Morc АГ : 5 
X>8Z, pelo princípio da adição o número de ligações distintas € 3+18 


Y—Z ou X>Y>Z ou X>S>Y>Z ou 
2+12+6=41. 


sentar-se um uma fileira de 6 cadeiras 


| ; odem 
6y(Unesp-2005) O número de maneira que 3 pessoas pt A | 
еп É modo que, entre duas pessoas próximas (seguidas), sempre tenha exatamente uma cadeiras 


vazia, é 

a)3. b)6. c)9. 12. е)15 

Solugáo: 
Existem dois casos a serem considerados para a ocupação das cadeiras: 
1) 


ocupada vazia ocupada улла ocupada vada 


Neste caso, devemos escolher a pessoa que vai ocupar a 1* cadeira (3 possibilidades) e а pessoa que vai 
ocupar a 3º cadeira (2 possibilidades) e a pessoa que vai ocupar a 5º cadeira (1 possibilidade). Desta 
forma, pelo princípio da multiplicação, temos 32.1 = 6 possibilidades. 


ii) 


vaza ocupada уала ocupada vazia ocupada 
Neste caso, devemos escolher a pessoa que vai ocupar a 2° 
ocupar a 4° cadeira (2 possibilidades) e a pessoa que vai ocupar a 
forma, pelo principio da multiplicação, temos 3.2.1 = 6 possibilidades. 
Desde que ocorre o caso 1 ou o caso 2, temos 6 + 6 = 12 possibilidades no total. 


cadeira (3 possibilidades) е a pessoa que val 
6* cadeira (1 possibilidade). Desta 


(UFRJ-2001) A mala do Dr. Z tem um cadeado cujo segredo é uma combinação com cinco 
algarismos, cada um dos quais podendo variar de O a 9. Ele esqueceu a combinação que escolhera como 
segredo, mas sabe que atende às condições: 
a) se o primeiro algarismo é impar, então o último algarismo também é impar; 
b) se o primeiro algarismo é par, então o último algarismo é igual ao primeiro; 
c) a soma dos segundo e terceiro algarismos é 5. 
Quantas combinações diferentes atendem às condições estabelecidas pelo Dr. Z ? 
Solução: 

. ido Р о 4 ре HIE ~ H £r 
Seja abcde o segredo do cadeado. No 1° caso, se a é impar (5 possibilidades) então e também é ímpar (5 
possibilidades). Assim, para este 1° caso, temos 5.5 = 25 possibilidades. 

30 A ibilidades) então e é i А ibili 
No 2º caso, se a é par (5 possibilidades) então e é igual a a (1 possibilidade). No total temos 5.1 = 5 
possibilidades. 
Uma vez que b+c= 5, temos as seguintes possibilidades: 0+5;1+4;2+3;3+2;4+1;5+0 
Assim, existem 6 possibilidades para b + c = 5. 
Como para a análise de d não exi strição, existe ИП; 
р d não existe restrição, existem 10 possibilidades para a sua escolha. 


Como devemos escolher a e e (cuja e é dividi 
scoll 9 e 2? 
(cuj ha é dividida em 1º e 2? casos) e escolher b e c e escolher d, 


temos (25 + 5).6.10 = 1800 possibilidades. 


JA Quantos números de 3 dígitos distintos podem ser formados com 0, 1, 2. 3. 4: 
3 > kd > d 


a) sem restrições? 
b) ímpares? 
Solução: 
a) Os nú | 
) Os números formados podem ser organizados da seguinte maneira: 


Como o número deve possuir trés dígitos entáo o 12 l'digio 2 dígito 3° digito 


possibilidades para a " as dígito nào pode im 4 
р sua escolha. Eliminado este dígito, na escolha do pr digito nod rosse 
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aces para a escolha do 3º digito. 


(o dígito O a é 
agora é possível). С 
ide el). Conseque d 
d as ez quedevêmos escolher о 1° Шо; temos 3 possibilid 
RA pel fazer a conta como no item ое xi É Чоо, соста 
Е + então vamos со li т. Entretanto, como exi A ri 
dígitos йара ea as análise das escolhas pelo 3º ш да а restrigáo do número 
ага г эн ‚ para a escolha ° dipi : = ie existem чота ; 
para a escolha do 2? dígito, temos 4 possibili M a ыы posue A meme, 
Na escolha do 1º dígito acontece u n ilidades (os 5 possiveis menos o que já о рош о Paus 
tiver ocupado a posiçã ,um dilema. Como о 0 não e a io ао). 
posição do 2º dígito então te pode ocupar a posição do 1º digi 
шр gito então temos З possibilid ção do 1º dígito, se o O 
mos somente 2 possibilidad e id à 
sa da gito, porém se o O 
casos a escolha do 2. digit: para o 1° dígito. Deste modo, é necessário Eu CURA 
1) l са ? dígito i : | | 
D yi e pe 0): sobram 3 possibilidades para o I? dígito; 
2º dígito diferente de 0): temos 3 ibili f 
саз : S OSS| ígi 
possibilidades бше, possibilidades para о 2° dígito e depois temos 2 
no deve-se escolher o 3° dígito е depoi i 
escol е depois os dois primei 
caso), pelos principios da adigáo e da EEN мууң ширай ош жу reo таш 
; existem 2(3 + 3.2) = 18 números possíveis. 


9) De quantas manei istri 
а iras podemos distribuir 10 obj isti 
| objetos i 

grupo receba pelo menos um objeto? ; detenido arupo demode qie Сайа 
Solução: 

Designemos os gru - 

pos de grupo 1 e ã ioci 
dome eie "ibd is ket eo 2. Nesta questão pode-se raciocinar de duas maneiras 
ld ro ENCORE ji podem ser compostos pelos objetos ou como cada objeto pode 
gibus luu ыы - А segun ссе produz uma solução mais enxuta. Basta você observar 
i duas maneiras de ser distribuído: ou vai i 
a \ d dist : ou ai para o grupo 1 ou vai para o grupo 2. 

d ul is Wei. 10 objetos temos 2 " possibilidades de distribuição. Entretanto, esta contagem inclui 

s pos ili к de algum grupo ficar com nenhum objeto. Сото o total destas possibilidades é 2 (o 
grupo í 
grupo 1 com 0 e o grupo 2 com 10 ou o grupo 1 com 10 e o grupo 2 com 0), o total é 2.521022. 


/ 


10) (OBM-98) Sào dados um tabuleiro e uma peça, como mostra a figura. 


c 


o tabuleiro, de modo que cubra completamente 


De quantas maneiras diferentes podemos colocar a pega n 


3 casas? 

A)16 B)24 C)36 D)48 E) 60 
Solução: 

Inicialmente notemos que a peça ocupa três casas de um sub-tabuleiro 2x2 que podemos selecionar 
dentro do tabuleiro original 4x4. Como existem 9 sub-tabuleiros 2x2 dentro do tabuleiro original 4x4 e 
podemos colocar a pega de 4 maneiras diferentes dentro de cada sub-tabuleiro 2x2, então, pelo princípio 


da multiplicação, existem 9x4 Е 36 maneiras de colocar a peça no tabuleiro. 


rico nc ESTE e де ш Л 


is da revista B e 10 


A, 6 exemplares igua 
a é possível formar? 


a há 5 exemplares iguais da revista 
s de revistas dessa banc 


11) Em uma banc 
C. Quantas coleções não-vazia 


exemplares iguais da revista 
Solução: 

Diferentemente do ex 
j entre si, assim como as 6 revist 
Por diferenciação das coleções não est 
quais as quantidades de revistas À, 
que diferencia uma coleção de outra pense n 
revistas C e depois monte outro grupo pegan 
olhe para estas duas coleções. Elas são idênticas não 


revistas A são todas iguais 
si e o mesmo valendo para as 10 revistas C. Agora à 
das 21 revistas vai ou estar na coleção, e sim 
coleção. Se você ainda não se convenceu do 
coleção pegando 3 revistas B com 5 
outras 5 revistas C. Agora pare o 
diferenciação das coleções não 
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emplo anterior, os objetos não são todos distintos. As5 


as B são iguais entre 
á no fato se cada uma 
В e Суйо fazer parte da 
o seguinte: monte uma 
do outras 3 revistas B € 
€? É por isso que a 


sim nas quantidades de revistas A, Be C 


está no fato se cada revista vai ou não para à coleção е 
escolhidas. s A. Temos 6 formas distintas de escolher a quantidade de revistas A que vai j Ta 
ra a revista B, onde temos 7 formas de escolher sua $W 


Pense primeiro nas revista 
4 е 5. O mesmo vale pa | 5 
o existem 10 revistas С, temos 11 


E ão: 0, 1, 2, 3, 
pra ) 2, 3, 4, 5 e 6. Finalmente, com 


quantidade que vai para a colegáo: 0, o a 

sibilidades de escolher sua quantidade que vai para à coleção. : | 

а lher a quantidade de А e a quantidade de B e a quantidade de C e excluir uma 
otal é 6.7.11 - 1 ^ 461. 


Como devemos esco i 
B e zero revistas C) O t 


possibilidade (pegar 0 revistas A, O revistas 
A AO 


da esquerda para à direita ou da 
serres, etc.). Considerando-se as 
um palíndromo, pode- 


uda o seu sentido, quer Se leia 
a, acaiaca, 


12) (AFA-2002) A palavra que não m 
m características de 


гда, é chamada palíndromo (Ex., ovo, as 


direita para a esque 
23 letras do nosso alfabeto, quantos anagramas de 6 letras CO 
se formar? " » 
a) 23^ b) 23 o) 37^. d)6 
Solugáo: А : 
Um palíndromo de seis letras pode ser representado da seguinte maneira: 
== —— —— 
3 ега 2“ letra 1 letra 


Plema 2ºletra 3° letra 


rés primeiras letras (ои as três últimas) que о anagrama já está determinado. 
das primeiras três letras, existem 23.23.23 = 


Assim, basta escolher as t 
ades para a escolha de cada uma 


Como existem 23 possibilid 
23! possibilidades. 
s de 2 a 6 algarismos distintos formados utilizando-se apenas ta, 4, 


o impares e começam com um dígito par? 


E DUE Considere os nümero: 
e) 625 


ҮЗ De 8. Quantos destes números sã 
a)375 b)465 c)545 d) 585 


Solução: > 
Vamos separar nossa análise ет cinco casos. - 


i) números de dois algarismos: 
== == 


1º algansmo 2º algarismo 
(par) (impar) 


Temos 3 possibilidades para escolher o 1° algarismo e 3 para escolher o 2º, ou seja, 33 = 9 


possibilidades no total. 
ii) números de três algarismos: 


1º algansmo 2º algarismo 39 algarismo 
(par) (impar) 


Temos 3 possibilidades para escolher o 1° algarismo, 3 possibilidades pa а 
os smo, a es 
possibilidades para escolher o 2°, ou seja, 3.3.4 = 36 possibilidades no total. ol BO 


iii) números de quatro algarismos: 


O lo 49 ju: RJ 
1º algarismo 2º algarismo 3º algarismo 49 algansmo 


(par) (impar) 
Temos 3 possibilidades para escolher o 1° algari ibili 
os. х garismo, 3 possibilidad y 
possibilidades para escolher o 2° e 3 para escolher o 3°, ou seja, 3343 = Тя а 


іу) números de cinco algarismos: 


о 

Pal 2 algans o 

dote 2" algansmo 3% algarismo 49 algarismo E igari 
(impar) 


Temos 3 possibilidades para escolher o 1° i 

os s algarismo, 3 possibili e 

Ури рага escolher o 2%, 3 para escolher o 3º e 2 eres qus n S E 
33. ‚3.2 = 216 possibilidades no total. A Raus ds 
iv) nümeros de seis algarismos: 


== 
i ——— == 


1º algarismo 29 о 
á 2º algarismo 30 al о 
(par) algarismo 4º algarismo 50 algari o 
q smo 6 algarismo 
(impar) 


inatória 
„Вес 


+ que vai 
lher sua 
emos 11 
шг ита 
ta ou da 


do-se as 
о, pode- 


ninado. 
23.23 = 


152, 4, 


[97] 
M 
© 


5°, 4 
и seja, 


/SoMaturais de 3 algarismos distintos no sistema de base 7 
S 
у 


> (18) (IME-2005) O sistema de segurança de 


GC Tcr am e O 
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Temos 3 possibilidad , P 
OS 5 еѕ рага escolher о 1 algarismo 3 possibilidades para escolher o 6 
possibilidades T E 
S D para escolher o 2º, 3 para escolher o 3 ‚ 2 possibilidades para escolher o 4º e 1 
possibilidade para escolher o 5º, ou seja, 33432.1=216 possibilidades no t 
bilidad 4 o total. 


omo temos a ocorré а. I = = 
cia d 3º caso ou о 4° са ou o caso, temos 9 
C temos a ocorrén о caso ou о 2º caso ou o 
5 50 5 ] 


(IME-66) Determinada organização estabeleceu um si 

| sist ódi s sí 

red Er um ou mais pontos, até o máximo de 6 рош. ок os simbolos são 

t pontos médios dos lados maiores de à ú nal de ыас 

Кг um. retângulo. Qual o número total de símbolos 

Solução: 
Analisemos da seguinte maneira o problema. Se um ponto estiver presente em 
um símbolo, então o círculo correspondente a sua localização está escuro. Por 
outro, se o ponto não estiver presente o círculo estará claro. A figura ao lado 
representa um símbolo possível. Perceba que temos duas possibilidades para 
cada círculo: escuro ou claro. Como são ao todo 6 círculos e devemos excluir 
uma possibilidade (todos claros) então o total é 2° — 1 = 63. 


18) (IME-92) Calcule quantos números naturais de 3 algarismos distintos existem no sistema de base 7 
Solução: ` 
A forma geral de um número de três digitos é , onde o 1” dígito (mais a esquerda) 
== == 

R А : | l'digto 2° рио 3ºdigito 
náo pode ser zero. Além disso, no sistema de numeração em base 7 temos 7 dígitos possíveis: 0, 1, 2, 3 
4, 5e6. Para a escolha do 1? dígito temos 6 possibilidades (o dígito 0 nào pode ser escolhido). Para a 
escolha do 2º digito temos 6 possibilidades (o dígito O até que pode ser escolhido, mas o dígito escolhido 
para o 1º dígito não pode). Para a escolha do 3º dígito temos 5 possibilidades (os dois dígitos já 
escolhidos não podem mais ser utilizados). 
Como devemos escolher o 1º dígito e o 2º dígito e o 3º 


dígito temos, no total, 6.6.5 = 180 números 


uma casa utiliza um teclado numérico, conforme ilustrado na 


“figura. Um ladrão observa de longe e percebe que: 
- a senha utilizada possui 4 dígitos; 
- o primeiro e o último dígitos encontram-se numa mesma linha; 
- o segundo e o terceiro dí gitos encontram-se na linha imediatamente superior. 
Calcule o número de senhas que deverão ser experimentadas pelo ladrão para 


consiga entrar na casa. 


que com certeza ele 


Teclado numérico 


ntão o 2º e 3º dígitos estarão na 3 


Solução: E 
Se o 1° e 4° dígitos forem iguais a zero (1 possibilidade de escolha) € 


linha (9 possibilidades de escolha). 
Se o 1° e 4º dígitos estiverem na 3 
2* linha (9 possibilidades de escolha). 

Se o 1° e 4° dígitos estiverem na 2º lin 
1* linha (9 possibilidades de escolha). " 


e 3? dígitos estaráo na 


linha (9 possibilidades de escolha) então O 2º 


LJ 
ntào o 2? e 3? dígitos estaráo na 


ha (9 possibilidades de escolha) e 


1.9 4 9.9 € 9.9 = 171 


o total de possibilidades é: 


Deste modo, 


positivos, menores que 20002001 não 
os de 0 e 2? o + 0 


17) (Olimpíada da Estónia-2001) Quantos números inteiros 
contém outros algarismos distint 


ned contemos os nümeros formados somente de 0 e 2 (menores que 20002001) e que iniciam 
nicia 
солк ente 20002000. Os outros são da forma 20000_ _ _, onde os 3 espaços vazios 


podem ser ocupados por 
Os números restantes sáo da forma 0 | | |. 


novamente por 0 ou 2. Temos, portanto, 5 pos № 
00000000 não é válido, pois deve-se apenas contar os inteiros positivos e q 
incluímos o 20002000. 

Deste modo, o total é 8 + 128-1 +1 = 


20002001. 


136 inteiros positivos formados por O ou 2 e menores que 


18) (OBM-98) De quantos modos se pode colocar na tabela abaixo. duas letras A, duas letras B e duas 
letras C, uma em cada casa, de modo que não haja duas letras iguais na mesma coluna? 


Y [alelo 


ELA 


a)12 b)24 c)36 d)48 e)64 


Solugáo: 
Inicialmente, podemos notar que existem seis maneiras das letras serem colocadas em cada coluna: 


A B A С B С 
B A С А С В 
Assim, рага a escolha da 1º coluna temos 6 possibilidades. 


A 
Digamos que na 1º coluna seja escrita a sequência 
q q B 


. B 
Repare que nào podemos escrever na 2a coluna a seqüéncia А? pois assim sobraria para a última coluna 


С 
a seqüéncia с" que náo é permitida. 


C BC 


А С B 
Portanto, existem 4 possibilidades de preencher а 2а coluna. 


Sobram, para as escolhas na 2º coluna as seqüéncias: 


B 
Suponhamos que escolhemos a seqüéncia Assi 
‹ im i 
q C » Sobram para o preenchimento da 3* coluna as 


ES A C Я 
possibilidades C ou А? ou seja, 2 possibilidades. 


Como devemos preencher a 1º coluna е a 2º coluna 


а 
preencher toda a tabela. € à 3' coluna, temos 6.4.2 = 48 maneiras de 


reg cto 


FAA 


A air adr 


uas 


na 


15 


е 


е 


E 


РЕТИ 


“O total de maneiras é: 4.[2.4 + 2.2 + 3] = 4.15 = 60 


Os números menores 
da forma 
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que 10000 são os que possuem quatro ou menos dígitos. Podemos representá-los 
de O até 9. Assim, de quisermos 


- » Onde os dígitos podem variar des 
Tdigito 29 digito 30 digo 40 dígito 
analisar os números de 3 dípi 
ígitos, basta fazer o 1º dígito i À 
1 meros o igual a 0, Analog i 
números de dois dígitos, basta fazer o 1° e 2° dígitos iguais a o as 
amos separar a análise em trés casos: 


1) Os dois primeiros dígitos iguais a 1: 11 


== == 
3º digito 40 digno 


Note que temos 9 possibilidades º dígi igi á 

emos ‹ para o 3º dígito (o dígito 1 não pode ser escolhid ibili 

para o 4º dígito, implicando em um total de 9.10 = 90 possibilidades. а 

11) Os dois dígitos centrais sáo iguais a 1: 11 
== 


1º dígito 40 digito 


Note que temos 9 possibilidades para o 1º dígito (o dígito 1 não pode ser escolhido, mas o dígito O pode) 
e9 possibilidades para o 4° dígito (o dígito 1 náo pode ser escolhido), implicando em um total de 9.9 = 
8] possibilidades. À 


iii) Os dois últimos digitos iguais a. 1: 


11 


== 

1º digito 2º digito 
Note que temos 10 possibilidades para o 1º dígito (os dígito 1 e 0 podem ser escolhidos) e 9 
possibilidades para o 2º dígito (o dígito 1 não pode ser escolhido), implicando em um total de 9.10 = 90 
possibilidades. ` 
Portanto, como temos o 1° caso ou o 2° caso ou o 3° caso, existem 90 + 81 + 90 = 261 números naturais 
menores que 10000 que tem exatamente dois digitos 1 consecutivos. 


20) (Olimpiada Paraense-2002) Determine de quantas maneiras é possível percorrer as letras no 
diagrama abaixo (iniciando do B central) de modo que as letras escolhidas formem (na ordem que foram 
escolhidas) a palavra BELEM. E permitido somente mover-se na horizontal (esquerda ou direita) e na 
vertical (para cima ou para baixo). 


É/M 
MÉ|L É M 
MÉ ЦЕ ЕМ 
ÉTEMELÉM 
МЕ LE L ÉM 
MÉL ÉM’ 
МЕ M 


de В, temos 4 possibilidades para escolher E. De cada E temos 3 possibilidades para escolher L. 
; agora em dois casos para L: : 

mo coluna centrais: existem 3 possibilidades para escolher E; 

ii) caso contrário: existem 2 possibilidades para escolher E. 

Separemos também em dois casos para E: NF T 

i) É na linha ou coluna centrais: existem 3 possibilidades para escolher M; 

ii) caso contrário: existem 2 possibilidades para escolher M. 


elas letras A, 
21) (AIME-2003) Determine a quantidade de anagramas com n letras da o 
B, C (e náo necessariamente todas elas), com a letra Á nunca imediatamen! Я 


imédiatamente seguida рог С е С nunca imediatamente seguida рог А. 
Solução: 


эйр 
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possibilidades de escolha) para cada uma 
quema de cada de aríagramas ё: 


i imeira le anagrama (3 
Note que, depois de definida a primeira уте p Td 
das demais n — 1 escolhas existem 2 possibilidades. Assim, 

а Ам 


2 possibilidades 


———ÀÁ 
E 
3 possibilidades 2 possibilidades 2 possibilidades 


ns é 9n- 1 
Portanto, o total de anagramas € iguala 3.2 . 
a de modo a formar um retângulo m x n, 


22) (OBM-2002) Colocamos vários А ео ou preto de modo que cada um dos 
fi M л а " É 
м tra a figura. Devemos pintar cada р: | e Ed 
dedinhos da EUA seja delimitado por exatamente dois palitos de uma cor е cor. De 
І -fanintura? 
quantas formas podemos realizar esta pintura? 


"BERI 
се S => 


Solugáo: 

Vamos iniciar escolhendo as cores dos n palitos que ocupam a borda superior do retángulo. Como para 
cada um destes n palitos existem 3 cores possíveis, entáo temos 3” possibilidades para pintar a borda 
superior do retángulo. Analogamente, para pintar cada um dos m palitos da borda esquerda do retángulo 
existem 3 cores possíveis, implicando que no total temos 3” possibilidades de pintar a borda esquerda do 
retángulo. Vamos agora pintar os palitos internos ao retángulo, pintando da esquerda para a direita os 
quadrados que compõe cada linha do retângulo, iniciando da 1º linha. Observe que, em cada quadrado, 
se os palitos superior e esquerdo forem da mesma cor, os outros dois palitos devem ser pintados de outra 
cor (2 possibilidades) e se os palitos superior e esquerdo tiverem cores diferentes, devemos pintar cada 
um dos outros dois palitos com estas mesmas cores (2 possibilidades). Perceba então que, 
independentemente como foram pintados os palitos das bordas superior e esquerda, existe sempre duas 
possibilidades para escolhas das cores dos 2 palitos que faltam pintar em cada quadrado, uma vez 
pintados os palitos dos quadrados anteriores em cada linha do retângulo. Como no retângulo existem 
m.n quadrados e para cada um existem duas possibilidades de pintura, podemos afirmar que existem 2"? 
possibilidades para pintar os palitos internos ao retângulo (contando a borda inferior e a direita). 
Portanto, desde que existem 3"*" possibilidades de pintura dos palitos das bordas superior e esquerda e 
2” possibilidades para pintar os demais palitos, no total existem 3" * " 2^ possibilidades de pintura. 


23) (Olimpiada do Irã-95) Seja X um conjunto com n elementos. Mostre que o número de pares (A, B) 
tais que A e B são subconjuntos de A, A é um subconjunto de B e A + В é igual a 3" – 2" | 
Solugáo: | 
Sabemos que o número de subconjuntos de um conjunto com п elementos é igual a 2". Portanto, о 
número de pares (A, B) com A = B é igual a 2". Vamos agora calcular o número de pares (A B) com A 
subconjunto de B (possivelmente igual a B). Tome um elemento Xi (1 S i S n) qualquer de X Para que 
ocorra A c B, x; deve pertencer ou somente a B ou simultaneamente a A eB ou a nenhum deles Como 
pe cada um dos n elementos de X existem 3 possibilidades, então existem 3" pares (A, B) com A cB. 
БО, o número de pares em que A c B, com A + B é igual а 3" — 2". 
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4.7. FATORIAL 77 = 


.. Fatorial deu 1 ınção mate; 
" m numero natural é uma fi á mátic. d i 1 
| [= I: e temática efinida da seguinte maneira: 


=; 
n! = Ix2x3x4x..xn. | 
i ns a expressão n! como "n fatorial” ou "fatorial de n" 
q or exemplo: 2! = 1х2=2 е 5! =1х2х3х4х5= 120, 


т ттт" 


4.8. PERMUTACOES 
4.8.1. Introdução: 
Considere que você possui n obj j 
eq jetos e deseja colocá- 
uma p possibilidades de colocar os n Objetos em reb [е Ence de Dao тше 
, Por exemplo, tome os elementos A, B e C. Uma das possíveis permutações (ou seja, uma das 
possiveis maneiras de colocá-los em ordem) destes elementos é B CA di 


4.8.2. ies de permutações de elementos distintos 
nicialmente vamos analisar a seguinte situação: suponhamos ja- i 
de números de quatro digitos distintos formados рай dos MAD lo ra NAME pi 
forma organizada, chegamos aos seguintes números: : 
1234 2134 3124 4123 
1243 2143 3142 4132 
1324 2314 3214 4213 
1342 2341 3241 4231 
1423 2413 3412 4312 
1432 2431 3421 4321 
Assim, concluímos que existem 24 nümeros de quatro dígitos distintos formados a partir de 1, 2, 
3 e 4. Na verdade, como 1, 2, 3 e 4 sào nümeros distintos, eles podem representar quaisquer quatro 
objetos distintos que desejamos colocar em ordem. Deste modo, podemos chegar à conclusáo que 
sempre que tivermos 4 elementos distintos, existem 24 permutações destes elementos, ou seja, 24 
maneiras distintas de colocá-los em ordem em uma linha. O símbolo P, significa a quantidade de 
permutações simples de n elementos distintos. No caso anterior, concluímos que P4 = 24. 
Entretanto, quando a quantidade de elementos a serem permutados for relativamente grande, 
enumerar vai se tornar um trabalho muito árduo e demorado. Para a situação anterior, podemos escolher 


cada permutação raciocinando da seguinte maneira: Ss 
1º dígito 2º digno 3º digito 4º diguo 


Uma vez que para a escolha do 1º dígito temos 4 possibilidades e para a escolha do 2 dígito 
temos 3 possibilidades e para a escolha do 3” digito temos 2 possibilidades e para a escolha do 4 dígito 
temos 1 possibilidade, pelo princípio da multiplicação, existem Ps = 4.3.2.1 = 24 permutações simples 


no total. 
P se generalizar o raciocimo anter diis on О 
PR + + а QU ida e: ações. è: 

‚ existam n elementos distintos que desejamos determinar a sua quantidade de permutaç 
- de colocá-los em ordem pode ser representado da seguinte forma: 


— = ==" _ == 
nº elemento 


А v a” $ 
29 elemento * elemento 8" elemento 


1 elemento ars А a 2º elemento 
Д Сото para а escolha do 1” elemento temos п possibilidades e paraa pe da de assin 
¿temos n ~ 1 possibilidades e para a escolha do 3° elgmento temos n - = жер multiplicação, ў 
? sucessivamente, até a escolha do n” dígito, onde temos 1 po e АНУ simples para nj 
Р podemos afirmar que existem P, =n x (n- 1) x (n= 2x «x = P | 


г. elementos distintos. Assim: Р, = л! 


ui 


quatro mulheres e três homens, de modo que os três primeiros lugares sejam ocupados por homens ou os 
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Exemplos: 


u Cálcule o número de anagramas da palavra REPÜBLICA nos quais as vogais se mantém A" 


respectivas posições. 


Solucáo: А 0 7 
Fixando as vogais, temos o seguinte esquema: __ E 


Assim, nos espaços vazios devemos permutar as 
120 anagramas. 


letras (distintas) R, P, B, Bec, que nos fomece 5! « 


e ; 
Quantas palavras de seis letras, começando x terminando por consoante, podem ser formadas com as 
étras da palavra FECHAR, cada letra figurando uma só vez? 


Solução: : 
Podemos analisar a montagem das palavras de acordo com o esquema abaixo: 


== —— в А —— < 

18 letra 28 Іста 38 letra. 48 letra. 58 letra — 6? letra 
Como existem 4 consoantes, temos 4 possibilidades para escolher a 1* letra e, para cada uma destas 4 
possibilidades, temos 3 possibilidades para a escolha da 6" letra. Da 2* letra para a S* letra, basta 
permutar livremente as demais 4 letras ainda não usadas. Assim, pelo teorema de multiplicação, a 
quantidade de palavras é 4.3.4! = 288. 


$Í (FGV-2003) De quantas formas podemos permutar as letras da palavra ELOGIAR, de modo que as 
letras A e R fiquem juntas em qualquer ordem? 

a)360 b)720 с) 1080 d)1440 e) 1800 

Solução: : 


¡AS (UFRN-98) Assinale a opção cujo número indica de quantas maneiras se pode organizar uma fila com 


quatro primeiros lugares sejam ocupados por mulheres. 
A)288 B)144 C)432 р) 576 

Solugáo: 

Temos dois casos a considerar: 


i) 


o E 5 5 ge 
homem homem homem mulher mulher mulher mulher 
Como os locais onde os homens e as mulheres vão ocupar são fixos, temos 3! = 6 possibilidades de 


permutação para os homens e 4! = 24 possibilidades de 
permutação раг. 
devemos permutar os homens e as mulheres, temos 6.24 = 144 Pa se ТОТИ 


H) 
mulher mulher mulher mulher homem homem homem 
O caso é análogo ao anterior. Devemos 
terior. permutar os homens (3! =6 
mulheres (4! = 24 possibilidades), fazendo 6.24= 144 жик ү, 
Assiny, temos um total de 144 + 144 = 288 permutações. | 


possibilidades) e depois permutar as 


ma família com 5 pessoas possui um automóv 


em dirigir, de quantos modos 
e poderão se acomoda 


el de 5 lugares. Sabendo que somente 2 pessoas 
г para uma viagem? 


se Combinatória 
E 


se mantêm nas 


О. Claramente 
105 fornece 5! = 


Ist : feita, note 
é о 1 
total de possibilidades é 2.24 = 4g Кее ОКО de di 


А 2 
Seis Pessoas (A, B/'C, D, E, F ficam em PÉ uma ao lado da outra, 
recusam a ficar lado a lado e C e D insistem em i 


sam lac aparecer uma ao la 
Possibilidades distintas para as 6 pessoas se disporem. 


» esta escolha 
que o que falta é 
= 24 maneiras. Assim, o 


rmadas com as 


Para uma fotografia. Se A e B se 
do da outra, calcule o número de 


1 uma destas 4 4 » Vamos considerar CD (e DC) como apenas um elemento na configuração. 
5º letra, basta Assim, temos que permutar os elementos CD A BEF., 
ultiplicação, a } | i. 


e ivale a permutar os elementos CD AB 
também das permutações internas de AB e C 


ED AB E F, lembrando 

^ D, uma vez que as sequências ВА e DC também devem ser 
consideradas. Portanto, temos № =2!.2!.4! = 96. хә 

| тодо que as 


gem, temos № — № = 240 — 96 = 144 permutacóes no total. 


uma ao lado da outra da fotografia, va 


posicóes relativas das pessoas A e B na fotografia podem ser analisadas abaixo. ERE 
i) se a pessoa A é a primeira ou 


a ültima da fila (2 possibilidades), então a pessoa B possui 3 
possibilidades de ocupar a fila sem q 
= 6 posições relativas entre A e B. 
ii) se a pessoa A está entre a 2° e a 4º posições na fi 
possibilidades de ocupar a fila sem que A e B fiquem 
3.2 = 6 posições relativas entre A e B. . 
Desta forma, no geral temos 6 + 6 = 12 posições relativas possíveis entre as pessoas A e B. | 
Observe que para cada uma destas 12 posições relativas de A е B, devemos permutar os demais 3 


elementos (CD E E) na fotografia. Lembrando a permutagáo interna de CD, temos entáo no total 
12.3!.2 = 144 permutações. 


sse um único 


n as ocasiões 


la (3 possibilidades), então a pessoa B possui 2 
lado a lado. Portanto, neste segundo caso temos 


uma fila com 
omens ou os 


7) (ÚFOP-2002) Um trem de passageiros é constituído por uma locomotiva e cinco vagões distintos, 
sendo um deles, utilizado como restaurante. Sabe-se que a locomotiva deve ir à frente e o vagão 


restaurante não pode ser colocado imediatamente após a locomotiva. O número de modos diferentes de 
montar-se o trem é: 


A) 5 B) 24 C) 96 D) 120 
1º Solução: \ 
O esquema proposto pode ser representado da seguinte maneira: 


ão 5 


ici total (sem a 
Nesta 1* solugáo vamos usar o método indireto de contagem. е iiie da а р 
restrição do restaurante ser colocado imediatamente raid Hid 

permutacóes em que o restaurante está imediatamente após o loco | 

Sem restrições temos № = 5! = 120 permutações. Ny = 4! = 24 permutações. 
Com a locomotiva imediatamente após o restaurante temos A | ' 
Assim, o valor procurado é № — № = 120 — 24 = 96 permutações. 


bilidades de 
ma vez que 


permutar as 


2 pessoas 


VOLAR re 
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2º Solução: : 
Vamos agora resolver uti 
posições dos vagões 2, 3, 4 
temos depois que permutar os dem e 
Assim, o total de permutações € 4.24 = 96. 


е contagem. Note que o restaurante pode ocupar as 
des. Para cada uma destas 4 posigóes do Testaurante 
= 24 maneiras. 


lizando o método d 
5. ou seja, 4 possibilida : à 
à i4 vagóes, que pode ser feito de 4! 


> icionadores tem trés marcas diferentes d 
istribui tes, xampus e condiciona és ma ifere e 
:L-2002) Uma distribuidora de sabonetes, ч ‹ à 
(UEL los Ao receber as encomendas de trés fregueses, um bandi distribuidor 
cada um o ignes dos fregueses e os produtos solicitados: cada um pe diu С е е sabonete, 
Mi cin de xampu e uma caixa de condicionador. Quanto às marcas, o in ped RE ra-se que cada 
u m 
um solicitou marcas diferentes daquelas solicitadas pelos outros. Quando perce eu a sua falha, o 
funcionário imaginou que a falta da informação sobre as marcas não кы sérias сое ça pois 
| М і É i o com os pedidos. 
bastaria fazer algumas tentativas até conseguir entregar os produtos de acor p Quantas 
possibilidades existem de distribuição dos pedidos entre os três fregueses? 
3 31,3! 4) 3° е) 9! 
1 1 leaa б — 
JB) b)3.3! c) 3 ) TET 
Solugáo: T 
A distribuigáo dos produtos pelos fregueses pode ser representada pela tat ela abaixo: 
és 1 | fregués 2 | fregués 3 


sabonete 
xampu 

condicionador 
Para distribuirmos as marcas dos produtos pelos fregueses basta em cada linha da tabela permutarmos 


estas marcas. Como em cada uma das três linhas temos 3! = 6 permutacóes livres das marcas, temos 
31313! = (31? permutações no total. 


24% (UFMG-2000) Um clube resolve fazer uma Semana de Cinema. Para isso, Os organizadores escolhem 
sete filmes, que serão exibidos um por dia. Porém, ao elaborar a programação, eles decidem que três 
desses filmes, que são de ficção científica, devem ser exibidos em dias consecutivos. 


Nesse caso, o número de maneiras diferentes de se fazer a programação dessa semana é 
a) 144 b) 576 c) 720 d) 1040 
Solução: 


Sejam A, B e C os filmes de ficção científica e D, E, Fe G os filmes que não são de ficção científica. 
Como A, B e C devem ficar em dias consecutivos, temos que permutar os seguintes elementos: 


[tsc] [р] [E] [E] [s] 


Como temos 5 elementos, para a segiiência A-B-C, existem 5! 
ficção científica podem vir em qualquer ordem (não necessaria 


que a permutação interna dos 3 filmes A, B e C fornece 3! 
diferentes de exibir os filmes. 


permutações. Entretanto, os filmes de 
mente na sequência A-B-C). Uma vez 
possibilidades, temos 51.3! = 720 formas 


2)359' b)(SY! (SI) 4) 15/3151 
Solugáo: 


Desde que a seqüéncia das cores é definida pelas trés 


primeiras essoas, exist ! ibili 
d EN p istem 3! possibilidades de 


Seqüéncia das cores, podemos observar que os 
verdes podem ficar sáo fixos. Assim, para cada 
permutacóes das pessoas de camisa amarela, 5! 


A, | 


pr aee AT e € miga СОО 


permu 
modo 


1И (1 

ssas 

t condi 
j a) 10 
Soluç 
Perm 
mulh 
relati 
perm 


= we 
esqui 
Solu 
Nest 
sime 
Obs: 
obte 
{ 24. 
Obs 


e matos 
un 
o 


| 


latória 


cupar as 
taurante 


entes de 
buidora 
bonete, 
ue cada 
alha, o 
1S, pois 

Juantas 


tífica. 


permutações das pessoas de camisa vermelha e 51 
odo, existem 3!(5!)” maneiras distintas de fazer a fil 
i 
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ermutações da pesso е camisa verde. Deste 
$ 4 Dest 
p Soas de. 


Д0 шы) Trés homens e trés mulheres váo o 
ssas pessoas devem se colocar de maneira qu 
e 


par 3 degraus d 
Ж-А е uma escada para ti 
condições, de quantas maneiras diferentes elas podem para tirar uma foto. 


m cada degrau {ап 
a) 1080 b)720 с)360 d)288 е)144 seamumar) es UM casal. Nessas 


Solução: 


Permutando os homens nos degraus temos 3! = 
mulheres nos degraus temos 3! = 6 possibilid de : 
relativas (homem à direita e mulher à esquerda e 
permutações é 31.3!.21.21.2! = 288. 


ao Analogamente, permutando as 
2 se cada degrau existem duas posições 
esquerda e mulher à direita), o total de 


X 
T: = 
И] uantas são as б ú 
o "iaa do N з ылыгы números (1, 2, ..., 9) nas quais o 5 está situado à di 
4 . arinmente em lunares 9 ado а direita do 2 e à 
| саша: g consecutivos? 
E 
H 


S estáo ab i à i | 
Nesta questáo a ordaremos um fato pertinente à análise das permutações ai á 
simetria. Tome uma das permutações possíveis, por exemplo 2 4 5 9613 a коро ие 


Observe que se permutarm í 

q р tarmos, 08 numeros 2,5 e 3, mantendo fixas as posiçõ RT 

obteremos todas as posições relativas possíveis para 2, 5 e 3: posições dos demais números, 
я Д 


245961378,243961578,543961278,542961378,345961278 342961578 


podemo: 


! 
esquerda do 3 é igual a q” 60480. 


13) (AFA-2001) Colocam-se em ordem crescente todos os números com 5 algarismos distintos, sem 


repetição, formados com 2, 4,5,7 e8. A posição do número 72584 .é 


a) 76º b) 78º c) 80º d) 822 
Solução: : 
Iniciando com 2 (números da forma 2 _ _ __) temos 4! = 24 números. 


Analogamente, iniciando com 4 e iniciando com 5 temos, para cada situação, 4! = 24 números. 
Iniciando com 72 temos OS seguintes números (em ordem crescente): 

72458, 72485, 72548 e 72584 
Assim, o número 72584 está posição 24+24+24+4=76. 


diferentes de Matemática, três livros diferentes de Fisica e dois livros diferentes de Portuguê 


de sua estante, de diversos modos. A quantidade de modos com que poderá fazê-lo é 
a)48 b)72 c)192 d) 864 е) 1728 

Solução: 

Façamos o esquema de uma das possíveis permutações: _ _ - 5 =>“ 


CIV И се сй 
matemática física portugués 


ções possíveis podemos lançar mão da seguinte estratégia: 


ta AS 
Para contar todas as permu disciplina juntos; 


i) Permutar as três coleções, mantendo os livros a sem 
ii) Permutar internamente 05 livros de uma mesma discip 118. 


Portanto, temos no total 31,41.31.2! = 1728. 


Observe também que em apenas uma destas seis posicóes relativas temos o 5 si =A 

esquerda do 3. Por outro lado, se mantivermos fixos os números 2, 5 e Ke узык ашан уны 

números, para cada posição relativa de 2, 5 e 3 temos sempre 6! permuta o os demais seis 
$ concluir que, devido à simetria existente, cada uma das seis elos dela vas d en dish 

5 e 3 ocorre um igual nümero de vezes. Assim, o número de vezes em que o 5 imedo å pipas 


14) (Escola Naval-2000) Um Aspirante ganhou, em uma competição na Escola Naval, quatro livros 


Querendo manter juntos aqueles da mesma disciplina, concluiu que poderia enfileirá-los numa prateleira 


S. 


n 


E | | Capítulo 4 Análise Combinar, 
de modo que entre 
1 dem ser colocados em fila as dua. 
1 iras 7 homens e 2 mulheres po СЛ 
15) De quantas maneiras 


2 
mulheres existam exatamente 3 homens | | 
áli i ào em que 
Sotução: M» as duas mulheres. Vamos iniciar a análise a partir de uma situaç que a mulher M, 
Sejam M, e M» as . É 
а posiçã fila: Mi 21 
е отун ао ocupados pelos 7 homens. . 
ys е s mulheres e M, à esquerda de M; existem, 


i zios 
Evidentemente os espaços va ER idi 
Perceba que mantendo exatamente 3 homens entre as 


IN além da situação inicial, mais 4 situações possíveis: б z 
; Mi M» ou Mi „ы 2 E 
| — — 


__ М, o o M_ оп 


! Mi M : icá lheres (de mod 
repe prb тани i acima, trocar de posição as mul! O que a 
| Como podemos, em cada uma das 5 situações .5 = 10 posições relativas de My e Mz. Para 


| à tão existem 2 
| mulher M; fique à esquerda da mulher Му) en : 
cada uma deta 10 posições relativas devemos permutar livremente os 7 homens. Desta forma, o 


número total de permutações é igual a 10.7! = 50400. 


16) (ITA) Quantos anagramas da palavra CADERNO apresentam as vogais em ordem alfabética? 


| ução: 
р | ме analisar a simetria existente nas permutagóes da palavra CADERNO. : 
| | Existem 3 vogais (A, E е О) e, consequentemente, 3! posições relativas entre estas vogais. Uma destas 
l posições relativas é exatamente a ordem alfabética. Observe que, na permutação sem restrições da 
palavra CADERNO, cada uma destas posições relativas das vogais aparece um igual número de vezes, 
A demonstração deste fato não é complicada. Basta observar que uma maneira de calcular o número de 
anagramas, sem restrições, da palavra CADERNO se baseia em escolher a posição que cada vogal vai 
ocupar no anagrama e depois permutar as 5 consoantes nos espaços restantes. Portanto, para cada 
posição relativa das vogais temos uma mesma quantidade de permutações das demais letras. 


| 
Deste modo, como cada uma:das 3! posições relativas ocorrem um mesmo número de vezes, existem 3 


| = 840 anagramas em que as letras А,Ее O aparecem em ordem alfabética. 


|| : 

| 17) (ITA-95) Considere todos os números de cinco algarismos formados pela justaposição de 1,3, 5,7 e 

| 9 em qualquer ordem, sem repetição. A soma de todos esses números está entre: 
a)5.10'e 6.10". Б) 6.10%7.10°  c)7.10%e8.10% — a)9.10* e 10.106, e) 10.10% e 11.106. 


Solugáo: 
(por exemplo, o dígito 3 no algarismo das dezenas) e 


3 
Assim, podemos concluir que existem 4! = 24 números em qu 


| números como algarismo das centenas, etc. 
Escrevendo os números em ordem crescente no algoritmo da adição: 
13579 


| | 3 
| 1 3 
1 3 


| 
| 
| Uma vez que cad i 5,7 е9 ара. 
" а Uma dos algarismos | 3 5 7e9 і 
di с 5 1,3, 5, 7 е 9 aparece і 
| unidades, а soma dos algarismos das Unidades de todos on ú mike (VERÁ sie aec 
| números é 24(1 + 3 +5 + 7 +9) = 600. Na 


50 Combinatia, 
QUe entre as duas 


jJ 
É 
que a mulh + verdade, como cada al 
`a mulher M } soma dos algari - буа 
! $ T€ resulta em 600. Sub 5 Э Posições Específicas, temos que a 
j 13545 9 TA s н . Stituindo no algoritmo da adição: 
1 66 
de M. existem E 13 5 9 7 i dus M 9 15 $ a ^ 
E 7 
о 137 5 9 1 
Ma ou | 137953 A RE ; : Н А 
кей 2-8 1379 И 


Mi; e Ma. Para Ef + 9753 | > + 9753 i ^ 
esta forma, o é j 0 Ld ES SE 97531 


\ 1 Deste modo, a soma dos 5! = 120 número. 7; 
: meros é igua| a 6.666.600, valor que está entre 6.105 e 7 195. 
'ética? i 18) (ITA-98) O número de an 
м agramas da м 
E vogais juntas, é: Palavra VESTIBULANDO, que não apresentam as cinco 
: É a) 12! b) (8!)(5!) c) 121 - (8))(5) d 
i 1 !)(5! 12!-8! = 
Uma destas 5 Solução: ) 17! €) 121- (MASA) 
restrições da H ; Utilizaremos mais uma vez o método indireto de Contagem. Como a al 
i zo à avra VE 
ro de vezes. I 12 letras distintas, o número de Anagramas, sem restrições, é N; = t Ta VESTIBULANDO possui 
> número de y Colocando as vogais todas Juntas, devemos permutar os Seguintes elementos: 
. + 
la vogal vai É | m [VISTTIBTL] 
para cada | Desde que existem 8 elementos distintos, Para a seqüéncia A-E-1-O-U, temos 8! permutações. 
i Para cada uma destas permutacóes devemos permutar as 5 vogais, que sào todas distintas. 
л A Desta forma, existem N2=8!.5! permutações com as vogais juntas. 
existem 3 і О número de permutacáo em que as cinco vogais juntas é №, – № = 121-8151. 
| 19) (OBM-2001) O matemático excêntrico Jones, especialista emflcoia dos Nós) tem uma bota com n 
? pares de furos pelos quais o cadarço deve passar. Para não se aborrecer, ele gosta de diversificar as 
3576 | maneiras de passar o cadarço pelos furos, obedecendo sempre às seguintes regras: 
| e o cadarço deve formar um padrão simétrico em relação ao eixo vertical; 
Y, 1 * o cadarço deve passar exatamente uma vez por cada furo, sendo indiferente se ele o faz por cima ou 
E por baixo; | E AK v 
zenas) e : f * о cadarço deve começar e terminar nos dois furos superiores e deve ligar diretamente (isto é, sem 
i É) passar por outros furos) os dois furos inferiores. "» 
nas. Na H Por exemplo, para n = 4, representamos a seguir algumas possibilidades. 


^N 


ssim, o 4 z 
em 24 " y X » T 


i los furos obedecendo 
Determine, em função дел > 2, o número total de maneiras de passar o cadarço pelo 


E i às regras acima. | ideradas iguais. 

20 6 hi sideradas ¡gui 

- Observação: Maneiras como as exibidas a seguir devem ser con 

LE 5 

k É 

OE А і dos furos 

; | | ; or linha 1, a linha А 

Ea не А do a linha onde estáo os furos ваа pum que para determinarmos 

| das Сй amos iniciar numeran ivamente até a lin inho fs de o furo da esquerda da 


E j ; im sucessi 
Imediatamente abaixo de linha 2 e assim s 


; lecermos о cami 
Uma maneira de amarrar o cadargo é suficiente estabe 3 


= == 


i simetr 
linha | até um dos furos da linha n, uma vez e ае 
de determinar a ѕедйёпсіа dos furos no caminho el rabela dixe 
Podemos organizar as n — 1 decisóes sobre qual furo ira 


isã isão n — 2 | decisão n+ 1' 
Ni емет [acto - ы | 
E inicial 


HE 
ao os > 


ds = 
ú 4,..,n- | na 2º linha da tabela, qu 
i rmutar os números 2, 3, 4,..., que 

Para terminar de preencher a tabela falta pel o : odias 
correspondem á ciencia com que as linhas sáo escolhidas para ama e também 


determinar qual furo de cada linha (esquerda ou direita) deve ser usado. 
Por exemplo, para n = 5, a tabela abaixo TERES ET 
Га | s | 


ical 
inicial 

linha 2 
esquerda | direita [esquerda | direita | 


fornece a seguinte forma de amarrar o cadarço: 
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ja da maneira proposta de amarrar se encarrega 


direita 


Como para permutar os números 2, 3, 4, ..., n — 1 temos (n — 2)! possibilidades e para escolher as colunas 
de cada linha temos 2””' possibilidades, temos (n — 2)!.2”” ! possibilidades de amarrar o cadarço. 


20) (Olimpíada de Wisconsin-97) Deve-se preencher as 16 casas de um tabuleiro 4x4 com as letras a, b, 
c, d de tal modo que cada letra apareça precisamente uma vez em cada linha e precisamente uma vez em 
cada coluna. De quantas formas distintas isto pode ser feito? 

Solução: 

Designemos cada elemento como uma matriz, sendo cada elemento da forma Xij. 

Inicialmente vamos preencher aleatoriamente a primeira linha e a primeira coluna. 


Para escolher os 4 elementos da primeira coluna temos 4! = 24 formas diferentes. Para escolher os outros 
3 elementos da primeira linha temos 3! = 6 formas distintas. 


Desta forma já montamos a primeira linha e a primeira coluna, sendo necessários para isto 6.24 formas 
diferentes. Montemos agora os outros elementos. 
Digamos que a distribuição da 1º linha e da 1º coluna seja a do desenho acima. 
Sabemos que X2 +b. Suponhamos que x»; = a. Assim, temos que: 
i)Xo7d хо=с xy=d хи=с Ху=а ху=Ь xg=b Хд=а 
ii) x32 = d X2=C X57d X24=C X3=b x47a Хаз=а xg=b 
Ou seja, para x»; = a temos 2 possibilidades. 
Suponhamos que x» = c. Assim: 


X2=d Xo-a X3=d хм=а x3=a Xu7a x9=b хы=с 
Ou seja, para x22 = c temos apenas uma possibilidade. 
Suponhamos que x»; = d. Assim: \ 


Ха Xo=C X578 X2a4=C x3=d хы=Ы х= Xa 7a 


Ou seja, para x»; = d temos apenas uma possibilidade. 
Como para cada conjunto de 1* coluna e 


А I? li i "nn 
existem (4.24).4 — 576 possibilidades de inha existem 4 outras possibilidades de preencher o quadro, 


preencher o quadro. 


| 4.9. PE 
4 | 
| organiz 
1 4 elemen 
iB colocar 
| quatro 
1 
1 
1 
t 
4 
3 pesso 
4 pesso 
i pesso 
Í h situa 
de lo 
| mud: 
| situa 
| outra 
4 
a suc 
| Ago 
| { circi 
i cícli 
i i elen 
iB perr 
| nv 
i 3 volt 
M „се 
|: [o 
1 E 
i Ob: 


"—————— 
m. + 


а "— 


ela, que 
também 


olunas 


iS a, b, 
jez em 


)utros 


prmas 


adro, 


cit. 


A ome or Apr, 


AAA eg gp, 


4.9. PERMUTAÇÕES CIRCULARES 
A permutação simples, estudada no item anto: 
organizar sequências com elementos distintos ao à anterior, permite c 
elementos devam ser organizados em uma linha 5 de uma linh 
colocar elementos distintos ao longo de uma cire E determinad 
quatro pessoas sentadas ao longo de uma mesa, de аны ы, 
> gualmen 
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alcular 9 número de maneiras de 
а. Entretanto, náo é necessário que os 
аз siluações estamos interessados em 


€rve as situações abaixo, onde temos. 
te espacada. 


SITUAÇÃO 1 SITUAÇÃO 2 

Note que na situação 1, 
pessoa D está a sua direita e a 
pessoas A e C e troque de luga 
pessoa B está a sua esquerda, a 


SITUAÇÃO 3 


ж. d Kip ics us pet à pessoa B está a sua esquerda, a 
T as pessoas B e D. Re Dici t ip ass 2, troque de lugar as 
‚ € D. Repare que a pessoa A tem a impressão de que a 

' sta a sua esquerda, a pessoa D está a sua direita е a pessoa C está a sua frente, ou seja, a 
situação 2 é idêntica à situação 1. Perceba que as pessoas B,C e D também possuem a mesma impressão 
de localização das demais pessoas na mesa nas situações | e 2. Deste modo, por mais que tenhamos 
mudado de lugar algumas das pessoas na mesa, não podemos considerar como permutações distintas as 
situações 1 e 2. Na verdade, note que as situações 1 e 2 são iguais porque uma pode ser obtida a partir da 
outra por rotação das cadeiras em 180º. 

Na situação 3, a pessoa А tem a impressão de que a pessoa D está a sua esquerda, a pessoa С está 
a sua direita e a pessoa B está a sua frente. Assim, claramente a situação 3 é distinta das situações 1 e 2. 
Agora, você deve estar se perguntando como é que se faz para determinar o número de permutações 
circulares de n elementos distintos? Observe que na permutação circular o que interessa é a ordem 
cíclica dos elementos. Assim, se uma permutação pode ser obtida a partir de outra por rotação dos 
elementos, então estas duas permutações são consideradas iguais. Portanto, cada uma das n! 
permutações simples distintas dos n elementos, analisando como se eles estivessem em gs é vage 
n vezes, pois existe exatamente n possibilidades de rotacionar 0$ elementos em ie o o ps 
voltar a situação inicial. Desta forma, concluímos que o número de permutações circulares Ja 
elementos distintos é | 
d us id 


de certo modo mais simples, é analisar a impressáo de 


2 а 
Í í á demais. Para fazer isto basta fixar 
izaçã no circulo em relação aos і e 
l йо de um elemento específico os d аи 
Wa E permutar os demais n — 1 em todos os lugares possiveis. Assim, existem ( ) 


1 i lação aos demais elementos. 
í i entes de localização em re is el : 
fico ter impressóes difer | o i Mo ende 
nga un M Em lar e que interessa é exatamente esta impressão de ies ren 
кенде pen utações de n elementos distintos em torno de 


podemos afirmar que existem (n — 1)! perm 


Obs: Outra maneira de demonstrar esta expressão, 
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im 
i 
ip 


Exemplos: - 
clio 1 no almogo com i consi 

1) Num colégio, 10 professores costumam fome pas b uds de lugar FEN s 1 duas асс 
uma mesa redonda para isso. А partir de certo dia deci S iati tal prüpósito. Janta e no é da mesa 
almoço. Determinar quantos dias são exigidos para cumprir R Solução 


qa que existem (10 — 1)! = 9! permutações circulares de 10 o a distintos em torno de y 
círculo e em cada dia temos duas destas permutações, são necessários 9!/2 dias para cumprir a tarefa, 


Va | 


i ircular: 
2) De quantos modos seis casais podem sentar-se em torno de uma mesa circu 


a) nào sentando juntos dois homens?; 
b) nào sentando juntos dois homens, mas cada 


Solugáo: : | | 
a) Como o número de homens é igual ao número de mulheres, se náo sentam dois homens juntos, então": À 


os homens e as mulheres estão sentados alternadamente na mesa circular. Para analisar as possibilidades 1 ; Vamos 
das pessoas sentarem-se à mesa, inicialmente vamos colocar, em cadeiras alternadas, as 6 mulheres, + al 
A figura ao lado mostra uma das maneiras de colocar as seis mulheres na ; E ser feit 
mesa. Como elas estáo igualmente espaçadas, claramente notamos que este 6% В Portan! 
um caso de permutagáo circular. Assim, existem (6 — 1)! = 5! mandiras de | Ẹ 

colocar as 6 mulheres na mesa em cadeiras alternadas. 5) (EP 
Vamos agora colocar os 6 homens na mesa. Perceba que o fato de já estarem : forma 
na mesa 6 mulheres faz com que não tenhamos mais um caso de permutação ' a)12 
circular para os homens, pois se rotacionarmos uma forma qualquer de sentar : É Solus: 
dos homens (mantendo as mulheres fixas) obteremos uma situação diferente ` Ё Inicial 
da inicial, uma vez que a localização das mulheres já distingue a situação. iE m hi 
i = ho 


Para a 


homem sentando ao lado de sua esposa? 


3 
——— im, ЕЛ ө 


Assim, para cada uma das 5! permutações circulares das mulheres temos 6! permutações simples dos ; i 
homens, implicando que no total temos 5!.6! permutações. q 

b) Para fazer com que os homens não sentem Juntos, mas cada homem sentando ao lado de sua esposa, : 1 

vamos organizar os casais aos pares, com as mulheres à esquerda e os homens à direita: d 

| 

Assim, devemos permutar circula te estes sei es de г irc d 
a р rmente estes seis pares de pessoas ao longo do círculo, onde obtemos f 


(6 — D! =5! permutações. Por outro lado, além da seqüéncia mulher-homem no par, devemos considerar ; fi 
também a sequência homem-mulher. Assim, o total de permutações é 2,51. 


t 


3) (AFA-2002) Numa demonstragáo de paraquedismo, durante a queda livre participam 10 
paraquedistas. Em um certo momento, 7 deles devem dar as máos e formar um círculo De quantas 
formas distintas eles poderão ser escolhidos e dispostos nesse circulo? | ч 
a)120 Ь)720 c)86400 d) 151200 | 


Solugáo: ^ 1: T 
i 1 a Si 

AU. қ а ; E duas 
OO or Ev 
і | temos 9 possibilidades. Assim, exem 
onde temos 4 possibilidades. Como ! É vice- 


es, obtendo permutações iguais, 9 ; Nasi 
1 А r H que ( 


ece 
em 4 
senta 
Port: 
А an 
poss 


sucessivamente, até a escolha da posição 7, 
. М 
р otacionar cada 7 ez 
3 odemos I disposigáo У 


total de permutações é: 


consideradas diferentes quando 
duas acomodações. Determine o nú 
da mesa circular. 
Solução: 


] sa. Elimi 

M imina 

Я апа, para cada ma d ndo a re 
OS homens, К аѕ 3! 


Striç 


lado i ici 

ы Pd ны Inicialmente permutemos 

Кулы он eres, João pode ficar à direita ou 
utar os demais 3 homens, que pode 


y 

5) (EPCAr-2004) De quantos modos 3 casais pod 
forma que marido e mulher náo fiquem juntos? ERRA q 
а)12 b)120 c)72 d)32 | 
Solugáo: 
Inicialmente numeremos as cadeiras. Após ї 

É . Após isto, consid i 
с T hemem do casal 1; a = mulher do casal 1; B= Sd ооа 

= homem do casal 3; с = mulher do casal 3. lo piatto. 
Para a posição relativa de A e a temos 3 situações distintas: 


se a 1 
О redor de uma mesa circular de tal 


situação | situação 2 situação 3 


deiras (2, 3, 5 ou 6) que B pode sentar, b possui 
sentar na cadeira 2, b pode sentar nas cadeiras 
ras de colocar € e c na mesa. Por 
С na cadeira 3 e c na cadeira 6 ou 


Na situação 1, repare que para cada uma das quatro ca 
duas possibilidades de sentar na mesa. Por exemplo, se B 
5 ou 6. Para cada possibilidade acima, note que existem duas manei 
exemplo, se B sentar na cadeira 2 e b na cadeira 5, podemos colocar 
vice-versa. Assim, na situação 1 temos (4) х (2)x (2) = 16 permutações possíveis. | | 
Na situação 2, se В sentar na cadeira 2, b terá que sentar na cadeira 5, de modo a evitar 
que C e e fiquem juntos. Para esta possi de colocar C e с na mesa: C em 6 
© c em 4 ou о contrário. Se B sentar em 6 e se B sentar em б, b deve ким 
em 4. Para cada uma destas duas possibilidades, e e sentar na ч. eB 
sentar em 5, b deve sentar em 2 e temos, novamen ў 
Portanto, nesta situagáo 2, temos (1) х (2) + (D)x (2 
A análise da situação 3 é idêntica à análise da situação 2, onde encon 
possiveis. Deste modo, no total temos 16 + 8 + 8 = 32 permutações. 


necessariamente 
bilidade, temos duas maneiras 
4 temos que b deve sentar em 
temos duas maneiras de С 
te, duas possibilidades para colocar C e c n 


+(1)xQ = 8 permutações possíveis. 
iS i traremos novamente 8 permutações 
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que não existem três pontos colineares, Q 
struir tendo para vértices esses n pontos? 


Uantos 


os distintos, sendo 

6) Sobre um plano existem n pontos distint duis 
polígonos, nào necessa, iamente convexos, podemos con 

н í ficará determinado pela segiiênci 

m olígono i ser conve ada polígono ficara d term ado pela sequência с, 

; polígonos não precisam ser convexos, С e ee e 
o os poli f po uivale a contar a quantidade de seqüéncias c clica эз 
que os vértices sáo percorridos. Isto eq пати uc e vé ie 


ões ci $ vértices, le 
ыш мн E es КМШ Por exemplo, para o caso de 6 vértices (1 
úência ário quanto no anti-horário. 

faz ler a segúência no sentido horá 


2, 3, 4, 5 e 6), as seqüéncias abaixo são idênticas: a 
9 © S T 
O O © © 
O O Q 9 О, O 
Q O O 
) 


Para o caso de n vértices, temos (n — 1)! permutações circulares. Como рок ms no | 
sentido horário ou anti-horário, cada uma (n — 1)! seqúéncias cíclicas dos vértic S vezes, i| 


А , , ‚ (n- 1)! 
Assim, o nümero de polígonos é 3 


7) (Olimpíada da Bélgica-94) Cada lado de um cubo é pintado de uma cor (existem 6 disponíveis). De 
quantas maneiras é possível fazer isto? Sabe-se que duas coloracóes sáo idénticas se podem ser obtidas : 
por rotação do cubo. 

a)30 b)60 c)120 d)360 e) 720 
Solução: Hi 
Suponha que as 6 cores sejam representadas pelas letras A, B, C, D, E e F. Comegando com o cubo ѕет : Ё} 
nenhuma face pintada, vamos escolher uma face para ser pintada pela cor A. Repare que escolha da face ; | 
é irrelevante, pois a situação do cubo com apenas uma face pintada pela cor A pode ser obtida por ' | 


ser obtidas por rotação do cubo, então o que falta fazer é 
faces laterais do cubo, o que nos fomece (4 — D!=3! permu 
faces laterais, no total temos 5.31=30 colorações distintas, 


A - 


4.10. PERMUTACOES COm ELE 
Já aprendemos a calcular 

de permutações circulares de n 

ocorre se alguns elementos fore 


SA, CAAS, CS utacóes; lise o caso dos an 
CASA, , CSAA, SCA 
Assim, existem 12 ретинал ААС, AACS, AASC, ASC 
de uma palavra de 4 letras distintas é 41 = 24 a Sabem 
que o número de i 
coincidência! Para analisar mel 
sendo mudada de local quando 
letras da palavra CA¡SA>. Apes 
elementos iguais. 

Considere o anagrama SCA,A,. Se trocarm 
SCA»Ai;, que é idêntico à SCA,A;. Se os elemento. 
entre estes implicaria em um anagr i 


ama diferente. 
contado duas vezes se considerássemos 


hor, numeremos 
Passamos de ur 
ar de termos col 


é contada 4! 


LN 


iguai ào iguai mel ermutações é: 
iguais, ..., x, deles são iguais, o número de p ç 


Exemplos: 


E 
1) (AFA-98) O número de anagramas da palavra ALAM 
a)96 b)744 c)816 d)840 

Solução; 

Vamos usar o método indireto de contagem. 


estrições é Nj 
O número de anagramas da palavra ALAMEDA sem г 3! 


lement: 
Desta forma, temos que permutar os 4 € 


4 _96 
- =41—= . 
possuem repetição). Portanto, temos: М) = -zy 


A, ASAC, ACSA, ACAS 
ута CAS, OS que о número de 
anagramas seja meade a erá coincidência o fato d ere 


© as duas letras A provocarem 
aa E etras fossem distintas? Não, não é 

» de modo a ficar mais claro qual letra está 
utro. Assim, temos que permutar as 
etras A, estas ainda são consideradas 


que as duas letras f Г isti : 
anagramas da palavra CASA é igual a 41/2 = 12 Ossem distintas. Por isso. 


mo anagrama. Assim, analisando somente a 
permutações obtidas considerando que as letras A são distintas 


10! . . 
vezes. Portanto, temos a anagramas considerando que as 4 letras A sào iguais, as 3 letras 
B e as 2 letras C sáo distintas entre si. O mesmo feito em relação às letras A pode ser feito em relagáo às 
10! 
letras B. Trocando de lugar as 3 letras B obtemos o mesmo anagrama. Deste modo, dos e anagramas 
considerando que as 3 letras B e as 2 letras C sáo distintas entre si, 3! delas sáo iguais pela troca de lugar 


10! А 4 Ж , ОК, 
i i — o as 4 letras A iguais, as 3 letras B iguais e 
das 3 letras B. Assim, existem 43 anagramas consideran g 


as 2 letras C distintas. Analogamente, considerando as 2 letras C iguais, temos 


Generalizando, se desejarmos permutar n elementos, em que xi dele 


DA que não apresenta as 4 vogais juntas é 


=P 840. 


m ema: 
j bserve o esquem 
i cem juntas, O 
i vogais apare 
ra analisar os anagramas em que as 4 | Ê 
os acima € depois permuta 


41.31.21 
s sáo iguais, х› deles sáo 


anagramas. 


internamente as vogais (que 
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e 


iii) exatamente 90% de acertos ( 


iv) exatamente 70% 
O total de Possibilidades é 120 + 45+10+ 


80 
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9 

= 744. 3 

do é No, — № = 840 — 96 1 

Assim, o valor pedido é № І iqüenta e cinco centavos, em uma 
do mesmo modelo e cinco de dez 
possíveis de introduzir as moedas, to 


ta cir 
$ vai comprar algo que custa с! 
2) (AFA-2004) Se vocé val comp de cinco centavos 


ispó i as à 

automática, e dispõe de oito moed ien m tinción 

também do mesmo modelo, entáo, ES i | 
i rde nè | 

cinqüenta e cinco о valo! | 

a)133 b)127 c)24 d) 

Solucáo: | 

Vamos enumerar as quantidades de moe 


2 
Máquina | 


Centavo i 


das de cinco (C) e de dez (D) centavos que devem ser Usadas e 
a 


1 
t 


1 
i i | edas. | 
suas respectivas quantidades de introduzir as mo 


9! 


:— =36. | 
i) 7 moedas de cinco e 2 moedas de dez (CCCCCCCDD): 701 | 
8! 
:—=56. 
ii) 5 moedas de cinco e 3 moedas de dez (CCCCCDDD): 531 
7! 
:— =35. 
iii) 3 moedas de cinco e 4 moedas de dez (CCCDDDD): 541 


! 
iv) 1 moeda de cinco e 5 moedas de dez (CDDDDD): s -6. 
Desta maneira, n = 36 + 56 + 35 + 6 = 133. 
3) (EPCAr-97) Dos anagramas com as letras da palavra MATEMATICA, quantos apresentam as vogais 
juntas e em ordem alfabética? 
а) 5040 b)180 с) 40320  d) 3628800 
Solugáo: 
Agrupemos as vogais em ordem alfabética: 


Deste modo, para calcular o que é pe 


temos duas letras М iguais e du 


4) (EPCAr-2005) Uma prova consta 
verdadeira (V) ou falsa (F). O número 
se obter pelo menos 70% de acertos é 
а) 120 b)175 с) 176 4) 186 
Solugáo: 

Vamos separar a análise em casos: 


de 10 proposições. Cada uma d 
de maneiras de se classifi 


1) exatamente 70% 


de acertos (temos que permutar os elementos VVVVVVVFFF): = = 120. 


10! 
4. 
ii) exatamente 80% de acertos (temos que permutar os elementos VVVVVVVVFF): AO _ 45. 
8! 


2 
temos que permutar os elementos Vy y 


! 
VVVVVVF): i. 10. 
de acertos (temos que 


9! 


permutar os elementos VVVVVVVVVV); i 


1= 176. 


is. Essas fitas foram 
Itens a seguir, 


talizando ` É 


ser A mesa 


elas deve ser classificada como | É 
car as 10 questões dessa prova, a fim de IE 


o 
3 
с 
3 
5 
a 
6 
2 
3 
5 
D 
а. 
» 
o 
© 
D 
a 
£x 
— AA pei em м оз 4012 GANA DA a RM RAP s e 
es з T - "m » s м 


1) Se 
pratel 
2) Se 
de su 
3) O 
semp 
4) Co 
do m 
caso, 
Sx 
Solu: 
1) Cl 
Uma 
(2, 3, 
2) El 
filme 


Dest: 
euro] 
3) Cl 


Dest 
orige 
divis 


4) C 


1) Se todas a 17 fitas forem distintas, e 
prateleira será divisível por todos os e o nime 
2) Se todas as fitas forem distintas, mantend primos m 
de sua ordenação, pode-se organizar as ne. o 
зу О АШЕР de maneiras distintas de se or : 
sempre juntas, € divisível por 3º. Вапігаг essas fitas 
4) Considere que: das 8 fitas dos EUA, 6 se; 
do mesmo filme; das 4 européias, 2 sejam А 
caso, 0 número de maneiras diferentes em 
5 xT. 
Solução: 

ERTO. Como todos : 
a s 2 17! = os 17 elementos sáo distintos, 1 
Uma vez que 17! = 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13 › temos 17! possibilidades 


14.15.1 

2, 3,5, 7, 11, 13 e 17) perte d ek pri 

( ) pertencem ao produto de 17!, então todos os AE res OE RR 
enores que 18 dividem 17!. 


2) ERRADO. De modo a manter os ; 

Ime europeu i, U; = fil : filmes europeus juntos, pod: 

filme peu 1, Ui = filme americano i e №, = filme nacional » emos montar o seguinte esquema (E, = 
i): ai 


EE, |U [us [Us [UL] un 

: > TU Tu, IX] 
7| Us| N 

Desta forma, devemos permutar estes 14 elementos e de a 1 3 

europeus, implicando que temos 14!.4! possibilidades TOR P HAN р 


p CERTO, EEE ULL RR] 
» гое: : 
ms EEEXPE[UUUUUUUU NND 
Deste modo, devemos permutar os 3 elementos acima e depois permutar interna: 
origem. Temos, assim, 31.41.81,51 possibilidades. Como 3! é divisível por 3 4l € di phan S 3.8 e 
divisível por 37 e 5! é divisível por 3, então 3!.4!.8!.5! é divisível por 3 ERR QE 
1 


61.412! 


17 133 53 72 £ divi 
temos que a 33.53.7?.11.13.17, que é divisível por 27.3*.5^ 7". 


ro 1 
: de Maneiras dife, 
орг nores que 18. 

Pre os filmes europeus 
!x 131 


juntos, inde 
à ntos, pendente 
maneiras distintas. di 


do 
que as de mesma origem fiquem 


am cópias do 

na mes 

cópias do mesmo dae das 5 brasileiras, 4 sejam cópi 

que pode ser organizad. > todas as demais são distintas Nesse 
a a prateleira é divisível por 2 x3 x 


4) CERTO. Considerando os elementos iguais, temos 


permutações. Fatorando os produtos, 


caminhos mínimos urna pessoa pode percorrer para ir do ponto А ao ponto B: 
a) sem restrições? 

b) sem passar por С? 

с) sem passar por CeD? 

d) sem passar por C ou D? 


Solugáo: 

Como devemos percorrer caminho 
direita (D) ao longo dos quarteiróes. 
uma indica que caminho (para cima ou 
a) Indo direto desde A até B, temos que, 
a direita (D) sete vezes. 


s mínimos, а pessoa sempre deve andar р 
Cada caminho possível é uma seqüénct | 
рага а direita) a pessoa deve tomar em са 


independentemente da ordem, ir para cim 


a esquina. 


6) A figura abaixo representa 17 ruas que se cortam perpendicularmente, sendo oito verticais. Quantos 


ara cima (C) ou para à 
a de letras Се D, onde cada 


a (С) oito vezes € para 


81 


Capítulo 4 Análise Co, 


т 
o de CCCCCCCCDDDDDDD,. Tera 


d > д á 
o mínimo possivel é uma permutas; 


Assim, cada caminh 


15! 5 caminhos. 
aio ICR А i = assando рог С. 
CM nhos mínimos de ir desde A até B p р 


| úmero de cami i E d eris 
| É cl ed : per: sáo equivalentes ás permutações das letr die оф e 
Os caminhos desde £ | 


vei i É C. 
nos possíveis para ir de А até 


! . БЕ, 
qe caminhos minin 
413! 


alentes às permutações das letras CCCCDDDD. Temos então 


i E 
; > 5 ão equiv: А4 
Os caminhos desde С até B sáo eq A 


4 


E 


` inhos mínimos possíveis. . AID с. é | 
| da do indireto de contagem, o número de caminhos de ir desde A até В sem passar por С éi 
Pelo método indir , 


iç ү eiras de ir d 
iras de ir desde até e estrições menos o num e man i 
ú s de ir desde A até B sem r ç mero 
| ao número de maneira i i ; d 


Ё 


sde д 


ki 2  — =3985 caminhos. 
até B passando por C. Portanto, existem Q7 43 44 


7 : Fis : А 
| item i i é s ——— caminhos mínimos. Para ir de C até 
c) Pelo item anterior, para ir de A até C temos 43! D temos 


| | | somente | caminho possível. Para ir de D até B, temos que permutar as letras CCCDDDD, oy 


' ! a В А E x 
i existem xi caminhos. Conseqüentemente, pelo método indireto de contagem, 


Seja, 
tema 


———-——.1.—— = 5210 caminhos. 
81.71 4131 3141 | | К 
d) Inicialmente vamos calcular o número de caminhos mínimos para ir de A até B passando por D. O 


| 
do! ол 7! 
| I M 1 
| 
| 


caminhos de А até D são equivalentes às permutações das letras CCCCCDDD. Assim, temos È 


Y caminhos. Os caminhos de D até B são equivalentes às permutações das letras CCCDDDD. Assim, 


| 


! ! ! 
И! temos E caminhos. Desta forma, para ir de A até B passando por D temos de E 
| | 


caminhos. 


51.3! 3t 4! 

Para contar o nümero de maneiras de ir de A até B passando por C ou D devemos somar o nümero de 
ШИ maneiras de ir de A até B passando por C e de ir de A até B passando por D e subtrair desta soma o 
| número de caminhos de ir de A até В passando por C e D. Em linguagem de conjuntos: 
A 7 8 8 7 7 ! | 
| n(CUD) = n(C) + n(D) - п(Сер) = — Ay ал. - ода 1 BUS = 3185 

413! 444! 5137314! 43^ IA | 
Finalmente, para calcularmos o número de maneiras de ir d : 

T s as € A até B sem passar por C o 

calcular o nümero de maneiras de ir de A até а р н 


В sem restrições e subtrair deste valor о número de 
. . H ! 
| | maneiras de ir de A até B passando por C ou D: d3 -3185 = 3250 
71.8! i 


7) (IME-96) É dado um tabuleiro uadrado 4X4, Deseia-se ало; M 
| quadrado superior esquerdo, Os ER ` 2904-80 atingir o quadrado inferior direito a partir do 


ão os representados pelas setas: 


imentos permitidos s 


| De quantas ma 
E Solução: 


Neiras isto é possível? 


82 


e 


Esta questão é semelhante à anterior 
agonal. Cada caminho pode s 
as er repres 

er 


em di са 

horizontal para а direita), у (movimento Made 
IX S А а 

para baixo). Vamos separar a análise desta que: "e 
em diagonal que podemos realizar: Stáo 

¡y Nenhuma diagonal: os cami " oa ná 

¡) Nen Pi aminhos são representados pela núme 

Permutação d 
as letras HHHVV 
V 


Assim, temos 33 = 20 caminhos. 
ii) Uma шый os caminhos sáo representados pela pe 
4 Н " TMutaçã 
Assim, temos 21.21 =30 caminhos. $0 das letras DHHvvy 


iv) Duas diagonais: os caminhos são Tepresentados 
| 4! : pela permutação das ler 
Assim, temos — = 12 caminhos. Tas DDHV 


v) Três diagonais: os caminhos são representados pela pe ã 
Assim, temos evidentemente, somente 1 caminho. permutacio das letras DDD 


Somando todos os casos concluímos que existem 63 caminhi 
OS possíveis. 


. Solução: 
| 
quer alcangar um ponto que está a 5 metros de 


Como o gafanhoto vai dar nove pulos de um metro e 
distáncia, certamente ele vai dar sete pulos para frente (F) e dois pulos para trás (T) 
Portanto, cada forma diferente de ir de A até B pode ser representada por uma permutação de sete letras 


Fe duas letras T: FFFFFFTT 


" 9! "n 
Conseqüentemente, teremos J3^ 36 possibilidades. 
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COMBINAÇÕES 


x ЭРТ РТ ar de ordem elementos distin 
4.11. COMBINACOES SIMPLES mero de maneiras de troca 


i | ай ê já deve ter se per 
pad lado ш. de um círculo. Entretanto, Mc o remada 
s el inha ou ao ; ессе 5 50 E ele; 
iguais, colocando-os em linha dE de objetos, quiséssemos E 
se a uma q 
como fazer se, dada 


a que ё vai comprar duas са 
a que você vai netas 
К e da ordem da escolha? Por exemplo, ia a das contas, depois de Comprar 
independentemente ‹ A ossui oito tipos diferentes de canetas. com que você escolheu cada caneta, 0 
i distintas em uma а е poni compradas, tanto faz a orde basquete dentre doze possíveis. devem 
canetas e você olhar г $ tanto Жаба. e 
| as canetas e voce O x jn cinco jogadores l 
| x гос tem que dizer quais joga T d aeo foram ойшы е 
mesmo acontece se vocé tem pe importa a seqüéncia com que estes cl sim 
f entrar jogando pelo seu time. Não imp 


tos ou з Ej 


x 
n 


dm s ian BIN ope а. 


e соо ê quer escolher três objetos de 8 possíveis distintos. Enumeremos os 
P 'Océ quer es S d 
or exemplo, suponha que vocé que 


: . Na 1* escolha temos 
| objetos: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 е 8. Organizemos as escolhas: 


1º escolha 2º escolha 3º escolha | 
| ibili 3 ha temos 6 possibilidades. Pelo 
5 ades е na 3* escolha 
ibilidades, na 2* escolha temos 7 possibilidades na à | 3] / с 
| | : elo deni ipli " in nümero de seqüéncias possíveis de trés objetos distintos é 8.76: 336. ! 
| | incípio da multiplicação ER ma que rend | 
| | Contido nestas 336 seqüências estão contadas escolhas idênticas, uma vez ber а d е е i 
alhos idos i sim, temos a segu 2460 
nossas escolhas a ordem dos elementos escolhidos importa, Assim, te Ras s EE e i 
também a seqüéncia 6 4 2, que são idênticas se você estiver interessado somen кые ч os. i 
Como entáo fazer para calcular o número de maneiras de somente escolher Os objetos? amos } 
a Р : К E : "- ког 
inicialmente contar quantas vezes cada selegáo de objetos (sem interessar a еен em a são | 
| 5 1 * ota q ЧЫ N e æl E 
| escolhidos) é contada nas 336 seqüéncias. Como estamos escolhendo 3 objetos, po PE os de i 
la Р E М 4 ada /C7es 3 segiiê síveis PE 
| 3! = 6 maneiras. Assim, a escolha 5 7 8 é contada 6 vezes nas 336 sequenctas possiveis de 3 objetos dos ! 
8 dados. Portanto, o número de тапеігаѕ de escolher 3 objetos distintos dentre 
ji zl a 396. oed. O nome que se dá para cada uma destas escolhas de objetos distintos é 
| 
MEM 6 


————— é 


8 objetos distintos é igual ! 


ене. 


combinação | 


n 


| Simbolicamente, representamos por (2) ou C, k ou CÊ e lê-se combinação de n elementos tomados k a 


k. No exemplo analisado anteriormente prov 


8 
| tomados 3 a 3 é 56, ou seja, E =56. 


— MÀ 


amos que o nümero de combinações de 8 elementos 


ачаб 


“Vamos agora generalizar Digamos que voc 


é deseja ct 
k elementos dentre n distintos 


fornecidos, 0 $ k < y. ү 


Маг de quantas manes pode-se ésto 
¿MOS organizar as е 


seolhas da seguinte forma: 


. 3 escolha Ki 
Note que para a 1° escolha temos n possibilidad 
para a 3º escolha temos n - 2 possibilidades 
+ 1 possibilidades, Desta maneira, o númer 
é igual a n.(n - Din = 2).(n- k4 
uma vez que a orde 
escolhidos. Deste 


V escolha 24 escolha 


escolha 


es; para а 2º escolha temos n 
» ASSIM sucessivamente 


1 possibilidades; ; 
> até a K escolha, em que temos n -x` 
demos formar com k elementos dos п 
stamos interessados nas sequências dos elementos, 
Sa, estamos querendo apenas determinar quais vão seri 

Dto =2..(n-k + 1) sequências é contada К! vezes pois ў, 
maneiras, Assim: | d = 11 1) (0-2 .(n-k4 П 


К É as COR CUT 


k! 
8 expressão por (n — К)!; 


0 de segiiências que po 
1). Porém não e 
m destes não interes 
modo, cada uma das n.(n - 


podemos permutar k ele 


mentos distintos de k! 


Multiplicando o numerador e q denominador desta últim 


| - ado Dn. 22). (n к) (n =k)! EN n! 
kj Ta HA n | үсе : 


k!(n ку 


К) Kln-kj 


1) (AI 
a)l | 
Solug: 
Saben 
plano: 


пате 


2) (М 
difere 
rechei 
a) 525 
Soluç 
Como 


quiser 
dois t 


tipos ‹ 


Сото 
гесһе 


3) (U 
conve 
Soluç 
Toda 
Sendc 


então. 


4) (PI 
decidi 
quais 
comp 
a) 45( 
Soluç 
Vamo 
i) se ( 


Há2 ү 


il) se « 


(1) 


Assim 


A 


Exemplos: 


а)1 b)2 c)3 d)4 
Solução: 


3) 3q4^ 


а) 525 b)630 c)735 d)375 e)4so 
Solugáo: 


Como temos 3 ti JOS 
temos p para esc lhe 1, е identemente, temos 3 po sibilidad $ 1 
de pães esco T V S es de escolha. Se 


isermos es er exatamente i > 
quise escolher exatamente 1 recheio temos 10 10 possibilidade | 
| Possibilidades. Mas se quisermos escolhe 


A : 10 | 
dois tipos de recheios temos PL M ibili 
2 28 = 45 possibilidades. Por outro lado, se quisemos escolher 3 
tipos de rechei 10 10! 
ipos de recheios temos 3 = 33 = 120 possibilidades. 


Como devemos escolher o tipo de pão e os recheios (que podem ser 1 recheio ou 2 recheios ou 3 
recheios), pelo princípio da multiplicação temos 3.(10 + 45 + 120) = 525 possibilidades. 


3) (UFMA-2003) Determine, usando análise combinatória, o número de diagonais de um decágono 
convexo. 
Solução: 
Toda vez que escolhermos dois vértices de um decágono podemos traçar uma diagonal ou um lado. 
Sendo д0 o número de diagonais de um decágono, como o número de lados de um decágono é 10, 


10 ! 
2) A s ds > dio = 35. 


7 21.81 


então: djo +10 | 


o de uma selegáo de futebol 
gol e os demais atuam em 
ros 11 jogadores que irão 


mpenho de seu time, o técnic 
s, 2 dos quais só jogam no 
dos ele pode seleciona 


4) (PUC/SP-2001) Buscando melhorar o dese 
decidiu inovar: convocou apenas 15 jogadore 
quaisquer posições, inclusive no gol. De quantos mo 
compor o time titular? , 

a)450 b)480 с) 550 4)580 е) 650 

Solugáo: 

Vamos separar a análise desta questão em de 
i) se o goleiro é um dos 2 jogadores que só jogam como 
13 i olhe 
Há 2 maneiras de escolher o goleiro € 10 — 286 maneiras de esc 
gam em qualquer posição: 

que entrarão jogando. 


em dois casos: | 
goleiro: 


ros 10 jogadores de linha. 


ii) se o goleiro é um dos 13 jogadores jo 


13 , 
| )- 78 possibilidades para escolher o5 11 jogadores 


11 ; 
Assim, temos no total 2 x 286 + 78 = 650 possibilidades: 85 


$ 
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sui sete blocos cilíndricos, todos de cores diferentes, ui lý 

atro têm altura igual a 20 cm e os outros três x hag À 

alguns desses blocos, formando um с; Ma É 
Cilindro ^s 

"ug 


a criança pos 
5) (UFMG-99) Uma criar | en 
lares têm o mesmo ralo. Desses ia ш ao 
igual a 10 cm. Ao brincar, a crianga costum I 
usi : ilizados. i 
a depende dos blocos utiliza N o | E e e 
COJINES de quantas maneiras distintas a criança pode fort que tenham даб, 


ст de altura. 
о ue os blocos possuem соге$ distintas, apesar de alguns possuírem mesma altura i 
na vez - "er H H » 
и todos sáo elementos distintos. Como devemos empilhar os blocos, além de escolhe 0% 
эм entrar para cada pilha, também devemos permutá-los, de modo a alcançar todas as с 
a de pilhas de 70 cm: 


possíveis. Observemos 05 possíveis casos : 
ossibilidades de e , E 
| j P scolher os tra, blog 


onfi Braç de 


i) 3 com altura de 20 cm e 1 com altura de 10 cm: Temos 


cilíndricos de 20 cm e (1) possibilidades de escolher o de 10 cm. Depois disto temos que permutar q, 


blocos escolhidos, que pode ser feito de 4! maneiras. 


4 "ET 
ii) 2 com altura de 20 cm e 3 com altura de 10 cm: Temos (2) possibilidades de escolher os três blog 5 


cilíndricos de 20 cm e B possibilidade de escolher os 3 de 10 cm. Depois disto temos que permutar; 


5 blocos escolhidos, que pode ser feito de 5! maneiras. 


| GU CI 
Assim, no total temos | 14 || [5!21008. 
ЗЛ RJ 


qm a de dominó possui 28 pegas distintas. Quatro jogadores repartem entre si ess: 
+ peças, ficando cada um com 7 pegas. De quantas maneiras distintas se istribuição? + 
a)28!/7!4!  b)28!/4124! с) 281/(71)* d) 281/7121! ВЕ 
Solução: 


PETI VLS Ra i TE RA 


RADA 


Suponhamos que a ordem com que as Peças são divididas interessa. Assim, temos 5 possibilidad | 


A: 


21 


; | Possibilidades de distribuir 7 peças para o 2º jogador, E 


y 


de distribuir 7 pegas para o 1° jogador, | 


possibilidades de distribuir 7 pegas para o 3° jogador 4 ibili | 
p Jogador e Н possibilidades de distribuir 7 pecas parao! | 


Jogado * Ре ta fo а, O núme О de maneira e ( is ribi ir orde о! ado e 
I es f rma, d S de d adc | 
| Y y Y | * | i : IStribui d na damente as cartas pelos j g res 


7.21 7.141 71.77. — q) ' ; 


professores de Matemátic 
de sete membros. 


a € 15 de Portugués. Pretende-se forms а 
ser formadas? t 


pelo menos, três 
Solução: 


> temos 25 profe 
a) Como SSOres para « 
Escolhe 
r7 


A > А , então te 
a Mos 
b) Pelo método indireto de Contage 
m, Podem 


. Os calc 
do número de comissões com nenhy Ular 
тр 


9 númer, 
O de comi 
А Tofessor dé Omissões sem Testrições e subtrai 
comissões com pelo menos um profess atemática, Desta fo * rair 
c) Separemos a análise em casos: or de matemática rma temos *G 


(4 15 
4 ( ,) Possibilidades, 
|9 15 

3 K н) Possibilidades. 


iii) comissões com 2 profes m 
iii) p Sores de matemática e 5 de portugués; | | | 


10 2)5 
Temos, no ota, [ BE 101115 " 101/15 Ds 
4 3 з Д4 25 Possibilidades. 


e 
310 b)ll  c)12 913 e a 805. Quantos eram os jogadores? 
Solução: 


¡) comissões com 4 professores de Matemática e з 
ae de ро 
А rtugués; 


ii) comissões com 3 professores de Matemática e 4 
© 4 de portugué 
gues: 


Possibilidades. 


Para organizar um jogo basta escolher dois dos n times do torneio. Assim, temos б jogos nessa fase 
Ы , 
2 . 


i [B]. n(n-1) 
Para Portanto: BE > 5 n'-n-156-0 > (n*12(n-13)-0 > n-13. 
9) (Fuvest-2003) Uma ONG decidiu preparar sacolas, contendo 4 itens distintos cada, para distribuir 
| entre a população carente. Esses 4 itens devem ser escolhidos entre 8 tipos de produtos de limpeza e 5 
idades tipos de alimentos não perecíveis. Em cada sacola, deve haver pelo menos um item que seja alimento 
{ náo perecível e pelo menos um item que seja produto de limpeza. Quantos tipos de sacolas distintas 
14) podem ser feitos? 
7) a)360  b)420 с) 540  d)600  e)640 
ү Solucáo: 
304 Separemos em casos: 
| de limpeza: | ||? |= 80 possibilidades. 
res é i) sacola com 1 alimento não perecível e 3 produtos peza: Е 
8 a ius 
: . = 280 possibilidades. 
foni Za: 1 
ii) sacola com 2 alimentos não perecíveis e 2 produtos de limpe NE 
81/5 ‘bilidad 
; : = 280 possibilida es. 
T nem de limpeza: | || | 
rmar. ili) sacola com 3 alimentos não perecíveis e 1 produto ре22: (4 T] 
Desta forma, temos 640 sacolas distintas. Ыар нй БШ 
. dágio, sendo ' NA^ urso 
E . 4 dois postos de pe :aiante realizará O perc 
| 10) (EsPCEx- e duas cidades A e B há dois p astecimento. Um viajan abastecimento. 
ca € x-2000) Entr em 10 pontos de ab três vezes para 
€ 0 segundo com 4 cabines. Há também 19 Р ando 


e passar pelas cabines 
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: ágios € par z 
elos dois ade adi uma das opções d 


entre e i assando pelos 
ssas duas cidades p ealizar O percurs 


Entendendo por “formas diferentes дет 


Capítulo 4. Análise Combinar, t 


os postos de abastecimento, o número de formas diferentes como ele poderá mi | 
гп ; 


de pedágio e para | ду. E 
curs idade A para a cidade B c: 

каш o ^ c)1200 4) 2400 e) 14400 | 

а | 

Solugáo: | cabine do pedágio A deve passar (5 possibilidades), qual Cabine A: 


s) e escolher 3 dos 10 pontos de abastecimento (C, 3 
“Че у 


O viajante deverá escolher qua 
5.4.Cio,3 = 2400 possibilidades. 


pedágio B deve passar (4 possibilidade 
possibilidades). Conseqüentemente, temos 


distintos, formados por 1, 2, 3, 4 Seg 


i 
11) (AFA-98) A quantidade de nümeros naturais de 4 algarismos | 
que contém O algarismo 3 ou O algarismo 4 é | 
a) 196  b)286 c)336  d)446 ] 
Solugáo: | 
Temos trés casos a considerar: | 

| 


i) o algarismo 3 pertence ao número e o algarismo 4 não pertence: : 
Temos que escolher os 3 algarismos restantes, dentre os 4 possíveis (1, 2, 5 e 6) e depois permutar оці 


algarismos do número. Assim, № = Ca, 3.4! = 96. 

ii) o algarismo 3 não pertence ao número e o algarismo 4 pertence: É 
Mais uma vez, temos que escolher os 3 algarismos restantes, dentre os 4 possiveis (1,2,5 e 6)e depois; 
permutar os 4 algarismos do número. Assim, № = Ca, 3.4! = 96. i 
iii) o algarismo 3 pertence ao número e o algarismo 4 também pertence: р 
Temos que escolher os 2 algarismos restantes, dentre os 4 possíveis (1, 2, 5 e 6) e depois permutar os | 
algarismos do número. Assim, № = C4 2.4! = 144. 

Desta maneira, temos no total № + № + № = 336 números. | 


12) (Escola Naval-2004) O maior número de planos que podemos formar com 10 pontos distintos del 
espago, dos quais 6 sáo coplanares é | 
i 

1 


a)30 b)31 c)100 d)101 е) 208 
1° Solução (Método Direto de Contagem): 


Sabemos que cada seleção de três pontos náo-coline i 
ão- eares determina um pla ê t 
а plano. Temos trés casos M 
i) Escolher 3 pontos somente dos 4 não coplanares: C4 з = 4 planos d 
ii) Escolher 1 ponto dos 4 nào coplanares e 2 s " б 
i pontos dos 6 coplanares: (Cy 1)(С; 2) = à 
iii) Escolher 2 pontos dos 4 coplanares e | ponto dos 6 coplanares: (C EUN i E pm i 
Então, no total, temos 4 + 60 + 36 = 100 planos ue EE E | 
а È М . m i 
2 Solução (Método Indireto de Contagem): | 
Vamos contar a quantidade de 1 i 
maneiras de escolher 3 pont i | 
І | 3 os dentre os 10 S i 
quantidade de maneiras de escolher 3 | Vp RR CRE КЫ, 
5 : pontos coplanares. Esta s à i З 
maneiras de escolher 3 pontos náo coplanares, cada maneira e о de di е E 
quantidade de plano é igual a Ci, 3 С, з = 120 — 20 = 100 RA UND IBN to нд 


g 


13) (UFMG-2003) Um b é 
ar é 
iy iua м Ea IE por 52 cartas divididas em quatro naipes distintos. Cada 
me = 2 Cartas numeradas de 2 a 10 i Ге) 
presentadas, respectivamente, pelas letras J, Q, K e A a 10, mais Valete, Dama, Rei € ÁS, 
Um par e uma trinca consistem, respectivam i | 
Um full hand é uma combinação de cinco cart 
и essas informações, CALCULE 
a) de quantas maneiras distinta 
s se pode for 
а i isti p mar um fill hand c. i 
FE T те Ж se pode formar um full hand ven du n a 
eiras distintas s | күра | 
io 5 se pode formar um full hand. а 
а 
З AE este full hand devemos escolher o 
Pes das 3 cartas de 2 (escolher 3 dentre 4 possí 
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ente, d 2 
as form Ss € de trés cartas de mesmo nümero ou letra. 
, ada por um par e uma trinca. 


mm um d RN 


S naipes ei 
visa dos 2 reis (escolher 2 dentre 4 possíveis) € 05 
; ASSIM, temos C, ».C, 3 = 24 maneiras 


escolher Os naipes do par de seis (escolher 2 dentr 
Ossibilidades) e seus nai 
ps 2.12.C4,, = 288 maneiras. 

vemos escolher а carta do par (13 possibilidade 
Possíveis), a carta da trinca (12 possibilidades 
Assim, temos 13€ 


as cartas da trinca (12p 
Deste modo, temos C4 


5), os 2 naipes desta carta (escolher 2 dentre 4 


) e os 3 naipes desta carta escolher 3 dentre 4 iveis 
4,2.12.C4 з = 3744 maneiras. | ТИЕ 


: icionado ao centro como apresent 
Figura abaixo. , араара 


"mutar os 4 
Y 
5) e depois 
nutar os 4 
T M om base nos dados apresentados no texto, considerando-se que a composicáo das mesas inicia-se pela 
ЕТ } . hesa A, seguida da В e depois da C, e que a posigáo que cada candidato possa ocupar em uma mesa seja 
tintos do” elevante, julgue os itens abaixo. 
| 1) Existem exatamente (18!)/(12!) composições diferentes para a mesa A. 
А . . s Рич . . + 
ў т ) Existem precisamente (121)(6')/(3!)* composições distintas para a mesa A, de maneira que 
f xatamente 3 dos 6 candidatos que compóem a mesa sejam mulheres. 


B) Existem precisamente (185) (121)(61)? maneiras distintas de serem formad 
andidatos cada um para ocuparem as 3 mesas. 


4) Se, em cada uma das mesas, dois lugares deveráo ser o 
12!)(6!)/(8!)(4!) composições distintas para a mesa A. 
bolução: 

1) CERTO. Para formar a mesa A devemos escolher 6 das 18 pessoas. Claramente, isto pode ser feito 


18 
le | = 18 "mal | possibilidades. 
6) 6.12! 1216! (12 


casos а. os 3 grupos de 6 


cupados por mulheres, haverá exatamente 


valora; a M 
lade de ; | " | | “aa days 
ssim, a i l^ ERRADO. Devemos escolher 3 das 6 mulheres e 3 dos 12 homens: (5) 3 )- 3ar39 Gy 
| Wbossibilidades. | 
/ id | = 
. Cada © f 3) ERRADO. Para escolher as 6 pessoas que vão ocupar a mesa A temos (5) possibilidades, para a 
An > | 
кты Г ibili ibilidad 6 que sobraram). Desta 
E EN esa B temos possibilidades e para a mesa C temos 1 possibilidade (os 6 qu 
1 letra. è + E 6 
"E o HIS. cq qa ТО 
OE s forma, para distribuir as 18 pessoas temos | 6 | 6 y ӨЗЕП dA (6) possibilida 
ро QN в 12 
1 (4) ERRADO. Devemos escolher 2 das 6 mulheres e 4 dos 12 homens: 214 "aM a8 
А possibilidades. 
м. 89 


emos formar usando as letras da palavra 


acteres distintos pod А 
mas сот 6 caracteres di р entre as consoantes, haja pelo 


15) (ITA-94) Quantas anagra tenham duas consoantes € que, 


QUEIMADO, anagramas estes que con 
menos uma vogal? 700 
a)7200 6) 7000 с)4800 d) 3600 е)2 
Solugáo: . 
Como o anagrama deve possuir 
is, inicialmente 
3 consoantes e 5 vogais, inicialm а ды 
anagrama. Para simplesmente escolher (depois iremos p 
с as vogais temos Cs, 4 possibilidades. 
Vamos agora calcular as permutações a 
deve existir pelo menos uma vogal. Vamos utilt 
anagramas, sem restrições, é 6!. Agora vamos са 
juntas. Podemos organizar o seguinte esquem: 


e depois internamente as 


es e 4 vogais, e à palavra QUEIMADO Possui 
consoantes e as vogais-que vão formar y 
) as consoantes temos C3, 2 possibilidades 


6 letras, sendo 2 consoant 
temos que escolher as 


embrando que entre as duas consoantes 
direto de contagem. O número total de 
agramas com as duas consoantes 


destas letras escolhidas, | 
zar o método in 
Icular o número de an: 


2 vogais. Temos, assim, 5!2! 
Portanto, devemos permutar os 5 elementos 


possibilidades. 


= amas. 
Pelo método indireto de contagem temos (C3, 2)(Cs, 4X6! — RO OE 


А imeiras 1 
16) (ITA-02) Quantos anagramas сот 4 letras distintas podemos formar com as 10 primeiras letras do 


alfabeto e que contenham 2 das letras a, b e c? 

a) 1692  b)1572 c)1520 d)1512 е) 1392 

UE imprecisào no enunciado, pois nào é citado de cada anagrama deve perdo Maud 2 das 
letras a, b e c ou pelo menos 2 das letras a, b e c. Vamos entender que o que é pe o лн де 
anagramas com exatamente 2 das letras а, b е с. Neste caso, devemos escolher 2 entre 3 elementos 
distintos (vogais), depois escolher 2 dentre 7 elementos distintos (consoantes) e finalmente permutar os 
elementos escolhidos. Assim, temos (Сз, 2)(C7, 2)(4!) = 1512 anagramas. 


17) (IME-91) Dado o conjunto A = (1, 2, 3, ..., 102), pede-se o número de subconjuntos de A, com três 
elementos, tais que a soma destes seja um múltiplo de trés. 

Solução: 

Vamos dividir os elementos do conjunto A em três outros conjuntos de acordo com o seu resto na 


i 
divisáo por 3: | 
$ 


Ao = {3, 6, 9,..., 102); А = {1, 4, 7,..., 100}; Аз = (2,5, 8,.., 101} x 
Ao é o conjunto formado pelos elementos de A que deixam resto 0 na divisão por 3, A; é formado pelos 
que deixam resto 1 e A» é formado pelos que deixam resto 2. 

Observemos as quantidades de elementos de cada conjunto: n(Ao) = 34; n(A1) = 34; n(A») = 34. 

Para que a soma de 3 nümeros inteiros seja mültiplo de 3 temos duas situacóes: 

i) os 3 números deixam o mesmo resto na divisão por 3: 

Assim, devemos escolher 3 números que deixam resto 0 na divisão por 3 ou 3 números que deixam resto 
| na divisão por 3 ou 3 números que deixam resto 2 na divisão por 3. 

Temos, portanto, C34, з + Сзаз + Сз = 3.C3 5. 

ii) cada um dos 3 nümeros deixam um resto diferente na divisáo por 3: 
Neste caso, devemos escolher um dos 34 elementos de Ao, 
elementos de A;. Conseqüentemente, existem 34.34.34 = 34? 
Desde que separamos a análise em dois Casos, no total temos 


um dos 34 elementos de A, e um dos M 
possibilidades. 


3.C34,3 + 34º possibilidades. 


18) (IME-93) Numa escola há 15 co 


duas comissões e cada duas comi 
participam. 


a) Quantos alunos tem a escola? 
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missões, todas com i 
ssões possui exat 


gual número de alunos. Cada aluno pertence à 
amente um membro comum. Todos os alunos 


пр 


lise Combinatória > 
se Combinatória - 


is letras da Palavra 
soantes, haja Pelo 


b) Quantos aluno 
Solução: 


4 S participam de c 


ada comissão? 


IEIMADO Possui { 
jue vào formar o 
32 Possibilidades 


duas consoantes 
número total de 
duas consoantes 


Pertence às duas comiss 

aluno. Portanto concluí 
Д al ао número de ares de comissó 

podem ser formados. Como temos 15 comissõe 5 йе ae 


b) Suponha que o número de alunos Por comissão seja igual a k. 
Montemos uma tabela de distribuição dos alunos pelas comissões: 


comissão | | comissão 2 |... | comissão 15] 


os, assim, 51.21 


membro 1 
membro 2 


neiras letras do 


membro k 
Evidentemente, o número de vezes que preenchemos esta tabela com os nomes dos alunos é igual a 15.k 

Por outro lado, como o nome de cada aluno vai escrito duas vezes (pois cada alunos pertence a duas 
comissóes) na tabela acima, entáo também podemos afirmar que o número de vezes que preenchemos a 
abela acima é igual a 2.105 = 210. Assim: I5k=210 > к= 14. 


atamente 2 das 
+ o número de 
e 3 elementos 
e permutar os 


19) (IME-94) Seja um octógono convexo. Suponha que quando todas as suas diagonais são traçadas, não 
á mais de duas diagonais se interceptando no mesmo ponto. Quantos pontos de interseção (de 
diagonais) existem neste octógono? 


Solução: 
ome quatro vértices deste octógono. Observe a figura abaixo, onde traçamos todos os segmentos de 
eta possíveis com os quatro vértices. 


аа И 


eS 


ME aras ad 


€ A, com trés 


ORE 


a од 


Note que para toda seleção de quatro vértices do octógono existem trés 
pontos de intersegáo de diagonais, na figura representados por P, Р, e Рз. 
Deste modo, podemos afirmar que o número de pontos de interseção de 
Р; diagonais é igual trés vezes o número de maneiras de escolhermos quatro 


seu resto na 


Pan 


rmado pelos 


de 


À , К К 8 
entre os oito vértices do octógono. Assim, existem р = 210 pontos de 
34. 


interseção de diagonais. 


Р, 


eixam resto 


8820) (IME-88) Considere um tomeio de xadrez com 10 participantes. Na primeira rodada cada 
participante joga somente uma vez, de modo que há 5 jogos realizados simultaneamente. De quantas 
formas distintas esta primeira rodada pode ser realizada” Justifique sua resposta. 

1* Solução: 

Sejam a dez participantes representados por: Py, P2, Рз, Pa, Ps, Ре, Р), Ps, Pye Pro. " idus 
Inicialmente imagine a tabela da 1* rodada sem nenhum jogo escolhido. (0) participante ) А олиң 
certamente vai jogar contra outro participante. A escolha deste participante pode ser feita de Я 
Suponhamos que P, jogue contra Ps. Já temos um jogo marcado: P, X Ps. ca 
O jogador P» vai ter que jogar contra alguém da 1* rodada. Sobram 7 pos a 

adversário. Digamos que P; jogue contra Py. Temos o segundo jogo marcado: P» X Po. 


um dos 34 


EET) pp айне A n ti P age 7: 


capítulo 4. Análise Combinatória 
ibilidades de escolha de seu adversário, 


Temos 5 poss 


r que jogar. iro jogo: Ps X Pu. Zoe a 
deta с de escolher seu adversário. Digamos 


O jogador P; também vai te 
as 


¡ a Pa, fazer Я : 
Suponhamos que Ps jogue contri Ta Sobram ainda 3 тапе1г 


t 
i i | * rodada. | 
P, também vai ter que jogar na 1 ro pads seja Pe X Pro: r | | 
due Ps jogue contra Po, implicando que o 4 jogo Seja “+ ainda nào foram escolhidos, 
À 
} 
1 


¡mes que 
"MN e é pegar os times q a rodada 
últi j $ s 1 possibilidade, que е pes? Á vos da 1° rodada. 
Det вн pur M 945 possibilidades de realizar os 5 Jog 
esta forma, existe! .[.9.2. - 


PUE (2) possibilidades. Depois do 1° 


: а; er feito de 
Escolha um par de times para realizar o 1 jogo. [sto pode s 2 : 
r o 2? jogo temos В possibilidades, 


i imes para faze 
jogo ser marcado, na escolha de mais um par de times p 


е е t ibili Tê scolha do 4 jo o E 
i j g ossibilidades, para a € 9 ў g 
nalogamente, para a escolha dos times do 3 jogo emos | | р 


ividir a multiplicação das quantidades 


з а { 
acima por 5!. Assim, o total de maneiras de marcar a 1° rodada é E 


2 
o; Е ibilidades. 
temos (2) possibilidades e па escolha do 5” jogo temos (2) possi 


Como a ordem de escolha dos jogos é irrelevante, devemos d 


21) (IME-2000) Seja o conjunto: 

"” = ((k¡,k>2)|1<k,<13; 1 < k2 € 4; kı, ko e IN). " 
Determine quantos subconjuntos L = ((x1,x2), (y1,y2), (21,72), (т), (nr), L c D, existem com 5 
(cinco) elementos distintos, que satisfazem simultaneamente as seguintes condições: 

axi-y-z; 

b)xis ti хр#г, ti zr. 


Solugáo: 
Antes de começar a contar devemos analisar o que estamos contando. Como estamos querendo calcular 


a quantidade de conjuntos L (que obedecem às condições a e b) então a ordem dos elementos de L não 
interessa, uma vez que em um conjunto somente estamos interessados nos elementos que o compõe e 
não da ordem em que estão listados. Assim, podemos afirmar que os conjuntos A = {1,2,3} e B= (3,1, 
23 são iguais. Conscientes disto, vamos começar a contagem. 
Iniciamos escolhendo o valor dos elementos Xi = yi = 21. Para tanto temos 13 valores possíveis. Como 

os elementos (x,,x;), (уу) с (21,22) são distintos dois a dois, então X2 * y», Хә # 22€ y» # Z2. Assim, 

devemos escolher 3 valores dentre 4 distintos, ou seja, temos Ca, 3 = 4 possibilidades. 

Note que já calculamos o número de manciras de formar os elementos (x1,x2), (y1,y2) е (21,22). 

Como t,  r; então os elementos (11,0), (г,г›) são distintos para quaisquer valores de t; e r2, que podem 
até ser iguais. Desta forma, temos Cia,2 = 66 possibilidades para escolher os valores de t, e r e 4.4 = 16 
possibilidades de escolha para os valores de ty e r». 

Concluímos, entào, que existem 13.4.66.16 = 54912 subconjuntos L. 


22) (IME-2004) Ao final de um Campeonato de futebol, somaram-se as pontuagóes das equipes, 
obtendo-se um total de 35 pontos. Cada equipe jogou com todos os outros adversários apenas uma vez. 
Determine quantos empates houve no campeonato, sabendo que cada vitória valia 3 pontos, cada empate 
valia 1 ponto e que derrotas não pontuavam. 

Solução: 


] 


Digamos 


lhidos. 


'ois do 1° 
ilidades, 


9 4° ]оро 


ntidades 


| com 5 


calcular 
e L nào 
mpóe e 
= (3,1, 


. Como 
Assim, 


podem 
4=16 


quipes, 
na vez. 
empate 


анаа c oca e 


LE ie 


E sic re ER ей n 


AFROS quien croi Xj Fa pe 


E | | | atamente uma 
então o número de Jogos disputados é igual a i 


Seja n ú ed 
Ја n O número de times do campeonato. Como cada equipe jogou d Análise Combinatória 
a outra ex А 
ч { 


- O va ах! i 
5 alor máximo de pontos totais 


) ео “Valor minimo de pontos 
distribuindo 2 pontos na tabela de 
> 2n(n-1)<70< 3n(n-1) (1) 

Como п é inteiro positivo, resolvendo a ine 


Analogamente, resolvendo 3n(n- 1) 2 70 
Portanto, concluímos que a ünica solugáo 


quação 2n(n - 1) < 70, encontramos que 1 <n<6. 
(n inteiro positivo) encontramos que n > 6. 
inteira positiva para a equação (1) é n = 6, implicando que 


? 6 
foram disputados (5) = 15 jogos no torneio. 


Como a diferença de pontos distribuidos entre um Jogo que não terminou empatado e outro que terminou 
empatado é 1, entáo o número N de jogos que terminaram empatados é igual à diferença entre o número 
máximo teórico de pontos totais dos times e a quantidade real de pontos totais dos times ao final do 


А : 6 
torneio. Assim: N= (5) -35 = 45 – 35 = 10 jogos empatados. 


23) (IME-80/81) O professor Sah Bido quer oferecer jantares para 3 alunos de cada vez. O professor tem 
7 alunos e quer oferecer 7 jantares, com a restrição de que um mesmo par de alunos não pode ser 
convidado para mais de um jantar, isto é, se os alunos A, В e С comparecerem a um jantar, então a 
presença do aluno A, por exemplo, em outro jantar, impedirá a presença de С ou de В, neste jantar. 
Chamando-se de programa a um conjunto de 7 jantares nas condições especificadas, pergunta-se: 
quantos programas diferentes poderão ser formados? 


Solução: 
Observe que nesta questão um programa é uma seleção de 7 temos de alunos. Como no enunciado é 


usada a palavra conjunto, entenderemos que a ordem com que os ternos de alunos são organizados no 
programa não interessa, bastando apenas escolher (sem permutar) os 7 ternos. 


Montemos uma tabela para organizar os 7 jantares: | 
| jantar 1 | jantar 2 | jantar 3 | jantar 4 | jantar 5 | jantar 6 | jantar 7 
aluno 1 
aluno 2 -; 


| aluno 3 | 

Representemos os 7 alunos pelas primeiras 7 letras do alfabeto: A, B, С, D,E,FeG. | 
S : rmos debaixo de cada jantar os trés pares de alunos possíveis de serem formados por dia, ao 

e escreve a s os formad " 
final do preenchimento da tabela acima teremos escrito 21 pares de alunos, todos distintos, uma үе 
o mesmo par de alunos náo pode ser convidado para mais de um jantar. Por i lado, ж Aa 

sé = 21 entáo concluímos que е 

ахі s formar com os 7 alunos é Сз, > 21 1er 

áximo de pares que podemo | ) | ре 
оа os 21 pend possíveis de alunos são escritos. Assim, podemos afirmar que cada pessoa p p 
o 


J J 5 j ici X nte um jantar 
tamente de 3 jantares e, ao final destes 3 jantares, cada pessoa participou de exatame J 
exa , 


um dos outros seis alunos. | (ut Nm 
Con xs A deve participar de exatamente 3 jantares, vamos analisar inicialmen q 
omo 


S luno A figura: 
ici i ; todos os temos de alunos em que o à 
A pode Los d y: d ae a ООА ^ ^ А 
B B B B B c c € Е E Р E A 
ME NS PEN ¡ participar pela 1* vez do pr 


A va 
i ssibili de escolha de como o aluno i À id 
Е duda Tae seja A-B-C. Para a escolha dos outros dois ternos em q 


scolhido 
Suponha que o temo escol lo 5 
figura temos as seguintes possibilidades: 


ograma. 
aluno À 
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cg cone ЖЕЛ, 


P 
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АА А А 
р E B. F E 
G "m Н 2 
Е Е G o a escolha do último. Por exemplo, se 1&3 o 
a do 2º terno com o aluno A já de Porém, se escolhermos o temo A-D.G Í A f 
Repare que a escolha do = "e deverá ser A-F-G. > A (6 o INS orma 
i "mos o termo A-D-E, o último terno ce lha do 2" temo com O aluno A (6 possibilidades), que c 
escolhermos 9 £ e Desta maneira, para cada esco na “tuno A. Entretanto, observe que, 1E ue 
último será A-E-F. Des a do último terno com O i a iF re 
temos apenas uma possibilidade de escolha | o teressa, uma vez que estamos apenas interessados em 1E. Solut 
ii : cão escolhidos não Interessa, а q 
ordem com que os temos são e 15.6.1 -15 possibilidades de escolher (sem > ni 
“e não permutá-los. Deste modo, temos 773, istri 
escolher os temos e não p . Selec 
; estar рг > jantar. , ; 
a “ШО ame pues Ihas posteriores que estes ternos escolhidos sejam apen: 
à fal » análise das esco , : ion І m 
RM somen F Pi es lla D. ternos que faltam temos as seguintes possibilidades: i xa 
-B-C, A-D-E e A-G-H. Para a escolha dos | 
A-B-C, A-D-E e A b B Б B C C C C 1 as 
D. D E B р D Е ЕЁ "m 
G H G H G H 6 H | Б ivi 
; : 2 ; _в-Су) e cada um deve ainda ser escolhido para 
Os alunos B e C já foram escolhidos para um jantar (A-B C) e сас wp tha do últi 
isj do 2° terno com o aluno B já determina a escolha do mo temo · 5% 
mais dois jantares. Note que a escolha do 2 tern нетов о-в 9 mojar à ) 
< 5С 5 antar , ud 
com o aluno B. Por exemplo, se escolhermos como o 2 jantar A я 
: 8 і scolha do 2º jantar do aluno B, q 
obrigatoriamente B-E-H. Assim, para cada uma das 4 possibilidades de А a E о E em 
temos uma possibilidade para o ültimo jantar. Como a ordem com qu $ ; Sol 
4.1 "ET І EL ar 
interessa, temos — = 2 possibilidades de escolher os outros dois jantares do aluno B. pin 
Agora, para fechar um programa, falta somente escolher Os outros dois jantares do aluno C. Na verdade, | = 
as escolhas dos 3 jantares do aluno A e os dois outros dois jantares (um deles é com o aluno A) do aluno | ie 
B já determinam os outros dois jantares do aluno C. Por exemplo, suponha que os outros dois jantares de 2) 


B sejam B-D-H e B-E-G. A única possibilidade para C é completar o programa com os ternos C-D-G e 


. R Е 3 
C-E-H, pois todos os pares que podemos formar com os outros alunos (à exceção dos pares D-G e E-H) ij ) 
já foram formados nos 5 jantares já escolhidos para um programa. Desta maneira, temos apenas uma 

possibilidade para a escolha dos últimos dois jantares. 

24) Nove cientistas trabalham num projeto sigiloso. Por questões de segurança, os planos são guardados 

em um cofre protegido por muitos cadeados de modo que só é possível abri-los todos se houver pelo Р 


menos $ cientistas presentes, 

a) Qual é o número mínimo possível de cadeados? 

b) Na situação do item a, quantas chaves cada cientista deve ter? 
Solução: 


Portanto, o número total de programas (conjuntos de 7 jantares) é 15.2.1 = 30. | 
à ү: sf B n n 1 3 
a) Se só é possível abrir o cofre se houver pelo menos 5 cientistas presentes, então se tomarmos todo 1 
qus de 4 cientistas teremos pelo menos um cadeado que estes 4 cientistas nào possuem a sua chave. 
id enumerarmos todos os grupos de 4 cientistas e ao lado de cada grupo escrevermos o cadeado 
А! deep чыш a chave, ao final desta enumeragáo teremos escritos pelo menos uma vez, todos 
j > » , 
epum pi О. огта, podemos concluir que o número de cadeados é no mínimo igual ao número de 
S raene ш ег4 үз cientistas, ou seja, o número de cadeados é no mínimo Со 4 = 256 
ocê é um dos cientistas. g i e lentis i 
o edi d s Sabemos que toda vez que selecionarmos 4 dos cientistas existe 
grupo de 5 cientistas q qu E. es ^ cientistas nào possuem a chave. Suponha que vocé está em um 
s ue vat abrir o cofre. Os outros 4 cienti 
] ] ientiste S á 
chaves para abrir o cadeado. Com quem está a cl ld AN NS лан 
com todo grupo de 5 cientistas em que você f ig aA “шц Сов уос; Саг; Isto, ocorre 
az parte. No pior dos casos, todas estas chaves sáo distintas 


para cada grupo de 4 cientistas que pode no formar com os outros 8. Desta forma, o número de cha 
mos 
que cada cientista deve possuir é igual a Cs 4= 70 


A EA Ge "PROPOS. c cmo 
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binatórią 


emplo, se 
A-D-G, o 
ilidades), 
туе que a 
sados em 


lher (sem 


dos sejam 
les: 


lhido para 
timo temo 
jantar será 
o aluno В, 
hidos não 


a verdade, 
) do aluno 
antares de 
s C-D-G e 
-G e E-H) 
penas uma 


guardados 
ouver pelo 


armos todo 

sua chave. 
‚о cadeado 
| vez, todos 
número de 
6. 
tistas existe 
'stá em um 
na, todas as 
Isto ocorre 
são distintas 
o de chaves 


"—— —— — d 


m nt A Je n es pt ND rame sa s ОРИ oo Rab 


) (OBM- Os doze alunos de uma turma de olimpiada saiam para : ar futel (uU О 
25 M-2004) Os doz s p р! jog; bol todos os dias 
apos 


a aula de matemática, fi is ti 
, formando dois times de 6 j 
: еп А jogadores cada e j i 

formavam dois times diferentes dos times formados em dias а a e Jogando ente SA EN OS 
que cada 5 alunos haviam jogado juntos num mesmo dime do ane 

T exatar E г \ 
diferentes foram formados ao longo do апо? iS 
Solução: 

e a q p ы a 2 1 1 
E não houvesse a restrição de cada 5 alunos jogar juntos apenas uma vez O número d 
Eon os 12 jogadores em 2 times de 6 alunos cada seria Ci», 6. jaw 
S elecione aleatoriamente 5 dos 12 alunos. Pela restrição do enunciado, estes jogam no mesmo time 
Sod uma vez. Sem a restrição, estes 5 alunos jogariam juntos 7 vezes, pois podemos pegar qualquer 
um dos outros 7 alunos ainda sem time e colocar no time formado pelos 5 alunos selecionados 
inicialmente. Desta maneira, podemos afirmar que o número de manciras de dividirmos os times com a 
restrição de cada 5 alunos Jogar juntos apenas uma vez é igual a um sétimo do número de maneiras de 


eiras de 


dividirmos os times sem restrição nenhuma, ou scja, temos 126 132 possibilidades 
= s Я 


26) (Olimpiada de Goiás) Propõe-se colorir cada uma das casas de um tabuleiro 4x4 com apenas uma 
das duas cores: ou preto ou branco, de modo que existam exatamente duas casas brancas em cada fila e 
em cada coluna. Determine O número de maneiras diferentes que se pode efetuar a coloração proposta. 
Solução: 

Vamos pintar coluna por coluna. Na primeira coluna devemos escolher 2 das 4 colunas para serem 
pintadas de preto. Assim, temos Ca,» = 6 formas de escolher estas duas casas. Digamos que escolhemos 
a 1° e a 3° casas. 

Para a segunda coluna temos os seguintes 3 casos: 

1) Pintar as casas adjacentes ás casas pintadas na 1° coluna; 

2) Pintar somente uma casa adjacente a uma casa da 1º coluna; 

3) Não pintar nenhuma casa adjacente à uma casa da 1º coluna. 


Caso 2 Caso 3 
Я Жү ; a 

ste mais escolha, pois somente existe uma possibilidade para pintar as casas da 2 

temos somente uma possibilidade que é pintar as casas das 


Caso 1 


Para o caso 1, não exi à x 
coluna, € também para a y e 4º colunas 


linhas ainda não pintadas. 


Assim, para O caso | temos C4,2=6 possibilidades. 


Para o caso 2 temos 2 possibilidades para escolher qual a casa adjacente a ser a e ined a 
a ibilidades Раг olher qual a casa não adjacente a ser pintada. Notemos depois de pin ar © 
EROPA n ha asari tada, implicando que na 3º e 4º colunas as duas casas desta linha 
i casa pintada, i 
sobra uma linha sem cas | oe ks 
deve ser pintadas Depois de pintar estas duas casas, temos duas linhas com somente um p 


Para pintar estas casas temos duas possibilidades. Assim, para o segundo caso temos Ca „222 = 48 


possibilidades. 


2° coluna omo ja temos cada linha 
Para O terceiro caso, existe somente uma possibilidade de pintar a 


М! 1 mpletar duas linhas 

casa pintada basta escolher agora as duas casas da 3 linha per na a aos 

com uma ia intadas. Isto pode ser feito de Ca, 2 = 6 possibilida es. ian s ndo 
on T bilidade, uma vez que sobram duas linhas com uma casa pintada. 

ili Д 


nte uma possi ez € 
es i =36 possibilidades. 


º caso temos Са 2.Са, 2 58101 5 356. 
Po o número total de possibil dades é 6+48+ 36 


Ea” 
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4.12. ARRANJOS 


elementos distintos dados. Como temos n possibilid 
escolha, assim sucessivamente, até n 
multiplicagáo existem n.(n — 1).(n = 2)...(n 
nome que se dá para cada uma 


elementos distintos tomados k a k por An, k 


elementos a partir dos n distintos vocé 
seqüéncia (note isto pode ser feito de 
distintos (que pode ser feito de k! 
elementos tomados k a k é igual a | Ap, 


equivalentes, uma vez que: 


(Ca p)k!= К —— = n.(n - 1) (п - 2)..(n - k + 1) 


Neste livro não vamos utilizar a fórmula do arranjo para resolver um exercício de análise 
combinatória por vários motivos, entre os quais se destacam: 


Você deve agora estar se perguntando porque então foi exposta 
unico motivo: alguns vestibulares continuam a usar a notação do 
em suas questões. Assim, é normal em vestibulares 


ar todas as sequências com k elementos distintos a partir de 
Weed. ades para a 1º escolha, n — | possibilidades para к 
-k+1 possibilidades para à k’ escolha, pelo princípio i 
- k + 1) sequências possiveis de k е distintos, 0 
destas sequências é arranjo. Simbolizamos о total de arranjos des 
ou АК. Portanto: [A (us 1)(n- 2 1 
a interpretacáo para arranjo é através da combinação. Para construir as seqüéncias dek 

Uma outra Interpretação para arre E inicialmente escolher os k elementos que vão entrar а 
С, , maneiras) е posteriormente permutar estes k elementos 
maneiras). Pelo principio da multiplicação, o número de arranjos de y 


Suponha que vocé quer 


i агг á > с são, eviden 
Perceba que as duas fórmulas apresentadas acima para O cálculo de An, k são, temente, 


n! n! 


(п-К)!К! (n-k)! 


Repare que apesar de ter duas interpretações (uma através do teorema da multiplicação e outro 
através da combinação), nenhuma das interpretações acrescenta nada de novo em relação ao que 
já foi visto anteriormente neste livro. Assim, nunca poderemos dizer que determinada questão 
somente pode ser feita através de arranjos; 

É interessante descomplicar a análise de uma questão de contagem. Até então, neste livro, uma 
pessoa ao ler um enunciado tem que decidir se é o caso utilizar a teoria das permutações, das 
combinações e os teoremas fundamentais. Já é demais e também já é suficiente. O excesso de 
fórmulas faz com que a pessoa que ainda está aprendendo combinatória fique mais preocupada 
em decorar as fórmulas do que propriamente entender o fundamento que está por trás de cada 
fórmula. Note que todas as fórmulas até agora apresentadas foram demonstradas usando somente 
o princípio da multiplicação e da adição. Estes dois princípios são suficientes e necessários para 
resolver qualquer questão de contagem; 

A utilidade da fórmula do arranjo é muito restrita. É necessário escolher uma certa quantidade de 
objetos e depois permutar a mesma quantidade. Isto ocorre somente nas questões mais simples. 


Nas mais complexas escolhe-se uma certa quantidade de objetos e permuta-se outra. Nestes 
casos, a fórmula do arranjo é absolutamente inútil. 


a teoria sobre os arranjos? Por um 


arranjo de n elementos tomados k a k 
aparecem alternativas da seguinte forma: 


a) Assi b) Аю; HANDS d) (Ау); e) (AÍICA YT. 


sano im itae + 4 дат 


um 


estes tin ы 


PR e i Rar MR 


Combinatória 
CA 


5 а partir de n 
idades Para a 2a 
о princípio da 
Os distintos, о 
> arré 

k 
eqüências de k 

váo entrar na 
s k elementos- 
> arranjos de n 


en 


videntemente, 


o de análise 


cação e outro 
"lação ao que 
nada questào 


te livro, uma 
utações, das 
) excesso de 
; preocupada 
trás de cada 
ndo somente 
'ssários para 


iantidade de 
ais simples. 
utra. Nestes 


jos? Por um 
nados k a k 


ome Hi 
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5 ASS Capítulo 4. Análise С, 
4.13. SOLUÇÕES INTEIRAS POSITIVAS DO SISTEMA x, + x; eps х= n d 


ds Ripa ro ы Чтоб: inteiras positivas (xj, Хэ, es Xp) de um sistema linear 
(s. y) = (1, 4), (2,3), 6 2), (4 DI CR e d nl, s оне ү: ein S ind 
GAR is ME l _ ' os à cone usão que existem 4 soluções inteiras positivas 
; у = 5. quando aumentamos а quantidade de varáveis ou o valor da soma 
teremos muito trabalho na enumeração das soluções. Vamos montar um raciocínio para o cálculo do 
número de soluções. Suponha que você quer calcular o número de soluções inteiras positivas do sistema 
linearx+y+z+w=9. Podemos perceber algumas soluções, tais como (1, 2, 3, 3) ou (2, 5, 1, 1) 
contudo a enumeração não parece ser um caminho aconselhável. Observe o seguinte esquema: e 
X + y 3 7 se w 
I+1+1+1+1]1+]+]1+1+1 
Se selecionarmos 3 dos sinais + na soma acima de no lugar deles colocarmos uma barra, 
obteremos uma solução inteira positiva para o sistema. Por exemplo: 
X + у + z + w 
141] ї+ї+ | 1+1+11 
I+1+1+1]1+1/1/1+1 


Se interpretarmos que a soma até a primeira barra é igual a x, a soma entre a primeira e a segunda 


barra é igual a y, a soma entre a segunda e terceira barra é igual a z e a soma depois da terceira barra é 
igual a w, a 1º situação acima equivale à solução x = 2, у= 3, 2= Зем = | са 2° situação equivale à 
solução x = 4, у= 2,72 = | e w = 2. Deste modo, cada vez que escolhermos 3 dos 8 sinais de adição (+) e 
colocarmos nos seus lugares uma barra ( |), obteremos uma solução inteira positiva distinta do sistema 
linear x + y + z + w = 9. Portanto, podemos afirmar que o número de soluções inteiras positivas do 
sistema x + y + 7 + w = 9 é igual ao número de maneiras de escolher 3 dentre $ sinais de adição. Assim. 
8 
3 
Para generalizar podemos analisar um esquema semelhante ao anterior. Considere que agora * 
stamos interessados em calcular o número de soluções inteiras positivas (ҳу, X». ..., Xp) do sistema linear : 
n, n c IN, n > p. Separemos o número n como sendo a soma de n T's: 
Xi t X2 NES Л Xp 
à RE RO RO RO RN ttie 

1 sinais de adição (+) e colocarmos nos seus lugares barras ( |), 


temos | | soluções inteiras positivas para o sistema x + y +7 + w = 9. 


es 


Xi tX 


03 Xp 


Se escolhermos p | dos n | o» 
podemos separar os números 1's em p somas intermediárias, cada uma associada (de acordo com a sua 
a uma das variáveis. Portanto, podemos afirmar que o número de soluções inteiras positivas do 
| | dentre n — | sinais de 


ordem) 
sistema Xy + Хэ +... 


+ xp n é igual ao número de maneiras de escolher p 


pn=1) i AStema q bonam 
A soluções inteiras positivas para o sistema x, 4x3 4... + Xp n. 


adição. Assim, temos 


tp), | | 
Мав, e se estivéssemos interessados em determinar a quantidade de soluções naturais de um | 
da doma d + x, = n? Nada que uma troca de variáveis não resolva! Se xj, x», ..., Xp SÃO + 
E | ini 14 H СД h |n q 1 ~ ft ma: 
,, Xp > 0. Definimos as vanáveis yi, Y2 ++» Ур da seguinte forr 

i y =Xp+121 


sistema da forma x, + X2 + 
números naturais, então x, > 0, x2 2 0, .. 
ух +1>1, 


Substituindo de volta da equação: 
1 + 


capris 


]ed ES уту +. typ? n+p 


> у 


+ - a 7 

XjtX)t..cxXQ7n 1+... + Yp pr + Xa = n temos exatamente uma 

Note agora que para cada solução natural da yi : bs А vice-versa Assim, podemos afirmar que о | 

solução inteira positiva da equação yr + Y2 +... Ур = pi r E né senal 40 número de soluções inteiras 

: Aie ação xj ^ Xa to. Хр gua! à ds : nte, 4 

ero de soluções naturais da equação xı * А : 2 +onria desenvolvida anteriormente, 

Пы е soluções y + +... + y) = n + p. Desta maneira, pela teoria desenvolvid: 

positivas da equação yı yo Ts р 


ү 


Jj 


(n+p-1 
ext tapan éiguala | pel 


ї des naturais sistema X 
temos que o número de soluções naturais do sistema Xi 
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Exemplos: "UM | g 

р biliza números inteiros de cotas aos interessados 
ndo, verifica-se que 5 investidores 
o número de maneiras 


oni 
gociação desse fu ус! 
`9 cotas. Em tais condições, 


Cd 


investimentos disp 
1) (FGV-2005) Um fundo de investimentos 0 E 
2005 (est И 
nessa aplicação financeira. No primeiro a s 
compraram cotas, e que foi vendido um | ta ula 
diferentes de alocagáo das 9 cotas entre os 5 Inves g 
| > ? 
а) 56 6) 70 с) 86 4) 120 е) 126 
( "i istribui 5 ferencia de outra apenas pela quanti 
Solução: „аа questão uma forma de distribuir as cotas Se diferencia de m p т pela quantidade 
Perceba que nesta ques idor compra. Sendo assim, SC Xi, | <1< 5, ва quantidade de cotas compradas 
» cotas que cada investidor € EN sim, 56 X ё з о шн а 
a e doni então temos que xi + X2 + X3 + x4 + xs = 9. Como cada varió ida igu lal, 
и нен ad no número de solugóes inteiras positivas desta equação. ortanto, o número de 
nteressados 


bi pi ев 
as 9 ações nos 5 compradores é igual a 5-1 Sabes 


MEE 


estamos ir 
maneiras de dividir 
2) (AFA-98) Lançando-se 4 dados, sucessivamente, o número de maneiras de se obter soma 7 é 
a)20 b)24 c)72 d)216 

Solução: | | - | 
Seja x, | € i € 4, o número que aparece па face superior do dado 1. Assim, o que o enunciado pede é 
equivalente à calcular a quantidade de soluções inteiras positivas do sistema x, + X2 + X3 + X4 = 7. Deste 

6 . „28 : 
E = 20 maneiras distintas de obter soma 7 quando jogamos 4 dados. 


7-1 
modo, temos = 


3) (Escola Naval-97) Um grupo de trabalho na Marinha do Brasil deve ser composto por 20 oficiais 
distribuídos entre o Corpo da Armada, Corpo de Intendentes e Corpo de Fuzileiros Navais. O número de 
diferentes composições onde figure pelo menos dois oficiais de cada corpo é igual a: 

a)120 b)100 c)60 d)29 e)20 


Solugáo: 
Repare que um grupo de trabalho se distingue de outro somente pelas quantidades de oficiais de cada 


classe. Sejam: a = nº de oficiais da Armada; i = nº de oficiais Intendentes; / = nº de oficiais Fuzileiros. 
Desta forma, temos que calcular o número de soluções do sistema linear a + i + f = 20, sujeito às 
restrições a 2 2, i 2 2 e f2 2. Vamos fazer uma troca simples de variáveis, de modo que as restrições 
passem aser2 1. Sejam:A-a- 121; 1=1-12 1; F=f-1>1. 

Substituindo de volta na equação: а+і+/=20 > А+1+1+1+Е+1=20 > А+1+Е=17 
Portanto, dividir os oficiais по grupo de trabalho ё equivalente a calcular o número de soluções inteiras 


2 


И | 17-1 16 
tiv. = ibili 
positivas do sistema A + I + F = 17, onde temos | as | | | = 120 possibilidades. 


4) Calcule o número de solu intei i 
ções inteiras maiores que — 4 da equacáo x а = 
s bs q quação xi + X2 t X3 - x47 1. 
Como cada x, | <i <4, é intei i 
d ù 15 іх 4, é um inteiro maior que – 4, então podemos afirmar que x, > — 3. Vamos fazer 
| me х2 3. 
variáveis de modo que a única restrigáo de todas as variáveis seja > 1. Sejam: 
yi7xi*t42], yy7X;t42| = 4> | 
Ze 2 21, yy7xX3t42] - 2 
Substituindo de volta na equação: xi +x: +ху+ х= | 5 4 SLE. 
уз + уз + уз + ya = 17 ATAN YA ya 44 = 102 
Como o número d ões intei 
e soluções inteiras maiores 
es — 4 de açã 
que — 4 da equação x, + X2 + Ху + x4 = | é igual ao número 


d РА а а ке 
e solugóes inteiras positivas da equação yı + ya + y3 + y,— 17 едо йде 17-1 16 é 
4-1] Ug. 560. 


Jeste 


ciais 
o de 


azer 


nero 


„аа Gp AES ASEO Ciara ims 


SAN e o SES 


5) Calcular o número de s 
soluções intei 
1º Solução: AO 
Se x + y + 7 < 5, então temos as seguinte: 
à fa s 
ix+y+z=0 = 1 solução natural (x 
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aturais da ¡ 
а inequaçã 
0X+y+z<S 


Possibilidades: 
=у=2= 0) 


й) х+у+х= 1 = ne =|; 
i alo =3 soluções naturais 


ü)x*ty*tz-2 > : 
2 7 6 solucóes naturais 


5 
(5) = 10 soluções naturais 


у)х+у+2=4 > 


i)xtytz-3 > з 


6 
Й = 15 soluções naturais 


Assim, no total temos 1+3 + 6 

, +10+15= X 

2* Solução: 35 solucóes naturais. 

Inicialmente podemos notar que, como estamos trabalhand 

uis x+y+ А < 5 é equivalente ао sistema х + у+2<4 о somente com varáveis naturais, o sistema 
amos agora definir iá T. 

no : nir uma nova variável f, chamada de folga, que é exat 

icar igual a 4, ou seja, = 4 — (x + y +2). С à А atamente о que falta para x + y + 2 

de f também vai desde 0 ati, du deja own o valor de x + y + z vai desde 0 até 4, temos que o valor 

| , Я sui a mesma generalidade d 4 
uma vez definidos os valores de x a Percebaitambem qa- 
, y e z (de modo que x+ y +z <4 i 

Asem, : i : y * z € 4) temos diretamente o valor de f. 

S podemos concluir que o número de soluções naturais de x + y +z < 4 é igual ao ed d 


soluções naturais de x + y + z + f= 4. Portanto, x + (444-1 
. к , Xx + y + z<5 possui = б | 
4-1 35 soluções naturais. 


6) De quantas maneiras podemos colocar r bolas vermelhas idênticas e w brancas idênticas em n caixas 
de modo que cada caixa contenha ao menos uma bola de cada cor? 

Solução: 

Vamos primeiro distribuir as r bolas 
uma forma de distribuir de outra éaqu 
v; = número de bolas vermelhas colocadas na caixai, | «Si £n 

Como cada caixa deve possuir pelo menos uma bola vermelha, temos que o número de maneiras de 


distribuir as r bolas vermelhas nas n caixas es inteiras positivas do sistema 


vermelhas. Como as bolas vermelhas sáo idénticas, o que diferencia 
antidade de bolas vermelhas em cada caixa. Por isso, definimos: 


é igual ao número de solucó 


r-1 A AAGA 
| | maneiras de distribuir as bolas vermelhas. 


linear vj + +... + Vn 21, OU seja, existem 


bolas brancas nas n caixas é 


e maneiras de distribuir as W 
tW, 


sitivas do sistema b, tbt. 
w-l ‚ MERR: 
maneiras de distribuir 
n-1 
as bolas brancas. ME 
ão. no total, temos | 
stribuir as bolas vermelhas е as bolas brancas entáo, POETS 


ero d 


Analogamente, calcular o. nüm 
idade de soluções inteiras po 


equivalente a determinar a quant 
onde b;, | € i € n, é o número de bolas brancas nà caixa i. Portanto, temos 


Como devemos di 


maneiras de distribuir. 
TNT 5 
0 inclusive possuem a soma de seus digitos igual a 13? 
i 7 digi s digitos nào é 

i digitos e a soma dos seu: 
pp erm rs emos escrever que estamos 


ооз. Assim, pod 
6 digi 99 


7) Quantos inteiros entre 1 e 1.000.00 
Solugáo: 

Como 1.000.000 é o único n : 
igual a 13, podemos trabalhar com nume 


úmero da sequência qu 
ros de até 


! 
Capítulo 4. Análise Combinar TE 


Jo que xı + x2 + Хз Ха + Xs + Xe = 13, onde 0 sy * 
ud Н 1 
ona хүхәху\ахзХөЛто de modo q (3+6-D ng 
ameros da forma (X1X2X5 13 possui ig. 4.14. 
go N procurando nü 5 x px, +x XX + Хе = 13 poss 6-1 |^ 5) A 
E 29. x e IN, 1 £i 6. Sabemos que à КВИН 9 | ser 
ИИ «tas soluções satisfazem 0 < x; < 9, uma vez que (12,0) | inde 
luções naturais. Entretanto, nem todas ai +хе=13ех = 12 não é um digito em base 10) : dec 
^ - 9569 si “es S. n ө. El X X6 * 
Е $565 Deum solução natural de xi + X2 * X3 7 X4 > é maior que 9. Perceba que apenas um xi será · 
T A a Y S 3 
Varios «ntão descontar estas soluções em que algm z ue 9 a soma xi + Xa + Хз + Ха + Xs + Xo seria $ den! 
maior que 9, pois se tivéssemos dois AN RR pasas que será maior que 9, para tanto temos 6 : con 
mat , кайы É еп ^ 227 б 
\ d maior que 18. Inicialmente vamos Al са. x 9. Vamos separara a análise em casos: ! pr 
| o ` OS feito de análise, Xo 7 7. | 
+ | $$ ades. Suponhamos, para е . 
| possibilidade р 3+5-1\_{[7 — 35 soluções naturais. " 
p ERES = 3 n(A 
| ыы бхрх +x Ж Xa TAI = 5— 4 r 
i) х= 10: xı * X2 5-1 | A 
» 2«5-1 = 5 = 15 soluções naturais. 1: n(A 
н | ii) xe= 11: xp txt +X TA = > 5-1 4 T 
: 125-1) (5 > ; 
E - - uções naturais. 
* , ухе = 12: xi * X^ X3 хавх 1 > - im 5 soluc 
М ili) Xe = 12: X1 + X2 723 5 5-1 Я. Va 
1 : >x 1 1 «—0 > I solução natural. А 38 
|| iuis 13: x txa +з + xa txs = O +1 А 8232 números inteiros entre 1 e 1.000.000 inclusive ; ра: 
! Portanto, existem 8568 — 6 x (35 + 15 +5 2 ) = 8232 | e 
que possuem a soma de seus dígitos igual a 1 (A 
h А t 
E a i ; е г içã a função f: A > B é crescente se · [8 = 
Fa 4 ] 8) (IME-2003) Scjam A e B dois subconjuntos de IN. Por definigáo, uma func : 
A Go , aj >а > Қа) 2 Қаз), para quaisquer aj € à» € К 7 | 
aa A а) Рага А — (1,21 e B = (1, 2, 3, 4), quantas funções de A para B sào crescentes. | ; са 
b) Para A = (1, 2, 3} e B = (1, 2, ..., nj, quantas funções de A para В são crescentes, onde п é um i 
о, número inteiro maior que zero? 1 
| { Solugáo: : { 
: à а) Sejam а= f(1) - 1, b= f(2) - f(1) e c- 4- f2). | 
B Somando estas equações temos que a +b +c=3, com a2 0, b 2 0 ec? 0. Perceba agora que depois de 
escolhidos os valores de a, b e c os valores de f(1) e f(2) estão unicamente determinados. Em outras ; $ E 
E palavras, o número de funções f crescentes é igual ao número de solução naturais de a + + с = 3. E 
| Fazendox-a*l,y-b*lez-c-*ltemosque х- 1 +у-1+2-1=3 > М. 


T x+y+z=6,comx21,y21ez2 1. Escreva o último sistema da seguinte maneira: 
JL x+y+z=1+1+1+1+1+1, 


Note que a quantidade de tais solução é igual ao número de maneiras de colocar duas barras nos cinco +F 


ont m~ 


| | 5 Н 
espaços entre os |'s. Assim, existem C)- 10 solução inteiras positivas para x + y +z=6, fazendo ;k 


rut com que existam 10 funcóes f crescentes. 

b) Utilizando o mesmo raciocínio anterior, sejam: 

a-f(l)- 1, b=1(2)-K(1), c=H3)-f(2) e d=n- f(3). 

| Somando temos que a+b+c+d=n- 1, com a 2 0, b > 0, c > 0 e d > 0. Fazendo x = a + 1, y=b+1, 
|| z=c+] e w=d+1 temos x-1 +ty-1+z-l+w-l=n-1 > Xtytztw-n-t3,onde x, y, 
n+2 (n + 2)(n + 1)п 
6 


a ON S) SNO: T z 
Z, w > |. Para este sistema temos | | soluções inteiras positivas, ou seja, existem 


funções f crescentes. 
Obs: Esta solução permite generalizar o problema 


К X n+m- 
n}, pode-se provar que existem | | 
т 


proposto. Assim, se А = (1,2, ., m} e B = (1,2, ..., 


ro. 


funções f crescentes de A para B. 


pO 


inclusive * 


scente se ; 


epois de 
n outras 
+c=3. 


os cinco 


fazendo 


=b+l, 
ide X, Y; 
(n + Dn 


O 


"i ere a с 


Ha Ng ca ia nem 


ERA idi LARA RS AE 


E 


4.14. PRINCÍPIO DA INCLUS 


No capítulo 1, quando enu 
ser tomada de n, maneiras 
s, 


ÁO-E = íi 
ян x E s AO Capítulo 4, Análise Combinatória 
: ns Ncipio da 
ndependentes, entã ú à decisão d, 
de шшс ke Bros de maneiras de. ur ads id 
9.3 = 0, então n(A is arem as decisó 
Mas 0 que ocorre se A УВ) = n(A) + 
В + 259 n(B). 
dentro de n(B) o valor de n(A ^ B) é ci dentro de n(A) o valor de n(A ^ B)é d 
o € contado uma vez e 


contado duas vezes o valor de nov 
2 n(A A B). С 
então podemos a ). Com 
Para UM AC B =Ø, então n(A U В) = n(A) + n(B) – n( 
ES > S aos pares, n(B) – п(А A B). 
n(A 9 B oC) E n((A Y B) U C) = n(AUB) Кг fazer o seguinte: 
n(A Y B v C) = n(A) + n(B) - " )-M(AUB)aC) > 


adição 
ção, colocamos que se uma decisão d, pode 


e a maneiras e as decisões são 
es di ou d; é п + пз. Em linguagem 


amente u А Я 
olevan, ma vez, então o número n(A) + n(B) possui 
contar apenas uma vez o valor de n(A ^ B) 


A ^ B) +С 
оо )- ( (А AC 
( Ss А n n(B) + n(C)- n(A A B)- ЩА тч a MODO M 
s agora generalizar esta idéia. Para | < k < n dehinc у (A A 
<n, к= п ¡SRA E ). 
E isi eii а" * 


Vamos provar, por indugáo finita z 
» que n(A U... Е k 
5 (м УАЗ) = 261) *,,x - O caso em que n= | é trivial e 
para n = 2 e n = 3 já foi demonstrad MT 
valor den: Então: o. Vamos assumir que a fórmula seja válida para um determinado 
(A, YU Ana) =N(A¡U... Af) (А) n((A, DAIRE 


2n(Aj Ч... An) + n(Ag)-n((Aj S Aqu) uU. (А NA DS 


Е ш k+! c x n 
= У) Ink +щАлы)— LED ' Ea osos | Es 
k=l 


k=l ISi} «...«ij Sn 


гт 


Assim, por indução, segue que a fórmula fin 


(A UVA = (CD, é válida. 
i ` D k=1 Y 


Exemplos: 


1) Seja S = (1, 2, ..., 500). Determine о número de inteiros em S que são divisiveis por 2,30u5. 
Solução: Р 
Sejam: Аз = subconjunto de S cujos elementos sáo divisíveis por 2; Аз = subconjunto de S cujos 
elementos são divisíveis por 3; As = subconjunto de S cujos elementos sào divisiveis por 5. ТИ 

Inicialmente, podemos notar que а quantidade de números entre 1 en, inclusive, que são divisíveis por k 


5 i ; а y n no 
é igual à parte inteira do número D Assim: 
ive, existem 250 números divisíveis por 2. 


i = à > 500, inclus ог к 
i) Сото 500/2 = 250, então entre le stem 166 números divisíveis por 3. 


ii) Como 500/3 = 166,66..., então entre 1 e 500, inclusive, ros divi 
їй Сото 500/5 = 100, então entre 1 е 500, inclusive, existem 100 números зм Я 
iv) Сото 500/6 = 83,33..., então entre | e 500, inclusive, existem 83 aS ea en А 
у) Сото 500/10 = 50, entáo entre 1 е 500, inclusive, existem 50 números a AA 
vi) Como 500/15 = 33,33..., então entre 1 e 500, inclusive, existem = M pane Por 30. 

vii) Como 500/30 = 16,66..., então entre 1 € 500, inclusive, existem 16 nu 


Pelo princípio da Inclusão-Exclusão: Аз n Аз) + n(A2 
(AS U Ay U As) = n(A?) + Аз) + n(As) - n(A2 A Аз) a As) - Аз 
ATO DA «DADA r 10089 0 SAIO e 


(V Аз С As) 


Capítulo 4. Análise Combina, 
mar com os algarismos 1, 2 ou 3, de mo бп, 
nenos uma vez? 


1 > 3) podemos fort 


do 
Que 
algarismos pelo г 


algarismos (1 
a 4 
ada um desses > 


2) Quantos números den 


em cada número figure c 
Solugáo: 
Sejam: 
A = conjunto de todos O 
A; = conjunto dos números nos quais 
A» = conjunto dos números nos quais 
A; = conjunto dos números a quais 
rincípio da Inclusão-Exclusão: 
і bu AS = n(A1) + n(A2) + п(Аз) = MAJO Аз) — n(A; O Аз) - n(A2 ^ Аз) + n(A ^ A; A) 
n(Ai U Ax A) = 2" + 2" +2" - 1- 1-1 *0-32 -3 | 
Pelo método indireto da contagem o valor pedido é igual a: 
N=n(A)-n(A А; U A) = 33 - 327 +3 


s nümeros sem restrição; i 
não figura O algarismo 1; 
não figura o algarismo 2; 
não figura o algarismo 3. 


| 3) De quantas maneiras podem sentar em uma fila 3 ingleses, 3 franceses e 3 belgas de modo que não 


haja 3 compatriotas juntos? 
Solução: 
Sejam: А 
A = conjunto das permutações das 9 pessoas sem restrições, 
| A, = conjunto das permutações das 9 pessoas com os 3 ingleses juntos; | - 
Bi A» = conjunto das permutações das 9 pessoas com os 3 franceses juntos;- 2 
Hn Аф = conjunto das permutações das 9 pessoas com os 3 belgas juntos. + 
| Pelo princípio da Inclusão-Exclusão: 
| n(A; U A2 U Аз) = (А!) + n(A>) + n(A3) - n(A A Аз) - п(Ау A Аз) - n(A» A Аз) + n(A; A Аз п Ay) 
бн n(Ai U A2 U A3) 231.7! + 3171 + 31,71 — 51.(31)2 5!.(3!)5— SL! + (3!)* = 79056. 
» Pelo método indireto da contagem o valor pedido é igual a: 
i N 2 n(A) - n(A; ЈА; U Аз) = 9! — 79056 = 283824 


4) Calcular o número de permutações das 8 letras A A B B C C D D, onde duas letras iguais nào sejam 
| adjacentes. 
| ! Solugáo: 
Sejam: 
A = conjunto das permutações das 8 letras A A B B C C D D sem restricóes; 
FI A, = conjunto das permutacóes que tém as duas letras A juntas; 
A» = conjunto das permutações que têm as duas letras B juntas; / 
Аз = conjunto das permutacóes que tém as duas letras C juntas; v - / 
A4 = conjunto das permutações que têm as duas letras D Juntas; 
Pelo princípio da Inclusão-Exclusão: 


4 4 4 

n(Ai U A3U AUA == р i 
3U As) 2A) 2| Ain Ay УА А S AL) -п(А ^ A; MAMA) 
i Isi«j ISi<j<k 
! ! ! 

(AUAU AUA) = 4, — 6 9. pia = 
| |. A aa 1656 
a Pelo método indireto da contagem o valor pedido é igual a: 


N - (A) - An U Ay) Азу) A4) = — 1656 = 864 


21212121 


A3) 


A3) 


ejam 


14) 


er 


SAS (DESA 
Ano de Dm 
conjunto ocupa a mesma posição que Ocupa t 
" I^ > Jrg 
palevi? ае Rr uk M Wes “MOS ag determi : 
quantidade de p ç Óticas de um Conjunto A = lana, 127 a expressão que fomece a | 
| < 1% n, sabemos que a quantidade de permutações em que k так йл} de n elementos distintos. Para” 


que ocupavam Inicialmente é igual a | к= 


* que, na verdade, 


o valor das permutações dos elementos de A 
que ocupavam inicialmente, uma vez que, p 
sosição inicial e depois permutamos os de 
elementos de A teremos casos em que um e 
a quantidade de permutações caóticas de A 


9 valor de I, | fomece 1 
em que pelo me, 
ara obter o valor 
mais n - 


105 k elementos 


de I, 1, fixamos 
k elementos, 
lemento Ocupa a posiçã 


devemos utilizar o prin: 


ocupam a mesma роѕісӣо 4 
К elementos de A па sua / 
Nesta Permutação dos n - 
O inicial. Desta m 


- k demais ? 
aneira, para calcular: 


5 cipio da inclusão-exclusão: 
2 к+1| P TT o kem! n epa Con (21) * 
= ni » El (n =k)l= n- conte! Tneny-—— agii py tc | E 
Da! à К kal k! 2 k! | >» rj 
n p* 
decr 


Exemplos: 


el gi 1 4 alunos. Uma professora coletou as provas 

impí Igica-94) Uma pequena escola possui a p rovas 
2 Ee e у repassou рага eles mesmos corrigirem. De quantas maneiras é 
a isto sem que um aluno receba a mesma prova que fez? 

0851 

Rp b)9 с)14 d)23 e)24 o 

до; б Óti 4 elementos. Assim, te 
a УТ se pedindo nesta questão é o número de permutações caóticas de 
O que está 

(11 + Lar + 1. = 9 possibilidades. 

СТТ aa 


А ões f: AA para as 
. ; tas são as funções 

to A é n. a) Quan 
atos do conjun 


| á ões Ё A bijetoras para as quais a 
ac озо а b) Quantas são as funções f: ASA bij 


á 1$ 
quais a equação f(x) = x não o 
equação f(x) = x não роѕѕш soluçao: 
Solução: e 
a) Como a única restrigáo para жр) 
escolha. Analogamente, d s Miei 
segue até a escolha de f(an), on E Ышш) ento сай | 
b) Como as funções devem se a "m je 

att 
=п!|—— +7 п! 

conjunto A. Assim, temos D, = 012 3! 


ibili a a sua 
á — 1 possibilidades para a su 
é a, então temos п ch 
a escolha de а) é fla) + sibilidades para a pubs ape а 
СЕ lidades. Assim, existem (n Mo 
P раз é igual а uma permutação 
a função € 


o seu lugar 
3 elementos N 
r exatamente 
2, 3, 4, 5, 6, 7) que EN 
ões de (1, ^ ^ ^ temos 7 
ao : utações ivo. Como 
3) Quantas são as perm 
primitivo? 


ão ocupar temos que е 
> vão 
Solução: 3 elementos que У 1 11 =9 


¡bilidad i ELE 
os = 35 poss! -4|--L*3 A 
Inicialmente vamos i uet existem Cr, 3 ito de Da =4 o ud 

elementos no total, para 


elementos. 


o seu lugar primit 
es. Depois disto, 


fato que pode 


103 
caoticamente os demais 4 


tações. 
= 315 permu! 
35х9 

possibilidades. Assim, no total, temos 


AS DE KAPLANSKY 


4.16.1. 1º Lema de Kaplansky 
De quantas maneiras podemos fo 
4, 5, 6) no qual náo existam números 
51, (1,3, 6). (1,4, 6) € 2,4 6). Vamo 
untos sem precisar enumerá-los exaus 
de números antes do 1° escolhido; 
2° escolhido; 


de números entre O leo 
re o 2° e o 3° escolhido; 


do 3° escolhido. 
áveis é igual à quantidade de números não escolhidos. Ass; 
- Assim, 


4.16. LEM 
de 3 elementos a partir do conjunto 
rando encontramos 4 possibilidades. 1 = 
ИЕ 


iocínio para contar o número y 
t 


rmar um subconjunto 


consecutivos? Enume 
s agora organizar um rac 


tivamente. Sejam: 


subconj 
x = quantidade 
y= quantidade 
o; z = quantidade de números ent 
w = quantidade de números depois 

Observe que a soma destas vari 


temos que: 
xtytztw=3 (1) 

Como não podemos ter números consecutivos, temos as seguintes restrições entre as variáveis: 
x>0,y>1,221ew20 (2) | 
de (1) respeitando às restrições (2) i 

: x . 4 2) equivale 
T d Qus distinto de 3 elementos sem nümero consecutivos. Assim, o nümero de solucóes de M 
igual à quantidade de subconjuntos. Vamos agora fazer troca de variáveis para que todas as restri is 
ES 1. Assim, sendo a=x + leb=w+ 1, teremos: a- 1 +y+z+b-1= 3 > S e e 
este modo, como o número de soluçõ intei iti E 
s uções inteira à rol 
ç ras positivas da equação anterior é 


5-1 4 
| Ks entáo existem 3 maneiras de formar um subconjunto de 3 elementos a partir do 


4-1 
conj 2 áo exi ú 
njunto {1, 2, 3, 4, 5, 6} no qual não existam numeros consecutivos 


Perceba também que para cada solução natural 


e procedimento. Suponhamos que desejamos determinar de quantas 
i , к В WLAS 
< ц de modo que nestes 1 


TERT 


[us = quantidade de números entre o 1^ со 
pm quantidade de números entre o 2º e o 
UN E А 
p = quantidade de números entre o (p ~ 1)" | 
ap +1 = quantidade de nú co(p - D^ e o р” escolhido; 
гар ба: е de números depois do nº escolhido. : | 
viame > , 
еа жк temos que ata i +. tapti nep 
p+1 20. Fazendo x = aj + l'e y= ара + 1, temos Q Ш р, onde ài 20,222 1, аз 2 1... арх l 
А а +а+аз +... t apt r1 "nop | 1 n | PEE 
a 3 os qu Jj 
анча туара Ра тау++а +у- |=цер > 
É: Sabemos que o nú к | 
A que o nümero de solucóes intei 
S EIU de solucóes inteiras positivas de x i | 
a pta (n-p41 icu c od 
| _ э аз... apty-n-p-*2éigulj 
р+1-1 J | р 
* vice-versa), então 
1 : podemos afirmar ' 
| u І 
ip elementos a partir de. (1, 2 2 e pour de maneiras em que podemos fi ; 
dy cese de o $ 9 conj a 
" modo que nestes subconjuntos iu $ o lim é 
s não existam númerof 


. C mo cad: \ e 
а SQ d i 
lu о des es IStema equi sale а um subconjunt isti ( 
0 о ste sis IV о distinto es 


t consecutivos é igual a F(n,p) = [ -p+ ) 


А 


uu 
- 


4.16.2. 2" Lema de Kaplansky 
| i bud. us Чче оз elementos q 
círculo, ica a А 5 do con; 

1gura abaixo: Conjunto u, 2 


ә N} este; i 
Јат dispostos ao longo de um 


números consec 
1 Lema de Ka 
Vamos separa 


; . T à contag 

i) Subconjuntos em que figura o número 1 
Como os números 2 e n sáo consecuti 

(com nenhum par de nümeros consecutivo ivos 


ao número | 
» então devem 
1° Lema de Kaplansky, fazendo n > п Os escolher p — 1 elementos 


s) do conjunto 
B,4,..,n-1 +. Para tanto podemos aplicar o 


Ems 
А T P — 1. Portanto, o ný ; 
figura o elemento | ё igual a F(n –3,р-1) (© -3)-(p-1)4 ') f m de subconjuntos em que 


ii) Subconjuntos em que nào figura o número 1: р-1 pai 


Para formar o subconjunto devemos escolher p el 
| elementos de (2, 3 
consecutivos. Para tanto temos F(n –1 p= (а-1)-р+1 п-р AR SURE 
p = possibilidades. 
| Desde que os subconjuntos podem ser divididos entre 
número 1 não figura, então o total é igual a: © 


—р—1 E 
оњ" А Ht "- (n-p-D! , (n-p! (n-p-D!p*(n-p) 
р- р / (p-D!(n-2p) pl(n-2p) pl(n -2p)! 
р+(п-р) ,.(n-p-D!. n (n- p)! [ттт 
р(п-2р)! — pln-p! n-p pl(n-2p)! 


que o número 1 figura ou os que o 


G(n,p) (n -p-1) 


Exemplos: 


alizadas na primeira semana do ano. De quantos modos é 


1) As trés provas de um vestibular devem ser re 
e nào haja provas em dias consecutivos? 


possível escolher os dias das provas de modo qu 
1* Solucáo: 
Claramente se trata de uma questão de aplicaçã 


temos [ E : i ) = E) - 10 possibilidades. 


2" Solução: - 
Podemos também utilizar O raciocinio da demonstração do 1º Lema de Kaplansky. Sejam: 
x = quantidade de números antes do 1º escolhido; " 

y = quantidade de números entre O leo 2 quanto 

z= quantidade de números entre O 2e o 3 «о о; 

A ыу dle уна ў Jete >) y21,22 1 e w 2 0. Fazendo a =X +le 

1 = х29,у = 97 
Evidentemente temos x + y * Z + W 4, onde 6-1\_ 2 10 soluções inteiras 
a+y+2+b= 6 onde temos 4-1) 13 
ovas. 


o direta do 1º Lema de Kaplansky. Para n = Tep=3 


b=w+1 


temosa—-1+y+z+b-1=4 > | 
forma diferente de escolher 05 dias de pr 


positivas, cada uma associada а Um? dos do conjunto (1, 2, ..., 49). De 
| , á lhidos do to de 
. ia 6 nümeros sáo esco о exista ао menos um par 
2) (Olimpíada da Bulgária-80) Em uma loteria conjunto escolhido € 
р B e no subcon) 105 


RH i do qu 
quantas maneiras isto pode ser feito de MO q 
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“una? 
números consecutivos: 
mero de maneiras de escolher, sem Festriçãe 


Solução: étodo indireto de contagem. O nú 


Vamos usar o m 49 | a ЖА 5,6 
Ei . O número de maneiras 
49) éiguala| o |O € Escolher c 


fn x А 
diferentes números entre 05 números {1,2 


А i re os números (1, 2, ... Ар 
diferentes números, com nenhum par de números consecutivos, entre O Zn , 49} é iguala 


(ene Portanto, pelo método indireto de contagem, o número de formas na qual 6 


6 
diferentes números podem ser escolhidos entre os 


| 49 44 
deles sáo consecutivos é igual a 6 "sel 


| em 15 cadeiras colocadas em torno de uma mesa circular. De quantos 


3) 5 pessoas devem se sentar a М x di 
modos isso pode ser feito se nào deve haver ocupagáo simultánea de duas cadeiras adjacentes? 


4 Solugáo: f 
| Inicialmente temos que escolher 5 dentre 15 cadeiras ao longo de 


1 
|| 15 (15-5) 15/10 
não podem ser adjacentes. Pelo 2º Lema de Kaplansky temos G(15,5) 5-51 s = os js 378. 


primeiros 49 inteiros positivos de tal forma que dois 


um círculo sendo que duas Cadeiras 


Depois disto falta permutar as 5 pessoas nas cadeiras escolhidas. Assim, temos no total 378.5! = 45360 
maneiras de distribuir as pessoas nas cadeiras. 


4) (IME-85/86) 12 cavaleiros estão sentados em torno de uma mesa redonda. Cada um dos 12 cavaleiros 
. considera seus dois vizinhos como rivais. Deseja-se formar um grupo da cinco cavaleiros para libertar 

Гл uma princesa. Nesse grupo não poderá haver cavaleiros rivais. Determine de quantas maneiras é possível 

lp escolher esse grupo. 

| 1* Solução: 

Temos que escolher 5 dentre 12 cadeiras que estáo ao longo de um círculo sendo que duas náo podem 


А ser adjacentes. Pelo segundo Lema de Kaplansky existem G(12,5) = 12 (2-36 % 
12-5 5 745) 


| possibilidades. 
2º Solução: 
Devido a esta questão ter sido aplicada em um vestibular cuja ban 


са corretora possui fama de ser 


| bastante rigorosa, talvez a solução anterior que é uma si i à у 
тоза Я simples aplicação de fó 1 а 
: os , г аса rmula, náo valesse todos 
| o a um a solução completa da questão. Vamos proceder de forma diferente, analisando 
| mo podemos construir as escolhas dos cavaleiros. Observe que toda f Лесі 
| S as formas de selecionar os 


' са aleir i à a | 9 
| У; 05 podem se obtid sp ç partir da $ seleções de cavaleiros abaixo 
г as por rotacáo a 1 is três e са d . 


ш Situação 2 


Como podemos Situação 3 


3.122 36 manei 


girar cada uma da : E 
s3 Situações aci 
acima A 5 no. 
ras de escolher os cavaleiros, 12 vezes até voltar à situação inicial, então temos 


Exercícios 


p Uma enciclopédia consiste de g 
numerados de 1 a 8, inicialmente or Volumes, 
ordem crescente de seus nümeros, Banizados na 
а) De quantas maneiras podemos colo 
volumes em uma prateleira? са 
p) De quantas maneiras podemos coloca 
volumes em uma pratelcira de modo Г estes 
menos um volume náo esteja ocupando ү ао 
posição inicial? mesma 
c) De quantas maneiras podemos colocar este 
volumes em uma prateleira de modo estes 
exatamente um volume não esteja colocad е 
ordem crescente? Por exemplo, 2, 1, 3, 4 E em 
gou 1,2,4, 5, 3, б, 7, 8. td 
d) De quantas maneiras podemos selecionar 3 do: 
g volumes de forma que eles náo раа 
números consecutivos? 


т estes 


2) Um saco de bombons possui 20 bombons 
pretos, 18 bombons brancos e 16 bombons verdes. 
Todos os bombons da mesma cor sáo idénticos. 

a) De quantas maneiras é possível retirar do saco 
ao menos um bombom? A ordem da seleção é 
irrelevante 

b) De quantas maneiras os bombons podem ser 
divididos entre duas crianças se cada uma deve 
receber ao menos um bombom? 

c) De quantas maneiras os bombons podem ser 
divididos entre duas crianças se cada uma deve 
receber ao menos dois bombons de cada cor? 

d) De quantas maneiras os bombons podem ser 
divididos entre três crianças Se cada uma deve 
receber ao menos um bombom de cada cor? 


3) De quantas maneiras oito estudantes podem ser 
divididos em dois grupos SC cada grupo deve 
possuir ao menos um estudante? 

4) Uma pizzaria oferece três tamanhos (família, 
grande e média) € cinco sabores (mussarela, 
calabresa, mixta, portuguesa © frango com 
catupiry). 

a) Quantas pizzas diferente 
fazer? | 
b) Quantas pizzas náo familia, de до! 
esta pizzaria pode fazer? 


$ esta pizzaria pode 


s sabores, 


A altipla 
5) Um exame consiste de 20 questões de mültip 
uestão. 


escolha, quatro alternativas por 4 


а) Se q Capítulo 4 
En oda questão de e liso Combinatória 


cartão Sr respondida, de 
resposta pode ser 


Te 1 5 

SPondidas, de 5 questões devem 5 

Tesposta quantas manei ser 

с) me Pode ser preenchido? 0S O сапдо 
© O estudant : 


x e re 

questões que e] Tesolve marcar somente 

Corret е tem certe as 
amente, de Neza que resolveu 


res quantas manei E 
Posta pode ser preenchido? гы “O. сааб 


6) For 

am contrata 1 
RERUMS dos 7 dangarinas e 
AER esta de casamento 

ua 1 e 

e quantas maneiras é possível organi 

çarinos e dan i ue 
toda dançarina 
dançarino? 


9 dançarinos 


çarinas aos pares para a valsa se 


deve possuir um parceiro 


b) De i 
) quantas maneiras é possível selecionar um 


m k é 
a dangarino-dangarina para demonstrar uma 
nça particular para os noivos? 


7) Para este problema suponha o alfabeto 
composto de 5 vogais e 21 consoantes. 

a) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas? 


b) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas se letras adjacentes 
diferentes? 

c) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas se deve existir alguma repetição de 
letras? 

d) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas se a palavra deve possuir somente A's € 
B's, mas deve existir ao menos uma de cada? 

e) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas consistindo de 3A'sc7B's? 

f) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas se à palavra deve consistir de 3 A's e 7 
B's, mas nenhum А pode ser adjacente a outro A? 
g) Quantas palavras de 10 letras podem ser 
formadas consistindo de 2 A's, 3 B'se 5 a s? : 
h) Quantas palavras de 10 letras po ed 
formadas se a palavra deve possuir exatam 


ou 4 A's? 
i) Quantas palavra 


devem ser 


tam 

ormadas 5 exa 

А is? (Repetição das le as é permitido) ы 
is alavras 0 letras podem 


3 da 
exatamente d 234,0 
formadas Se ©”. до das letras náo © permitido? 
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direito. 


capítulo 4. Análise Comh 


os modos pelos 


Calcule ! 
r organizada. 


E stações de 
í ; es das estaçõe 
país, os nomes d 


, :ni чаг 
і + devem 111С14 
possuir 30u4cc 


8) Em um certo 
televisão devem 
das letras R ou Y. 
a) Quantos nomes de 


estação são possíveis com 

AS | 
este criterio: К ede Es 
b) Quantos nomes C Gin р 
terminam com B? T 
es de estação são possiveis € 
com B ou N? | 

ão sã ssíveis com 

d) Quantos nomes de estação são possível Pan 
o contém nenhuma letra repetida: 
ação são possíveis com 
B ou N e nào 


lc estaçã 


este critério € 
с) Quantos nom 
este critério e terminam 


este critério e nã 
e) Quantos nomes de est 
este critério e terminam com 
possuem nenhuma letra repetida? 
9) Existem 4 cachorros € 4 gatos. De quantas 
maneiras diferentes podemos ordenar estes 8 


animais em uma reta de acordo com as seguintes 


condições? 
a) Sem restrições. 
b) Os cachorros e os gatos devem estar altemados. 


c) O primeiro e o último animal deve ser um gato. 
d) Todos os cachorros estejam juntos e todos os 
gatos estejam juntos. 

e) As duas posições do meio sejam ocupadas por 
cachorros. 


10) A partir de um grupo de 4 médicos, 8 
professores e 6 administradores devemos escolher 
duas pessoas para formar um comitê. De quantas 
maneiras este comitê pode ser formado com 


pessoas de diferentes profissões? 


11) Uma família com 5 pessoas possui um 
automóvel de 5 lugares. Sabendo que somente 2 
pessoas sabem dirigir, de quantos modos poderão 


se acomodar para uma viagem? 


12) As retas r e s são distintas e paralelas entre si, 
São dados 5 pontos distintos na reta r e 4 pontos 
distintos sobre a reta s. Quantos são os triângulos 
determinados pelos pontos dados? nM 


13) De quantas formas são disponiveis 8 alunas 
na mesa retangular, sendo as cabeceiras 
eservadas a duas alunas insuportáveis, e as seis 


outras alu las o up > © gual, 
tra cupando er numero igy il о 
outros lad os da mesa? i 


14) A guarnição de un 
Por 8 marinheiros. 
lado esquerdo e do 


а canoa deve ser tripulada 
225105 apenas um rema do 
5 remam somente do lado 
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guarnigáo pode se 


mine o número de manciras de Escolhe, 
dentre os primeiros 18 inteiros 
› que a minima diferença enr 
scolhidos seja 2. р 


15) Deter 
5 números 
positivos de modc dh 
quaisquer dois números © 


16) De quantas maneiras distintas podem tomar 
assento ao redor de uma mesa retangular de seis 
cadeiras, 3 de cada lado, 3 engenheiros ©з 
médicos, permanecendo os engenheiros e © 


Е: Y) 
médicos sempre juntos: 


17) O presidente p de um grêmio estudamij 
convida 7 membros da diretoria: a, b, c, d, efe, 
para um almoço em mesa redonda. O presidente 
sabe que o membro a suporta b е с somente 
quando esses dois membros estão Juntos; estando 
os membros separados, a não deve permanecer 
junto de nenhum deles. Determinar de quantas 
formas o presidente p pode tomar assento à mesa 


com seus colaboradores. 


18) Das combinações simples n a n de m 
elementos considerados: 1) quantas contêm k, 
sendo k < n, determinados de tais elementos? IN 
quantas contêm pelo menos um dos А elementos? 


19) De quantos modos podemos distribuir dez 
cartas de um baralho a dois parceiros, podendo 
receber quantidades desiguais de cartas, sendo 
que cada um deve receber ao menos uma carta? 


20) Quantos embrulhos é possível formar com 
cinco livros de matemática, três de física e dois de 
quimica, não sendo diferentes os livros da mesma 
matéria? 


21) De quantos modos n pessoas podem sentar-se 
em n cadeiras enfileiradas a) sem restrições? b) 
ficando A e B sempre juntas? c) sem que A e B 
fiquem juntas? d) ficando A, Be С juntas? е) 


fic: Cj З 
TEM A, Be C juntas, e D e E separadas uma da 


22 ` qua " 
) De quantos modos se pode iluminar uma sala 
com n lâmpadas. 


23) Er 

UR um congresso de professores há 30 

tias co de Física e 30 de Matemática. 

fruns domissðes de oito professores podem ser 
as: a) sem restrições; b) havendo pelo 


o 


menos três professores de Fisica 
: $ е 


Matemático três de 


i? 
Dados n pontos distintos q 
. anferéncia, quantos sã : 
circunferene são os polí 
gonos 


podemos formar, convexos, cujos vérti 
dos entre esses pontos? Ttices 


24) 
uma 
que 
escolhi sáo 
25) Dados N pontos de um plano, náo hay 
colineares, quantos são: a) os segmentos ii 3 
cujas extremidades são escolhidas re reta 
pontos? b) os triângulos cujos vals. S 
escolhidos entre esses pontos? c) os quadrilát sáo 
cujos vértices são escolhidos entre esses po Ж 
4) os poligonos de n lados cujos vértices Es Saba 
pontos? e) os pontos de interseção das nn 
formadas por esses pontos, excluindo des i 
número os n pontos dados? m 
26) Sáo dados m > | pontos distintos sobre uma 
reta r, e К > 1 pontos distintos sobre a reta s 
paralela a r. a) quantos triángulos podem ser 
formados com vértices nestes pontos? b) quantos 
quadriláteros convexos podem ser formados com 


vértices nestes pontos? 


27)Um total de 28 apertos de mào foram trocados 
no fim de uma festa. Sabendo que cada pessoa 
cumprimentou todas as outras, pergunta-se O n? de 
pessoas presentes à festa. 


28) De quantos modos se pode preencher um 
cartão da loteria esportiva (13 jogos) com: a) 13 
palpites simples; b) 2 palpites duplos e 11 
simples; c) 3 palpites triplos e 10 simples; d) 3 
palpites duplos € 10 simples; d) 3 palpites duplos, 
2 triplos e 8 simples? 

m baralho de 32 


s a cada um dos 
des diferentes 


29) Num jogo de póquer, usa-se U 
cartas, distribuindo-se cinco carta 
quatro parceiros. Quantas distribuiç 
podem ocorrer? 


ores podem ser 
quetebol de 5 
esperança, 


30) De quantos modos 15 jogad 
divididos em 3 times de bas 
Jogadores cada, denominados 
confianga e vitória? 


шен De quantos modos 6 
irs nessas poltronas de mo 
arido se sente separado de sua mulher? 


Crescente de al 


m: 
Itura? 


gura abaixo represe 
Quantos cni oki e nta 17 ruas que se 
Percorrer para ir do 
a) sem restrições? 
b) sem passar por С? 
S Sem passar por Ce р? 

) sem passar por C ou D? 


Cortam 


pp 
е | cular: а) náo sentando 
juntos dois homens?; b) não sentando juntos dois 
homens, mas cada homem sentando ao lado de 
sua esposa?; c) náo sentando juntos dois homens e 
nem um homem com sua esposa? 


35) Dada a equação x + y +z = 20: a) quantas sáo 
as soluções inteiras positivas?; b) quantas são as 
soluções inteiras não-negativas? 


36) Afirmamos que um número de telefone 
ável se a sequência de 


didads-dadsdeda é memor 
números do prefixo бз é a mesma sequência 


de 80306 OU dsdeda (possivelmente ambos). 
Assuma que cada d; pode ser qualquer um dos 10 


digitos decimais: 0, |, 2, э 9. Deme a 
quantidade de diferentes nümeros de telefones 


memoráveis. 


quação x + Y + 


res inteiras da € DX 
s condições X ? 


tisfazendo 8 


mos escrever os 
1 e 81 em série de 
de todos quatro números 


o que ê oma 
gi T vos é divisível por 3º » 


Capítulo 4 Análise Соту, 


11 sabores 
essoa pode 
mente de 


i sorvetes de 
39) Uma sorveteria tem sorvete 


diferentes e S s uma 
antos modos D 
es. De quan pueda 
аы lhe 6 não necessaria 
escolhe 


; 269 
sabores diferentes” 


sorvetes, 


tos 
»melhantes, quan 
termos seme 
40) Reduzidos os Fo s 
| Sol existem no desenvolvimento de ( 

Mo 

+а+е) ? 

| ‚000.000 


i entre 1 e ] 
41) Quantos números inteiros pp иаи 
tem soma de algarismos igual a 5? E s 


do que 5? 


зех "ET e (x + y + 
42) Quantos termos possui a expansáo de (x + у 
zy? 


43) Prove que o número de Veg perde. 
i positivas de x, + x» + ху + = 9 é ua о 
número de soluções inteiras positivas de x, + X» 
X3  X4-0 X« t X6 7 9. 


44) Qual o número de soluções inteiras maiores 
, 9 
do que 7 de x+y+z+w= 100? 


45) Determine o número de soluções inteiras 
, positivas de x, + x + Xs + X4 + x5 = 50 se: a) xs > 
| | 12, b)xs>12ex4>7. 


46) Determine o número de soluções inteiras não- 
negativas de x + y + z + w = 20 se: a)x>6, b)x 
26ey26. 


47) Das soluções inteiras positivas de x+y+z+ 
w = 26, quantas satisfazem x > y? 


48) De quantas maneiras diferentes podemos 
escrever números + | e — | nas 16 casas de um 
tabuleiro 4x4 de modo que a soma dos números 
em cada linha e em cada coluna seja igual a 0? 


| 49) Quantos inteiros entre | e 1.000.000 inclusive 


possuem a propriedade de apresentarem pelo 
| menos 2 dígitos consecutivos iguais? 


é considerado idêntico a outro se 
mesmo número de uns, o mesmo núr 
о mesmo número de seis). 


APresen з 


la, 
Mero de д 


52) De quantas formas diferentes três ný 
odem ser selecionados entre os Números | 
р 300 de tal modo que sua soma seja 


por 3? 


Crog 
e 
divisi, 
53) Permutam-se os algarismos 1, 


todas as maneiras possíveis. Qual 
nümeros formados? 


3,457 
а Soma doy 


54) Sobre os lados de um triángulo marcam-se у 
5 e 6 pontos, respectivamente. Quantos triánon 


ГАШ 
com vértices nos pontos marcados Podemos 
formar? 


55) De quantos modos podemos arrumar 8 
iguais em um tabuleiro de xadrez (8x8) de 
que náo haja duas torres na mesma linha п 
mesma coluna? 


torres 
Modo 
em na 


56) De quantas maneiras n + | diferentes Prêmios 
podem ser distribuídos a n estudantes de modo 
que cada estudante receba pelo menos um 
prêmio? 


57) De um baralho comum (52 cartas) sacam-se 
sucessivamente e sem reposição três cartas. 
Quantas são as extrações nas quais a primeira 


carta é de copas, a segunda é um rei e a terceira 
não é uma dama? 


58) Um Vagão de metrô tem 10 bancos 
individuais, sendo 5 na frente e 5 de costas. De 10 
passageiros, 4 preferem sentar na frente, 3 
preferem sentar de costas e os demais náo tém 
preferéncia. De quantos modos os passageiros 
podem se sentar, respeitando as preferéncias? 


59) O código Morse usa “ 


palavras” contendo de | 
a 4 “letras”, as “letras” 


sendo ponto ou traço. 


50) Considere n retas num 


C ! plano satisfazendo as 
seguintes condições: 


1) não existem duas retas 
| paralelas; 2) não existem três retas Concorrentes 


no mesmo ponto. Em quantas regiões fica 
dividido o Plano pelas n retas? 


61) A figura abaixo mostra um mapa com 4 países 


Quantas “palavras” existem no código morse? 
60) No Senado Federal 
estados da federação t 
Deve-se formar uma c 
Os estados 


‚ O Distrito Federal e os 26 
êm 3 representantes cada. 


'am-se 
cartas. 
imeira 
тсеїга 


ЕСС" 


Ht BR tie pr 


t€ 


ae ean 


a) De quantos modos esse тара 
роде Ser 
с 


(cada país com uma cor, países co Olorido 
fronteira comum não podem ter a m uma linha 
dispomos de À cores diferentes? Sma cor) se 


p) Qual o menor valor de À que per; 
mapa? Permite Colorir y 
62) Refaça o problema anterior par 

abaixo: à о mapa 


63) Quantas são as permutações dos núr 
2, ..., 10) nas quais o 5 está situado à di 
e à esquerda do 3, embora não necess 
em lugares consecutivos? 


meros (1, 
reita do 2 
ariamente 


64) Delegados de 10 países devem sentar-se em 
10 cadeiras em fila. De quantos modos isso pode 
ser feito se os delegados do Brasil e de Portugal 
devem sentar juntos e do Iraque e dos Estados 
Unidos não podem sentar juntos? 


65) Um cubo de madeira tem uma face de cada 
„cor. Quantos dados diferentes podemos formar 
gravando números de 1 a 6 sobre essas faces? 


66) Quantos dados diferentes podemos formar 
gravando números de 1 a 6 sobre as faces 
indistinguíveis de um cubo de madeira? 


67) Resolva o problema anterior para: 

а) números de | a 4, tetraedro regular; 

b) números de 1 a 8, octaedro regular; 

с) números de 1 a 12, dodecaedro regular; 

d) números de 1 a 20, icosaedro regular; 

е) números de | a 8, prisma hexagonal regular, 

f) números de 1 a 5, prisma quadrangular regular. 


68) a) Quantos são os números naturais de 7 
dígitos nos quais o dígito 4 figura exatamente 3 
vezes e o dígito 8 exatamente 2 vezes? b) Quantos 
São os números naturais de 7 dígitos nos quais 0 


9) Sa 
Tetas p 95, no plan 
Paralelas CIS determi ^ POntos tais 

alelas t erminadas a Que entre as 
S Ponto Tetas duas retas 
SStintos q interse nte Quantos são 
tos d; d Tetas que sã 
70) Tre 
res g 
Otas A 
Coloca ‚Вес 
Pode Pap em linh ie. É NOVE garotos devem 
T feito antas maneiras : 

evem est iie VE estar entre A de isto 

garotos? Paradas por cAcB 


exatamente quatro 


arotos e deve 
garoto entre Gse Gs? 


72) No quadro abai 
Possível formar a 
partindo de um M e i 
para baixo? 


ХО, de quantos modos é 
palavra “MATEMÁTICA”, 
ndo sempre para a direita ou 


MA 


M / 
MATE 
MATEM 
MATEMA 
МАТЕМАТ 
MATEMATI 


ao-=-3>ZmM>3>2Z 
>o-s>zmarãE 


73) As casas lotéricas costumam oferecer a seus 
clientes a oportunidade de participarem dos 
chamados jogos com sena fechada, que 
constituem na escolha de um certo número n de 
dezenas (6 <n < 50) e na realização de todos os 
C, « jogos possíveis com essas n dezenas. 
Considere um apostador que participa de um jogo 
desse tipo realizado com 15 dezenas. i Lois 
dezenas sorteadas estiverem entre essas n 
de acertar a sena, quantas quadras e q 


bo > 
quinas esse apostador irá acertar” 


um bairro é dado a seguir. О 
mas náo há rua 


74) O mapa de 
uantos distintos 


: rua, 
perímetro do parque € ш m 
passando por dentro do parq 
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i ir desde o ponto 
caminhos mínimos existem para Ir de р 


A até o ponto B? 


75) Em uma escola, x professores se distribuem 
em 8 bancas examinadoras de modo que cada 
professor participa de exatamente duas bancas € 
cada duas bancas têm exatamente um professor 
em comum. 

a) Calcule x. 

b) Determine quantos professores há em cada 
banca. 


76) De quantos modos n casais podem formar 
uma roda de ciranda de modo que cada homem 
permaneça ao lado de sua mulher? 


77) Quantos são os p-subconjuntos (isto é, 
subconjuntos com p elementos) de (ai, a», ..., an) 
nos quais: 

a) aj figura; 

b) a; não figura; 

C) a, e a» figuram; 

d) pelo menos um dos elementos а|, аз figura; 

e) exatamente um dos elementos aj, à» figura. 


78) O conjunto A possui 4 elementos e o conjunto 
B 7 elementos. 


a) Quantas são as funções f: AS B? 
b) Quantas são as funções injetoras f: АВ? 


79) O conjunto A possui P elementos e o conjunto 
B possui n elementos. Determine o número de 
funções f: ASB sobrejetoras para: a) р = n; b)p= 
п+ ;р=п+2, 


80) Se A é um conjunto de n eleme 


i ntos, quantas 
são as funções f: A.B bijetoras? 


| 81) Quantas sáo as permutacóes simples dos 
| números 1, 2,..., n nas quais o elemento que 


|, | ocupa a k-ésima Posição é inferi 
P nora k + 
todo k? dis de 


adjacentes? 


Capítulo 4. Análise соту, 
82) Sejam Im = (t 2, 5 mj eh- 1, s ló 


com m < n. Quantas são as funções f 
^ 9 
estritamente crescentes: 


com) 
In, 


83) Im = tl, 2 хыл mj el, = tl, 2, Өөп}, 
são as funções f: 1-1, não decrescentes? 


Quantas 


84) Os números inteiros compreendidos Ea 
1000000 e 999999 são divididos em classes de 
modo que dois números diferentes estão na 
mesma classe se e só se eles têm os Mesmos 
algarismos, diferindo apenas na ordem. Assim, 
por exemplo, 552221 e 125252 estão na Mesma 


classe. Quantas classes são assim formadas? 


85) Quantas permutações de 7 letras A e 7 letras 
B, nas quais não há 3 letras A adjacentes, 


existem? 


86) Quantos inteiros entre 1 e 1000000, inclusive, 
têm a propriedade: “cada dígito é menor ou igual 
ao seu sucessor”? 


87) De quantos modos podemos escolher 3 
números, não necessariamente distintos, no 
conjunto (1, 2, ..., 150) de modo que a soma dos 
números escolhidos seja divisível por 3? E se os 
números devessem ser distintos? 


88) Determine o número de permutações de (1, 2, 


3,4,5, 6) nas quais nem o 4 ocupa o 4º lugar nem 
o 6 ocupa o 6º lugar. 


89) Quantas são as permutações simples dos 
números 1, 2, ..., n nas quais o elemento que 


ocupa a k-ésima posição é maior que k — 3, para 
todo k? 


90) Com as letras da palavra “ANTENNA”, 


determine a quantidade de anagramas com 4 letras 
que podemos formar. 


91) Hugo deve ter aula de tênis três vezes por 
semana, durante um semestre. Quantos são 05 
modos de escolher os dias de aula, se Hugo não 
deseja ter aulas em dias consecutivos? 


92) 5 pessoas devem se sentar em 15 cadeiras 
colocadas em torno de uma mesa circular. De 
quantos modos isso pode ser feito se não deve 
haver ocupação simultânea de duas cadeiras 


x 4L A AE 


93) Quantos são os anagram 
as 


MISSISSIPI nos quais não há e da palavra 
consecutivas? uas letras $ 


94) Na Liga Profissional Ameri 

(NBA) os times campeões di CHE de Basquete 
e Oeste fazem a grande final, que табы Leste 
uma melhor de 7 jogos, ou uA Isputada em 
primeiro vencer 4 jogos ganha ei time que 
exemplo, suponha que a série seja desir Por 
jogos. Temos as seguintes 8 possibilidad ida em 5 
seqüéncias de quem vence cada jo a рага as 
LOLLL, LLOLL, LLLOL, LOOOS, dd 
OOLOO, OOOLO, onde O significa vitóri A 
time da Conferéncia Oeste e L significa e e um 
um time da Conferência Leste. DA "s 
nümero total de séries possíveis. "re 


95) Quantos inteiros entre 1000 e 10000.inclusive 
não são divisíveis nem por 2, nem por 3 e nem 
E por 


96) Quantos sào os inteiros de n dígitos, que tém 
todos os dígitos pertencentes ao conjunto (1, 2, 
3}? Em quantos deles os inteiros 1, 2 e 3 figuram 
todos? 


97) Dado um decágono, quantos são os triângulos 
cujos vértices são vértices não consecutivos do 
decágono? 


98) De quantos modos podemos formar uma 
seqüéncia de p elementos iguaisaleq elementos 
iguais a O se dois elementos iguais a zero n&o 
podem ser adjacentes? 

99) De quantas maneiras é possivel arranjar 5 
bolas vermelhas, 5 verdes e 5 azuis em uma linha 
de modo que náo existam duas bolas azuis 
adjacentes? 


100) O Sr. е a Sra. Zeta querem escolher 0 ca 
e seu filho de modo que 4 sigla (as iniciais 
rimeiro nome, do nome sti 
sobrenome) estejam em ordem alfabética. D : 
uantas maneiras podem fazer isso? (Const 
lfabeto com 26 letras) 

|) 276 b) 300 c) 552 d) 600 ©) 15600 


01) Nós temos um quadrado 0000 
ormado por 4 fileiras cada uma 0000 
om 4 pontos. Quantos triângulos 000º 
Xistem com vértices nos pontos” 


linha) 


102) N 
quantas forr cima ao lado, de 
Palavra HEXAG M formar a н 
; E E 
е mov ‚ Partindo do 
Somente ns de uma letra А А 
abai Para as letras direta A 
aixo na esquerd: rectamente GGG 
Tda ou direita. о о 


103) Q 
vantas palav 
ras Я 
menos uma letra A? de 6 letras contém ao 


104) Dad j 
ES Conjunto de 3n + 1 objetos, assuma 
n idénticos e 2n + 1 que sáo distintos 


Prove qu ё 
e vocé pode escolh i 
a: er 
maneiras diferentes. dd 


105) De quantas maneiras é possível escolher um 


número impar de obj j 
«i | etos де um conjunto de n 


106) Quantos subconjuntos do conjunto (1, 2, 3, 
..., n} não contém números consecutivos? 


107) Nove pontos sáo distribuidos ao redor de um 
círculo de maneira que, quando tragamos todos os 
segmentos obtidos ligando dois pontos, não 
existem três destes segmentos que são colineares. 
Quantos pontos de interseção existem no interior 
do circulo? 


108) Existem 3 camas em um quarto, uma cama 
para uma pessoa, uma cama para duas pessoas € 
uma cama para quatro pessoas. De quantas 
maneiras podemos distribuir 7 pessoas nestas 


camas? 


109) Quantos números de 10 dígitos possuem 


pelo menos dois dígitos iguais? 


a 6 números são escolhidos do 


49). De quantas maneiras isto 
no subconjunto 


110) Em uma loteri 


conjunto (1,2 э 
ode ser feito de modo que 


| a 
escolhido exista ao menos um p 
consecutivos? 


r de números 


eiras podemos colocar uma 
reta num tabuleiro de 


б, 
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mistura de faces azuis e faces vermelhas, Qua 18 
5 nt: 


m DS 
aneiras distintas podemo 


adrez um rei branco € 
Е ў 2 
aque o outro? 


112) De quantas m 
colocar num tabuleiro de xa E 
um preto de modo que um não а 

:m ser formados com 
113) Quantos triângulos podem ser fön o 
os n vértices de um poligono convexo 


iâ ssa ser um lado 
que nenhum lado do triângulo possa ser U 


do polígono? 


» repartir 27 livros 
114) De quantos modos se pode repartir T e 
diferentes entre as pessoas A, Be C, de modo q 


А e B, juntas, recebam o dobro de C? 


д o AS e te 
115) Em uma uma há fichas numeradas de З à 
10. De quantos modos se podem retirar 3 fic has, 
de maneira que a soma dessas fichas náo seja 
menor do que 9? 


116) Os números inteiros compreendidos entre 
100.000 e 999.999 são divididos em classes de 
modo que números diferentes estão na mesma 
classe se, e só se, eles têm os mesmos algarismos, 
diferindo apenas na ordem. Assim, por exemplo, 
552.221 e 125.252 estão na mesma classe. 
Quantas são as classes formadas? 


117) Quantos números inteiros maiores que 
53000, com algarismos distintos, podem ser 
formados com os algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6e 7? 


118) Formam-se todos os nümeros de seis 
algarismos, sem os repetir, com os algarismos do 
número 786.415. Colocando-os em ordem 
crescente, qual a posição do número dado? 


119) De quantos modos se pode pintar as faces de 
uma pirâmide pentagonal regular, usando seis 
cores diferentes, sendo cada face de uma cor? 


120) Determine a fórmula para o número de 
solução não-negativas de x + ytztw-m 
satisfazendo: a)x2a, b)x»ae y2b 


121) De quantos modos é possível sentar 7 
pessoas em cadeiras em fila de modo que duas 
determinadas pessoas dessas 7 nào fiquem juntas? 


completamente vermelhos, e alguns tém ита 
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espécies distintas de cubos podem ser fabricaqa 
5 y 
etermine quantos números de 
123) Dete Quatro 


ívitos existem com exatamente dois : 
dígitos єх! | DE po 
iguais. Por exemplo, Ao) e Dn 
iguais. тры ty 
alguns destes números. 


124) As senhas de conta corrente de um banco a 
constituídas de sete caracteres, OS três Primeiro 
são letras (26 possibilidades para cada letra) e 
quatro seguintes são dígitos (10 possibilidade, 
para cada dígito). Para entrar com uma senha 
deve-se inicialmente digitar as três letras 
aguardar. Se estiverem corretas aparece UM texto 
pedindo para que sejam digitados os Quatro 
dígitos, porém, se estiverem erradas, então pede. 
se para digitar novamente as três letras, até que 
estas estejam corretas. João esqueceu à sua senha, 
somente lembrando-se que a primeira letra é Me 
o primeiro dígito é 9. Qual o número máximo de 
tentativas que João pode fazer para acertar a sua 
senha? 


125) Dez cadeiras estão alinhadas em uma sala, 
Sete estudantes devem sentar nas cadeiras, não 
ficando dois estudantes na mesma cadeira. De 
quantas maneiras isto pode ser feito se não devem 
existir duas cadeiras adjacentes vazias? 


126) Quantos números inteiros existem entre 1000 
e 9999 de forma que seus 4 algarismos sejam 
distintos e o módulo da diferença entre o primeiro 
€ o último algarismo seja 2? 


127) Uma escada tem 10 degraus. Para subi-la em 
cada passo, pode-se subir de um ou dois degraus 
de cada vez. De quantos modos diferentes se 
poderia subi-la com um número par de passos? 


128) Determine de quantas maneiras podemos 
escolher três elementos do conjunto (1, 2, 22, 2), 
-- 2") de modo Que estes trés elementos formem, 
em alguma ordem, uma progressáo geométrica. 


129) Clarita sobe uma escada de um em um ou de 
dois em dois, mas nunca de três em três batentes. 
Se deve subir a escada de dez batentes pisando 
obrigatoriamente no sexto batente, onde há um 
descanso, de quantas maneiras pode fazê-lo? 


130) Tem-se 13 pontos cuja maioria pertence à 
Uma reta R e os restantes se acham sobre umi 


iximo de 
tar a sua 


ima sala. 
iras, nào 
eira. De 
io devem 


tre 1000 
)s sejam 
primeiro 


ibi-la em 
degraus 
entes 56 
ssos? 


podemos 
2, 27, 2 > 
formem, 
strica. 


ım ou de 
batentes. 


222 
arale 
constroem-S€ 
riláteros CONVEXOS possiveis 
de quadriláteros para o | ÃO do 


. Com estes pontos c 
T or 


todos os triángulos то y 
e 


quad 
número 


131) Uma classe tem a meninas e b 
quantas formas eles podem ficar en 
meninas deyem Hear em ordem crescente d se as 
соб mI E também? (Supor que duas € peso 
quaisquer não tenham o mesmo peso). Pessoas 


Meninos. De 


Questões de Vestibulares 


132) (UFPI-2004) O número de subconjuntos d 
conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, com pelo Mens 6 
elementos, é igual a: 

33 034 c)35 d)36 е) 37 


133) (Puc/SP-2001) Buscando melhorar o 
desempenho de seu time, o técnico de uma 
seleção de futebol decidiu inovar: convocou 
apenas 15 jogadores, 2 dos quais só jogam no gol 
e os demais atuam em quaisquer posições, 
inclusive no gol. De quantos modos ele pode 
selecionar os 11 jogadores que irão compor o time 
titular? 

a)450 b) 480 с) 550 d) 580 e) 650 


134) (UFU-99) Considere nove barras de metal 
que medem, respectivamente: 1, 2,3,4,5,6,7,8 
e 9 metros. Quantas combinações de cinco barras, 
ordenadas em ordem crescente descomprimento, 
podem ser feitas de tal forma que a barra de 5 
metros ocupe sempre a quarta posição? 

332 b) 16 c)20 d)18 e) 120 


135) (UFU-2000) Considere A, B, C, D, E, F € G 
pontos num mesmo plano, tais que dentre esses 
pontos não existam três que sejam colincares. 
Quantos triângulos podem ser formados com 
vértices dados por esses pontos, de modo аш ү 
existam triángulos de lado АВ, nem de lado BC: 
1)34 b)35 c)26 d)25 

136) (UFPB-93) As cartelas de um bingo m 
гиа, distribuindo os me а 75, $ 
ePetição, em uma tabela de cinco 

Colunas. A primeira, segunda, terceira, quero 
Quinta colunas são formadas por 5 inteiros, 


с 
Mesmos “da coluna ў 


-96 
com prefixo А), Quantos Número 


301, Г. 45], [46, 60] e 
СГА consider; 
» OU seja, аи E 


Consider, OS em o S com 

Д denso 3: os 
em cor S idênticas. y ау à diferentes são 
a) 15015 b) М dessa forma PS € cartelas que se 
0575 сузш 9749 
137) (UFRN 


s de telefones 


exis! 
lem, em Natal, com todos os 


" ns 
Bitos distintos e O último 


do penúlti digito i 
imo? Bito igual ao 
telefones de Nat LEMBRET ао dobro 


E: Considere que os 


al têm nv 
têm números com 7 digitos. 


Assinale a opção que indica quantos percursos 
diferentes existem para se chegar à comunidade D 


(partindo-se de A), sem que se passe mais de uma 
vez numa mesma comunidade, em cada percurso. 
a)72 bI2 918 d) 36 


139) (UFC-2001) Ao adicionarmos todos os 
números inteiros positivos formados a partir das 
permutações simples dos algarismos 1;2,3; 4 eS, 
obteremos um número M, Determine o algarismo 


das dezenas de M. 


iende-se de 6 cores distintas, 
NIFOR-99) Dispõe-se o 
а jus serão escolhidas para pintar as faces 
тоа De quantos modos a pintura poden 
roh se faces opostas devem ter a mesma СОГ. 
E 


Olimpíada, à 

2000) Em uma Э 
141) (Fatec н E A se apresentou com р 
delegação de Y com 6 atletas. 


um pais В, ra quatro 
atletas € à ila Olímpica а, р кы: eun 
alojamento” deles foi ocupado о distintas 
essoas, : ro de maneiras dl 
etas de P etas era: 
e 2 atl rupo de 4 atl 115 


de formar esse 
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l/ 
ЕТ "A 


)675 b) 450 c) 270 d) 60 e) 16 
a)6/» 2 


M 56 
do-se todos OS valore 


142) (Fei-2000) Consideran m 3 algarismos 


inteiros que podem Ser descritos со 
distintos, quantos são múltiplos a v 
2136 b)148 c)120 d)169 € 


ede de 
143) (FGV-2001) Uma senha de ыбы 
computadores é formada por hd Жү E. 
e em é leva 
entre 26 do alfabeto (a or | 
entre as 2 eM m 
e istem С 
ideraçã uantas senhas ех 
consideração). a) Q nhas e d 
todas as letras distintas, e que comecem pel 
S? e " 
b) Quantas senhas sáo possiveis, de modo q 
haja pelo menos duas letras 1guats: 


144) (UFPE-99) No mapa abaixo estão esboçadas 
as ruas de um bairro. As ruas verticais sao 
paralelas entre si e é igual a distância entre ruas 
consecutivas; o mesmo acontece com as ruas 
horizontais. Se N é o número de formas de sair de 
A e chegar até B percorrendo a menor distância 
possível, determine N. 
B 


145) (UFRJ-93) As antigas placas para 
automóveis, com duas letras seguidas de quatro 
algarismos, estão sendo substituídas por novas 
com três letras seguidas de quatro algarismos. 
Nestas placas, bem como nas antigas, são 
utilizadas as 23 letras do alfabeto portugués, mais 
as letras К, X e Y. Calcule quantos carros a mais 
podem ser emplacados com o novo sistema. 


146) (UFRJ-97) Um construtor dispóe de quatro 
cores (verde, amarelo, cinza e bege) para pintar 
Cinco casas dispostas lado a lado. Ele desej 
cada casa seja pintada com apenas uma cor 
duas casas consecutivas náo possuam a mesma 


cor. Determine o número de possibilidades 
diferentes de pintura. 


a que 
e que 


147) (UFMG-97) Observe a figura. 


1234567 8910 
Considere os caminhos ligando Aac, 
por B, tragados a partir de A, desl 
sempre, ou | unidade para a direita, na 
ou | unidade para cima, па 
DETERMINE o número total de ç 
distintos obtidos dessa forma. 


Passando 
сапда. 
horizonty 
vertica 
aminhoy: | 


148) (UFMG-98) Observe o diagrama. 


O número de ligações distintas entre X e Z é 
a) 39 b) 41 с) 35 а) 45 


149) (VUNESP-99) Considere p conjunto A = (1, 
2, 3, 4, 5}. Quantos números de dois algarismog 
distintos é possível formar com os elementos do. E 
conjunto A, de modo que: 

a) a soma dos algarismos seja impar? 
b) a soma dos algarismos seja par? 


150) (Cesupa-2003) Em um concurso realizado, 
numa universidade, apresentaram-se 4 candidatos: 
para disputar a única vaga existente. А ban 
examinadora é constituída de 3 membros, ү 
devendo cada examinador escolher um candidato. | 
De quantas maneiras diferentes podem ser dados. 
Os votos desses examinadores? 

а)12 b)24 c)64 d) 81 


151) (Cesupa-2004) Um atleta, visando participa” 
da corrida do Círio, resolve treinar nas ruas de a 
bairro. Inicia o treino no cruzamento de duas 185: 
€, durante о percurso, em cada cruzamento tem} 
opção de direcionar-se no sentido de um dos, 
Pontos cardeais: norte, sul, leste, oeste | 
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Considerando n o número de quarteirões à serem E 


pe e a) 


percori 
possibi 
a) 4n 


152) ( 
formad 
5,7е‹ 


153) ( 
3 pro 
estraté 
comíci 
outro 

prome: 
realiza 


154) ( 
senha 
bancár 
seu nú 
senhas 
a)5 


155) | 
naturai 
algaris 
a) 30 


156) 

bancár 
aprese 
Depois 
digitar 
dois | 
algaris 
nào co 
tentati: 
a) 419: 


157) ( 
dispon 
interes: 
primei 
se que 
vendid 
nümer 
cotas e 
a) 56 


158) ( 
Jogado; 
mulher 
basque 


percorridos, а expressão que 
possibilidades de percurso deste a үс E Eta as 
adn Ы4" on! dng ^ 4€ 


152) (UFPE-2003) Seja S a soma d е 
formados pelas permutações dos alg е 
5, 7 e 9. Indique a soma dos dígitos des tem 


153) (UFPE-2003) Um Я | ixo. | 
candidato a deputado faz Um bispo e um » Simultaneamente, 


3 promessas distintas i cav А 

estratégia eleitoral. eje jd hn Como gp Maneiras diferentes” fazê-lo de 
comício as mesmas três promessas pgs um | b) 128 

outro comício. Qual o número mí eitas em | c) 2016 

promessas que ele deve compor mmo de | 4) 4032 

realizar 30 comícios? Para poder | e) 8064 


154) (ESPM-2000) Uma pessoa precisa de 
senha formada por 4 algarismos para seu сандо 
bancário. Decide obté-la usando 4 ноа, 
seu número telefônico que é 299-8123 Qian Ў 
senhas distintas poderá formar dessa maneira? > 
д5 bA! 05432 DS er. 


160) (U 
«чле БЕГИ) Para montar um sanduíche, os 
“Mim Йе uma lanchonete podem escolher: ' 
re OS tipos ào: : 
squailo: pos de pào: calabresa, orégano e 
| kk dentre os tamanhos: pequeno e grande; 
бе чы até cinco dentre os tipos de recheio: 
Nha, atum, queijo, presunto e salame, sem 


possibilidade de repetigáo de recheio num mesmo 


155) (ESPM-2005) A quantidade de números | sanduíche 


naturais de 3 algarismos distintos cuja soma dos 
algarismos é 20 é: 
a)30 b)26 c)24 d)20 e) 18 


156) (Fatec-2004) Рага realizar operações 
bancárias via Internet, certo “site” exige que se 
apresente uma senha constituída por 4 algarismos. 
Depois de realizada a operação, é necessário 
digitar uma segunda senha, de 3 algarismos. Nos 
dois casos podem ser escolhidos quaisquer 
algarismos de 0 a 9. Suponhamos que alguém que 
não conheça as senhas tente descobri-las fazendo 
tentativas. O número máximo de tentativas será: 

а) 419,319 p) 107 с) 11 000 d) 10998 е) 120 


157) (FGV-2005) Um fundo de investimento 
disponibiliza números inteiros de cotas aos 
interessados nessa aplicação financeira. No 
primeiro dia de negociação desse fundo, verifica- 
se que 5 investidores compraram cotas, € que foi 
vendido um total de 9 cotas. Em tais condições, O 
número de maneiras diferentes de alocação das 9 
cotas entre os 5 investidores é igual a 

2)56 b)70 c)86 d)120 e) 126. 


o dispõe de 10 


158) (PUC/PR-2003) Um técnic 
deles € 


jogadores: 6 homens, Pedro é um 
mulheres, Maria é uma delas. Quant 
basquete (5 jogádores) podem $e 


as equipes de 
r constituidas de 


Calcule: 

A) quantos sanduíches distintos podem ser 
montados; 

B) o número de sanduíches distintos que um 
cliente pode montar, se ele não gosta de orégano, 
só come sanduíches pequenos e deseja dois 
recheios em cada sanduiche. 


161) (UFMS-2003) Uma turma tem aulas às 
segundas, quartas e sextas, das 8 às 9 horas e das 
10 às 11 horas. As matérias são Matemática, 
Português e Inglês, cada uma com duas aulas 
semanais, em dias diferentes. De quantos modos 
pode ser feito o horário da turma? 


162) (UFMS-2004) Considere o mapa da regido 
formada pelos paises Á, B,CeD. 


A 


=N 
B 


с 


а pode-se usar uma mesma cor 
» 


desde que dois países vizinhos 


ntes. De acordo com essa 


Ao colorir um тар! 
mais de uma vez, 


tenham cores difere 
117 


== 
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167) (UFPI-2003) De quantas maneiras pod ló 


ores, pode-se 


s quatro с pol Á 
PE as distintas. 


; anão e usando apen Eo 
informação c usan P L maneir 


colorir o mapa acıma le 
Entáo, é correto afirmar аш de 

a)24 b) 36 c)40 d)48 c)- 

2001) Num acampamento, estao 14 
1 as, 4 cariocas € 4 minel s 
o acampamento, será 
as, | carioca € 
O número de 
quipe de 


163) (UFSCar- | 
jovens, sendo б paulist 
Para fazer a limpeza d o 
formada uma equipe com 2 pau is 
| mineiro, escolhidos ao acaso. dd 
maneiras possíveis para se formar essa 

limpeza é: 


a)96 b)182 c)212 d)240 c)256 


164) (UFU-98) Na figura abaixo, O maior пе 
de triángulos que podem ser formados ten E 
como vértices trés dos pontos Po, Pi, Pz, Рз, Pa, Ps 
e Pg indicados é: À 


P: 
Po 


Ps 
Р, 


а)33 b)27 с)56 d)18 e)35 


165) (UFU-2003) Um sério problema enfrentado 
pelas autoridades de saúde é diagnosticar a 
chamada pneumonia asiática. Atualmente sáo 
conhecidos 7 sintomas dessa doença. Se em um 
paciente forem detectados 5 ou mais desses 
possíveis sintomas, a doença é diagnosticada, 
Diante disso, pode-se afirmar que o número total 
de combinações distintas dos sintomas possiveis 
para que o diagnóstico da pneumonia asiática seja 
efetivado é igual a 

а)21 b)29 c)147 d)210 


166) (Unesp-2003) O conselho administrativo de 
um sindicato é constituído por doze pessoas, das 
quais uma é o presidente deste conselho. A 
diretoria do sindicato tem quatro cargos a serem 
preenchidos por membros do conselho, sendo que 
O presidente da diretoria e do conselho não devem 
Ser a mesma pessoa. De quantas maneiras 
diferentes esta diretoria poderá ser formada? 

a)40 Ы) 7920 с) 10890 а) 11! е) 12! 


idos úmeros naturais disti Ma $ 
escolhidos 3 numero ura ео de 1 аў ; 
de modo que sua soma seja impar? 


168) (UFES-2004) Uma cidade atravessada É 
um rio tem 8 bairros „situados em uma A 
margens do rio € 5 bairros situados na A. : 
margem. O nümero de possíveis escolhas А 
bairro qualquer situado em qualquer um, |! f 
margens do rio е 3 bairros quaisquer situa 


outra margem é 
a)280 b)360 c) 480 d) 1680 e) 2160 


dos Й 


169) (UFBA-2002) Uma empresa de Publicidag, | 
dispõe de 5 modelos femininos e 4 Masculino, É 
Determine o número total de grupos formados y, B 
3 modelos, havendo pelo menos um modelo 4 | 
sexo feminino em cada grupo. f 


170) (UFBA-2005) Durante uma reunião, осопы 
uma divergência quanto à formação de "i 
comissáo gestora, a ser escolhida entre aE 
presentes. Um grupo defendia uma comissáo com 6: 
três membros, sendo um presidente, um vite | 
presidente e um secretário. Outro grupo queri Y 
uma comissão com trés membros sem carga! 
definidos. A primeira alternativa oferece 2! 
possibilidades de escolha a mais que a segunda |: 
Determine o nümero de pessoas presentes i 
reuniáo, sabendo-se que esse número é maior qu 53 
5. 


171) (UFRJ-99) Um campeonato de futebol fu :: 
disputado por 10 equipes em um único tumo, & É 
modo que cada time enfrentou cada um dos outra k 
apenas uma vez. O vencedor de uma рат À 
ganha 3 pontos e o perdedor não ganha pon | 
algum; em caso de empate, cada equipe ganha | F 
ponto. Ao final do campeonato, tivemos d 
seguinte pontuação: 

Equipe 7: 9 pontos: Equipe 8: 13 pontos; i 
Equipe 9: 4 pontos; Equipe 10: 10 pontos. H 


Equipe 1:20 pontos; Equipe 2: 10 pontos; 
Equipe 3: 14 pontos; Equipe 4: 9 pontos; 
Determine quantos jogos desse campeon | 
terminaram empatados. 


Equipe 5: 12 pontos; Equipe 6: 17 pontos; 


172) (UFRJ-2000) Em todos os 53 finais & й 
Semanas do ano 2.000, Júlia irá convidar duas 
Suas amigas para sua casa em Teresópolis, sen” : 


que nunca o mesmo par de amigas se vd 
durante o ano. j 


a) Determine o maior número possi 

que Júlia poderá convidar. Possivel de amigas 
b) Determine o menor nümero possí 

quc ela poderá convidar. Possivel: ge amigas 
173) (Mackenzie-2003) Uma sala tem 5 la 

com interruptores independentes. O Mie 
formas de iluminá-la, com pelo о de 
lâmpadas acesas, é: nos duas 
а)26 b) 20 c)28 d)40 е) 46 


174) (Mackenzie-2003) Num 

de 6 salas e de 2 banheiros, е chaves 
dispostas em duas filas com quatro E estáo 
uma. Se as chaves dos banheiros devem Мн cada 
extremidades da primeira fila, o айыу. р 
formas diferentes de se colocar as da de 
quadro é: es no 
ajó! D)66! с)46! d)8! 926! 

175) (Mackenzie-2003) Considere todos os 
números de cinco algarismos distintos, escritos 
com 1, 2, 3, 4 € 5. Se esses números sáo 
ordenados em ordem crescente, o algarismo das 
unidades do número que ocupa a trigésima 
posigáo é: 
as b1 с)4 d)3 е)2 

176) (Mackenzie-2005) Um professor deve 
ministrar 20 aulas em 3 dias consecutivos, tendo, 
para cada um dos dias, as opções de ministrar 4, 6 
ou 8 aulas. O número de diferentes distribuições 
possíveis dessas aulas, nos 3 dias, é: 


a)7 b)6 с)4 d)10 е)8 


177) (Unifor-98) Seis pessoas classificadas para a 
etapa final de um concurso concorrem а seis 
prêmios: 2 deles distintos, correspondentes ao 
primeiro e segundo lugares da classificação, € 4 
iguais, como prêmios de consolação aos demais 
classificados. De quantos modos poderá ocorrer à 
premiação dessas pessoas? 
a)120 b)80 c)60 d) 40 e)30 
178) (UFRA-2004) Ao programar uma Semana de 
Cinema, o diretório acadêmico da UFRA escolhe 
sete filmes que será exibido um por dia. Na 
elaboração do programa fica decidido que dois 
desses filmes, que são de ficção científica, não 
devem ser exibidos em dias consecutivos. esse 
caso, o número de maneiras diferentes de fazer à 
programação dessa semana é: 

3)720 b)960 c)1040 d)3600 9 4320 


pessoas ns or modos podem as dez | 
0 
b)240 c)1680 d)3840 е) 14400 
180) (IB 
Mine чу. De quantos modos 
de palco que possui 8 lâmpadas? 25 
€)64 d)255 e)127 | 


18 
1) (IBMEC-2002) Ет u 
administradores se di "i m. cepe 
deanam istribuem em 8 
participa de de modo que cada administrador 
mas E exatamente dois departamentos e 
ois departamentos t 

d em exatamente 
administrador em i | 
E comum. Dessa forma, A é igual 


a)20 b)22 c)24 d)26 e)?8 


182) (IBMEC-2001) Nove economistas trabalham | 
em um projeto sigiloso. Por motivo de segurança, | 
os planos sào guardados em um cofre protegido | 
рог “chaves eletrónicas” de modo que só é | 
possivel destravá-las se houver pelo menos 5 | 
economistas presentes. Logo, o número mínimo 
possível de “chaves eletrônicas” é de: | 
aj9! Ы)5! o4! 010 e) 126 


183) (IBMEC-2004) Numa empresa há 4 
diretores. Cada projeto realizado nesta empresa 
deve ser comandado por uma comissão formada 
por dois diretores. Se 7 projetos estiverem 
programados para o próximo ano, então _ | 
a) todos 05 diretores participarão da comissão de | 
algum projeto. 
b) pelo menos um 
1550 jetos. 
au e m ;cipar das comissões de3 
c) dois diretores 1120 participar de м 
i utros dois 1180 participa 
projetos € os out 


diretor participará das 


terá uma comissão de 3 


missões 


ncia de turismo 
$ dias de viagem 
ada par 


184) (IBMEC-2004) Uma age 
oferece, dentro de um pacote de E 
para a Europa, as seguintes opções рага c? 
de dias: 


1° е 2° dias | Coimbra, Lisboa, Madri, 
Barcelona = | 

3° e 4 dias | Paris, Bruxelas, Amsterdã 

5° е 6º dias | Roma, Florença, Veneza, Nápoles, 
Palermo 

7° с 8º dias | Berlim, Munique, Viena, Praça | 
Copenhagen 


Dessa forma, quem adquirir este pacote tera que 
fazer um roteiro de viagem escolhendo apenas 
uma das cidades de cada linha da tabela acima, 
para cada par de dias em que estiver viajando. 

a) Determine o número de roteiros possíveis para 
o pacote descrito acima. 

b) Qualquer que seja o roteiro escolhido no pacote 
de 8 dias, quem adquiri-lo pode ainda comprar de 
1 a 10 dias opcionais, na configuração um dia por 
cidade, escolhendo entre: Frankfurt, Oslo, 
Estocolmo, Varsóvia, Cracóvia, Bucareste, 
Budapeste, Sófia, Istambul, Atenas. Considerando 
irrelevante a ordem de visita às cidades opcionais, 
caso alguma(s) dela(s) seja(m) adicionada (s) ao 
pacote de 8 dias, calcule o número de pacotes 
diferentes que podem ser montados considerando 
todas as alternativas para os 8 dias e todas as 
possibilidades de escolha de dias opcionais. 


185) (IBMEC-2003) Considere 8 pontos distintos 
sobre uma circunferência. Suponha que 

* A é o número de triângulos que podem ser 
formados com vértices sobre quaisquer três desses 
pontos; 

* Bé o número de quadriláteros que podem ser 
formados com vértices sobre quaisquer quatro 
desses pontos; 

* Cé o número de pentágonos que podem ser 
formados com vértices sobre quaisquer cinco 
desses pontos; 

* Dé o número de hexágonos que podem ser 
formados com vértices sobre quaisquer seis desses 
pontos e 

К Е ё о número de heptágonos que podem ser 
formados com vértices sobre quaisquer sete 
desses pontos. 

EntãoA+B+C+D+Eéi ual a 

22-37 0-38 o2 -38 

d2'-37 е)2#—27 
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186) (UEL-2005) Patricia, Bruna, Tiago, vd 
Rosa e Maria vão juntos ao cinema, Ag п. 


querem se sentar juntas, uma ao lado da ou 


Enina? 
tra, De! 


quantas maneiras este grupo pode se su 25 
sabendo-se que vào sentar todos numa mes, 
fileira? 2 193 
р Ь) 48 с) 78 4) 96 е) 144 | X 
e sala « 
187) (UEL-2005) Um professor entrega a + dois | 
questões aos alunos para que, em uma prova Sem 
escolham 05 questóes para resolver, sendo ш ! чын 
duas destas questões são obrigatórias. Ао analisa а) 15 
as provas, O professor percebeu que nào havia | 
provas com as mesmas 05 questões. Assim, ¿{ 194) 
correto afirmar que o número máximo de alu inteir 
que entregou a prova é: | algar 
a)6 b)20 с)56 d)120 е)336 | a) 12 
188) (UEL-2004) Marcam-se 5 pontos sobre uma | 195) 
reta г e 8 pontos sobre uma reta s, paralela a y ; "i 


Quantos triángulos distintos existem com vértices 


alga 

em 3 desses pontos? | de 
a)220 b)230 c)274 4)286 e)294 i Rm 
{ dia: 

189) | (UEL-2004) Мита competição ! a) d 
internacional, um país obteve, no total, 10! É b)n 
medalhas dentre as de ouro, prata e bronze, é ce 
Sabendo-se que este país recebeu pelo menos uma i E. . d)c 


medalha de ouro, uma de prata e uma de bronze, | E ' | е) е 
quantas sáo as possibilidades de composigáo do 
quadro de medalhas deste país? 


а) 10 b)30 c)36 d)120 e) 132 


ii экы 


190) (UFC-2003) O número de maneiras segundo 
as quais podemos dispor 3 homens e 3 mulheres 
em trés bancos fixos, de tal forma que em cada 
banco fique um casal, sem levar em conta a 
posigáo do casal no banco, é: 


а)9 b)I8 c)24 d)32 e)36 @ 5 
сс 
191) (UECE-2004) Dos 21 vereadores de uma {6° с 


Câmara Municipal, 12 são homens e 9 são 
mulheres. O número de Comissões de vereadores, 
constituidas com 5 membros, de forma a manter- 
se sempre 3 participantes de um sexo e 2 do outro, 
é igual a: 

а) 10.364 Б) 11.404 с) 12.436 d) 13.464 


192) (UECE-2003) O número de modos 
diferentes de escolher quatro elementos (números) 
distintos no conjunto (-6, —5, 4, 3, 22, –1, l, 
2, 3, 4, 5,6} de tal forma que o produto destes / 
números seja positivo, é ў 


а) 324 b)255 с) 225 d) 216 


bases 


Isabel, Pedro e 


naquele recinto é: 
а) 150 b)300 c)480 d)950 
194) (UFAC-2003) A quantidade de números 


inteiros múltiplos de 5, formados por três 
algarismos distintos, é: 


a) 120 b)150 c)180 d)136 е) 144 
195) (PUC/RJ-97) Para cadastrar placas de 
automóveis, um computador gera todas as 
possíveis combinações de duas letras e três 
algarismos em uma hora. Para gerar combinações 
de três letras e quatro algarismos, este mesmo 
computador, trabalhando vinte e quatro horas por 


dia e sete dias por semana, gastaria: 
a) dois dias. 


b) mais de um mês. 

c) entre duas semanas e um mês. 
d) de quatro a cinco dias. 

e) entre uma semana € duas. 


196) (UFES-2003) Um cubo, com todas as faces 
uniformemente brancas, será decorado, 
os símbolos da figura 1. 


usando-se 


Fig. 2 
Sabendo-se que em cada face poderá ser 
colocado, no máximo, um desses simbolos, 
conforme a figura 2, quantos possíveis cubos 
decorados poderão ser obtidos se forem 
escolhidos | | 
a) somente dois símbolos distintos quaisquer e 
colocados em um par de faces opostas? Н 
b) todos os seis símbolos € colocados nas faces? 
c) somente cinco símbolos distintos pao 

colocados, de modo que um deles seja repeti 9 

em um par de faces opostas? 


197) (UFLA-2004) Uma fita de DNA pode үз 
representada por uma seqüéncia de letras, € cada 
uma pode ser A, C, G ou T, correspondentes às 


193 2 i 

) LES Os casais José e Maria, Joào e 
uiza, ao procurare à 

2n 200: ( m assentos na 
2 E exibição do Cine ORION encontraram 
£ 15 lugares vizinhos em cinco filas diferentes 
em separar os integrantes de cada casal o 
número de formas distintas de tomarem assento 


c) 141/6!.8! 


Capítulo 4. Análise Combinatória 


i 
А 
respectivamente. О número de fitas diferentes que 


padem existir com cinco bases, sendo duas delas 
, duas delas C e uma delas, A, é 


a)120 b)60 c)15 d)30 e)s 


198) (UFLA-2004) O número de caminhos entre 
os pontos A e B, obtidos ligando-se por retas os 


pontos da figura, sempre da esquerda para a 
direita, é: 


adenina, 


' 
1 
D 


a) Combinagáo de 6 tomados 4 a 4 
b) Arranjo de 6 tomados 4 a 4 

c) 6! 

d) 5! 

e) 32 


199) (UFMA-2000) A senha dos clientes de um 
banco é formada por 4 dígitos dentre: 1, 2, 3125 
6. A fim de minimizar as chances de um individuo 
descobrir a senha de algum de seus clientes, O 
banco pretende aumentar a quantidade de digitos 
de 4 para 5, ou entáo disponibilizar mais 3 dígitos 


(7, 8 e 9) para formara senha. Qual dessas éa 
melhor opção? 


200) (UFMA-2003) Determine, usando análise 
combinatória, o número de diagonais de um 
decágono convexo. 


201) (UFMA-2003) De quantas maneiras podem 
ser escolhidos 3 números naturais distintos dela 
30, de modo que sua soma seja impar ? 


202) (UFMG-2005) A partir de um grupo de 14 
pessoas, quer-se formar uma comissão de oito 
integrantes, composta de um presidente, um vice- 
presidente, um secretário, um tesoureiro € quatro 
conselheiros. Nessa situação, de quan maneiras 
distintas se pode compor essa comissão! 

a) 141/41.6! b) 14!/4!) 

d) 141/4110! 


21 
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ssivel ter 1000 (mil) telefone ГУ 


lanchonete, 0$ 
és os: 0 
sorvetes são divididos em três pas : 
vermelho com 3 sabores, o amarelo, à e 
bores; € 0 verde, com 2 sabores. Pode-se р i 
sa! ү ^ A a 
E E as cada 
uma casquinha com 1, 2 йар йч н 
squinha ná iter 2 bolas de < 
casquinha não po a 
Eum O nümero ntas de se pedir 
g . c 
uma casquinha € 
a) 71 b) 86 c) 131 


203) (UFMG-2002) Em uma 


de cot s 
de maneiras disti 


d) 61 


204) (UFMS-98) Em uma classe há 7 alunos ca 
professora dispóc de 5 livros iguais para distribuir 
como prêmios aos alunos. Então é correto afirmar 
que: 

(01) a professora t 
de distribuir os livros, de modo q 
receba no máximo um livro. 
(02) a professora tem 140 possibilidades distintas 
de premiar os alunos, de modo que 4 alunos, € 
apenas 4 , recebam os prêmios. 

(04) a professora tem 280 possibilidades distintas 
de premiar os alunos, de modo que um deles 
nunca seja premiado e cada aluno receba no 
máximo um livro. 

(08) a professora tem 42 possibilidades distintas 
de premiar os alunos, de modo que um deles 
sempre seja premiado e cada aluno receba no 


em 21 possibilidades distintas 
ue cada aluno 


máximo um livro. 

(16) se todos os livros fossem diferentes, a 
professora teria 560 possibilidades distintas de 
premiar os alunos, de modo que cada aluno 
recebesse no máximo um livro. 


205) (UFMS-99) Na cidade de Campo 
Grande/MS, os telefones são identificados por um 
número constituído de sete algarismos. Os três 
primeiros algarismos constituem um número 
denominado prefixo. Na região próxima ao 
Campus da UFMS o prefixo é 787. Nessa região 
é correto afirmar que | 
(01) o número máximo possível de telefones é 
igual a 10°. | 
(02) o número máximo de telefones que terminam 
por um algarismo par é igual a 3600. 

(04) o número máximo de telefones que, exceto 


os algarismos do prefixo, tém todos os algarismos 

n B r ! 
distintos é igual a 10 
6! 


(08) é possível t B 
er 2 telefones que não possuem 


o algarismo zero. 


2 


(16) é po 
exceto о р 
algarismo igual 


refixo, têm O número com o primo Å 
a 2 e o último algarismo par 


212) (U 
concursc 


206) (UFMS-2001) Seja М O número el modalid 


possibilidades de se formar números usando 1. moa 
algarismos 0, 1, 2. 3,405. Se for exigido que | "-— 
nümeros tenham 4 algarismos, sejam impar E imodalid 
nào tenham Zeros consecutivos, determinar №7 i Imodalic 


4 ! ES 
207) (UFMT-99) Um determinado código à áxim 
constituído de duas vogals, seguidas de ч ў 


algarismos distintos. Sendo N o número de; 


Уч N 
códigos distintos gerados, calcule n | 


208) (UFOP-2001) Numa assembléia, de e (A E 
participam 5 matemáticos e 5 fisicos, goi E) 4 
constituídas comissões formadas рог tà. 

membros, incluindo, no mínimo, um matemático: 
Podemos afirmar que o número de comissões que? 


podem ser formadas é: Н 

а)15 b)20 c)50 d)100 е)110 { E 
i А 

209) (UFRR-2005) Cada um dos municipios del @ е: 


Alto Alegre, Bonfim, Сама, Iracema, deve 
Rorainópolis e  Uiramutá vai enviar um; 
representante para participar de uma reunião em; É . 
Bfasília. Deverão ficar hospedados em um hotel; É 
em quarts de duas pessoas. O número de, 


maneiras possível de organizar as duplas é: i 
a)3 b)12 с)15 d)30 e)36 i 
iE ana, 
210) (UFRR-2004) Trés equipes, com 4} Moo. 
participantes cada uma, estáo disputando ша S a 
gincana. A camiseta de cada equipe é de uma cor: iE a 
amarela, azul, vermelha. O número de posições i | 
distintas em que os componentes podem $°{# 3 pi 
perfilar para uma foto, de tal maneira que 0}Ё na 
componentes de uma mesma equipe fiquem } | als 
Juntos, é: 1 qu 
a) 80310;  b)82944;  c)83710; IS D 
d) 90.020; е)91 320. ' { 
2! 
211) (UFPel-98) Uma fábrica de sucos de frutas | zB 
utiliza laranjas, uvas, maçãs, abacaxis e kiwis, | : 
para produzir seus produtos, que sáo sucos com i à 


E ünico tipo de fruta ou sucos com a mistura de i E: 
ois tipos de frutas. Os sucos produzidos podem R 
conter açúcar ou aspartame. A quantidade Ph: 
sucos diferentes que essa fábrica produz é: A 

a)30. b)10. c)20. d)25. е) 50. 


а (UFPel-99) Uma academia Jevou para ¡um 
neurso 12. alunas рага participarem d 
modalidades de dança A, Be C. Duas das al x 
da modalidade ^ não, poderiar du 
modalidades B e C e duas das alunas da 
modalidade B não poderiam participar da 
modalidade C. Sabendo que cada grupo contou 
com 8 alunas, podemos afirmar que o número 
máximo de, grupos com que a professora, pôde 

contar, em cada modalidade, foi de: І 
Ma) 45 grupos na modalidade А, 495 na modalidade 
B e 8 na modalidade C. i 
b) 495 grupos na modalidade A, 45 na 
modalidade B e 8 na modalidade C. 
$ TE с) 45 grupos na modalidade A, 45.na modalidade 


т participar das 


le que 5 | В e 1 na modalidade С. | 
mai: К = Ща) 495. grupos na modalidade A, 45 na 
S, Бар ps 24 modalidade B e 45 na modalidade C. 
trés y e) 495 grupos na modalidade A, 45 na modalidade 
nático, `; B e 1 na modalidade C. 


, A | 
uantos desses números Тет-$е 
a) 878 b)1197 с) 2394 4) 2432 9 2555 


es que : 
E 213) (Unifor-2004) Para compor a comissáo de 
1 [ formatura dos alunos e alguns cursos da 
de ‚ BUniversidade de Fortaleza, candidataram-se 20 
ios des L5 alunos: 12 garotas e,8 rapazes. Se a comissão 
^ deverá ser.composta de pelo menos 4 rapazes, de 
ipee: quantos modos , distintos poderão ser 
j ип; aleatoriamente selecionadas as 6 pessoas que 
80 са. deveráo compó-la? iv 
, hotel ^ E = $a 5320 92660 20532 0266 o) 154 
ro dex E > | 
ok: 214) (Unifor-2003) Considerando-se | Ei 
i anagramas da palavra FERIMENTO, sejam: : o 
t conjunto dos. que começam pela letra E б É 
m 4% conjunto dos que terminam pela letra А 
, uma É número de elementos do conjunto ка é igua 
ja cor: ? a7 b)8! 928! d)58! 937 
E 215) (Unifor-2002) Considere todos 05 nA: 
mes i | ismos distintos, Sen 
це os d naturas de ше Bo das centenas, Em 
¡quem ` algarism S E2? 


anagramas da 


j Unifor-2001) Quantos são Os i 
i a "VOLUME que começam por vogal € 
А y } 
frutas { terminam por vogal! m 
kiwis. + | 2216 b)192 c)144 07 e) 
Жор. i idere todos 05 anagramas 
f for-2000) Conside : 
n e : E рай DIPLOMATA que começam 
0 dE k ©. 


de de 4 1 


Capitu 
¡grminam pela ip 04. Análise Combinatória 


e Quantos desses апар 
tém todas as consoantes juntas? Ж: 


3)180 b)360 с) 720 d) 1080 


e) 1 440 


218) (Unifor-2000) A montanha russa de um 
parque de diversóes é composta de três carros. 
cada um com 4 bancos de 2 lugares. De quantos 
modos pode-se acomodar 4 casais em um mesmo 


carro, de modo que cada casal ocupe o mesmo 
banco? | 


а)72 b)216 с) 384 d)864 е) 1152 


219) (UFRRJ-2004) Deseja-se formar comissões 
de 5 pessoas de um grupo de 5: homens e-6 
mulheres. Quantas comissões serão formadas se, 
em cada uma, haverá, no máximo, ima mulher? 


220) (Escola Naval-80) O número de anagramas 
da palavra “castelo” nos quais as letras “C” e “A” 
não são adjacentes é: - 


a) 1420 'b)2840 c)3600 а) 4320 е) 5040 


221) (Escola Naval-81) Se o conjunto A tem 6 
elementos e B tem 8: elementos, o número de 
funções:de A em B que podem ser definidas: 

а) 10160. 5b)218." c)28. ` d)3003. e) 56. 


222) (Escola Naval-83/84) Considere todos “os 
números inteiros com 4 algarismos significativos 
distintos. Quantos, destes números, têm a soma de 
seus algarismos par? 

a)384 b)1104 с) 1584 d) 5904 е) 3024 
223) (Escola Naval-86) Determine o número de 
anagramas da palavra ESCOLA de modo que 
nenhuma letra ocupe o seu lugar primitivo. 


224) (Escola Naval-91) A partir de um ане 
de 19 atletas, formam 57 times de 4 atletas cada. 
Todos os atletas participam de um mesmo número 
de times c cada par de atletas fica junto e 
time um mesmo numero X de vezes. О valor de 3 


31 92 93 94 95 


de 8 jovens 

Naval-93) Um grupo 6º, 
2 ir para um passeio em dois кые 
aes um com capacidade para 4 pem pna 
TOE dirigem. O número de mo iala, 
dois carros € а: 

olherem seus lugares nos wt 

4) 10080 b) 8640 c) 4320 d) 1440 е) 
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= 


$ d 


de anagramas da 


226) шени E e m e terminam por 


palavra FUVEST que começa 
vogal é: 

234 b)48 c)96 4)120 9 144 

227) (Fuvest-92) А escrita Braille para copor ; 
um sistema de simbolos onde cada Re a 
formado por uma matriz de 6 pontos os | n 
pelo menos um Se destaca em relagáo aos outros. 


Assim, por exemplo: 


A B 
ө. o. 
. e: 
ef .. 


máximo de caracteres distintos 


Qual o número 1 ] 
ste sistema de 


que podem ser representados ne 
escrita? 
a) 63 b) 83 c) 25 4) 720  e)36 


228) (Fuvest-93) A figura ао lado representa parte 
do mapa de uma cidade onde estáo assinalados as 
casas de Joáo (A), de Maria (B), a escola (C) e um 
possivel caminho que João percorre para, 
passando pela casa de Maria, chegar à escola. 
Qual o número total de caminhos distintos que 
João poderá percorrer, caminhando somente para 


Norte ou Leste, para ir de sua casa à escola, 
passando pela casa se Maria? 


229) (Fuvest-94) O jogo da sena consiste no 
sorteio de 6 números distintos as acaso, entre os 
números 1, 2, 3, ..., até 50. Uma aposta consiste 
na escolha (pelo apostador) de 6 números 
distintos entre os 50 possíveis, sendo premiadas 
aquelas que acertarem 4 (quadras), 5 (quina) ou 
todos os 6 (sena) números sorteados. Um 
apostador, que dispõe de muito dinheiro para 
Шр, escolhe 20 números e faz todos os Со « = 
ogos possíveis de e eali І 
esses 20 uo A spin fica 
‹ E io, ele verifica 
que todos os seis números sorteados estão entre os 
20 que ele escolheu. Além de uma 
premiada com a sena, ES 


a) Quantas apostas premiadas com a quina este 
apostador conseguiu” 


b) Quantas А 
apostas premiadas с 
conseguiu? om a quadra ele 
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MAS. 


230) (FUVEST-96) Considere todas as trinta Д. 
duas sequências, com cinco elementos cada uma 
que podem ser formadas com 05 algarismos 0 e N 


Quantas dessas sequências possuem pelo menos ` 
osições consecutivas? 


m 


y 


três zeros em p. i Е 
а)з 55 os Ф!2 616 IE s 
231) (FUVEST-97) Os trabalhos da diretoria del | : 
um clube sáo realizados por Sets comissões. Cada | ў 
diretor participa exatamente de duas comissões e 6, 3 
cada duas comissões têm exatamente um diretor t i 
comum. Quantos diretores têm O clube? Ё | 
\ 
| 


232) (FUVEST-98) Com as 6 letras da palavra | 
FUVEST podem ser formadas 6! = 7; 
“palavras” (anagramas) de 6 letras distintas cada i 
uma. Se essas palavras forem colocadas em ordem 
alfabética, como num dicionário, a 250º “palavra” ! 


começa com: 
a) EV b) FU с) FV d) SE 


e) SF | 3 
il 
233) (FUVEST-2005) Participam de um tomeio į 
de voleibol, 20 times distribuidos em 4 chaves, dell: 
5 times cada. Na 1° fase do tomeio, 05 times | É 
jogam entre si uma única vez (um único turno), 
todos contra todos em cada chave, sendo que 052; É 
melhores de cada chave passam para a 2º fase. i | 
Na 2º fase, os jogos são eliminatórios; depois dei 
cada partida, apenas o vencedor permanece no + 
torneio. Logo, o número de jogos necessários at 
que se apure o campeão do tomeio é 
a)39 b)41 c)43 d)45 е)47 


234) (UNICAMP-93) De quantas maneiras 
podem ser escolhidos 3 números naturais 
distintos, de 1 a 30, de modo que sua soma seja 
par? Justifique sua resposta. 


235) (UNICAMP-98) De quantas maneiras ё. | 
possivel distribuir 20 bolas iguais entre 3 criangas | 


de modo que cada uma delas receba, pelo menos, 
5 bolas? 


236) (AFA-94) A quantidade de números 

distintos, com 4 algarismos, sem repetição que 

ne ser obtida com os algarismos 0, 1, 2, 3,4, € 
é 


a) 66 b) 240 c) 300 d) 360 


237) (1ТА-57) Uma шта contém 12 bolas das 
quais 7 sáo pretas e 5 brancas. De quantos modos “ 


retoria de i 
Ses. Cada + 
missões е ў 
m diretor ¿ 
т. 
Fd 


a palavra ` 

= 720: 
ntas cada ; 
m ordem? 
“palavra” é 


e) SF X 


1 tomeio ; 
haves, de Ë 

* ^ 
os times; 


que os 2 5 
fase. 1 
lepois de 4 
mece no Y 
ários até | 

ў 

f 


maneiras | 
naturais é 
ота seja . 


RD ando Р 


neiras é 
crianças 
) menos, 


nümeros 
ção que 
2,3, 4€ 


olas das 
S modos / і 


р. WN O д обо ENE 


ы 


Es 


podemos tirar 6 bolas da urn: : 
na, das 5 z 
brancas? quais duas são 
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245 ombinatória 
) (ITA-81) Se pi, р», ..‚ р, forem fatores 


Primos de um número inteiro positivo pese 
PEP p.p," 

positivos de p será: 
a) S1 + sois, 

b) 515... Sp 

С) 5180... Sa — 1 

d) (s, + 1)(s2 + 1)... ($ + 1)-1 
e) (si + 1)(5› + 1)... (sn + 1) 


238) (ITA-58) Sáo dados 10 pontos num pl 
dos quais 8 sobre uma mesma reta г, os une E 
não alinhados com qualquer um dos 8 na da r 


Quantos triángulos podem ser formados usando 
pontos dados como vértices? Б 


, Entáo о número de divisores 


239) (ITA-71) Dispomos de seis cores diferentes 
Cada face de um cubo será pintada com uma cor 
diferente, de forma que as seis cores sejam 
utilizadas. De quantas maneiras diferentes 
pode ser feito, se uma maneira é considerada 
idéntica a outra, desde que possa ser obtida a 
partir desta por rotagáo do cubo? 

a) 30 b) 12 c) 36 d) 18 e) N.d.r.a 


246) (ITA-83) Um general possui п soldados para 
tomar uma posição inimiga. Desejando efetuar um 
ataque com dois grupos, um frontal com r 
soldados e outro da retaguarda com s soldados (r 
+ s = n), ele poderá dispor seus homens de: 

a) n!/(r + s)! maneiras distintas neste ataque. 

b) n!/r!s! maneiras distintas neste ataque. 

c) n!/(rs)! maneiras distintas neste ataque. 

d) 2(n!)/(r + s)! maneiras distintas neste ataque. 

е) 2(n!)/r!s! maneiras distintas neste ataque. 


240) (ITA-71) Qual o maior número de partes em 
que um plano pode ser dividido por n linhas retas? 
(Sugestão: usar indução finita). 

an; bn(n+l c) n(n + 1)/2 

" (п? i x s: ) e) RM ) 247) (ITA-87) Quantos números de 3 algarismos 
distintos podemos formar, empregando caracteres 
1,3,5,6,8e 9? 


-72) Sej j i 
241) (ITA-72) Sejam A um conjunto finito com m 2) 60 b) 120 c)240 440 e) 80 


elementos e In = (1, 2, -... 1). O nümero de todas 
as funções definidas em I, com valores em A é: 248) (ITA-88) Considere (2) um polígono feia 
a) Ch, bmn ©) п" dm e) n.d.a de n lados. Suponha que os vértices de (P) 
determinem 2n triángulos, cujos lados nào sáo 
lados de (P). O valor de n é: 
aj6 b)8 «10 d) 20 
e) Não existe este polígono 


242) (ITA-72) Sejam m < n, In = (5.2; m} € ln 
= (1,2, ..., п. O número de funções biunívocas 
definidas em Im com valores em I, é: 
n n 
DA ЫС omn dmn 9945 | jg (174.93) Possuo 3 vasos idénticos e dewin 
ornamentá-los com 18 rosas, sendo 10 vermelhas 
e 8 amarelas. Desejo que um dos vasos tenha 7 
rosas с 05 Outros dois no mínimo 5. Cada um 
deverá ter 2 rosas vermelhas e 1 amarela, pelo 
menos. Quantos arranjos distintos poderei fazer 
o as 18 rosas? 
ке b) 11 с) 12 d) 13 e) 14 


243) (ITA-77) Consideremos т elementos 
distintos. Destaquemos k dentre eles. Quantos 
arranjos simples daqueles m elementos tomados n 
a n (Am, n) podemos formar, de modo que em cada 
arranjo haja sempre, contíguos е em qualquer 
ordem de colocação, г (г < n) dos k elementos 
destacados? 

a) (n- p= DAk, rm -k.n-r 
b) (п – r+ DAk rAm- r.n-k 
c) (n- per 1)Ak, rhm-r,n- 
d) (n -r+ DAx. Am-kn-r 
e) nenhuma das anteriores 


do espago, dos 
0) (IME-65) Dados 20 pontos 
н existem 4 coplanares, quantos planos 


ficam definidos? 
i antos números de 
IME-69/70) Determine quan 
еа diferentes podem ser formados com 


i 2,3,4,5. 
algarismos 0,1,2,3 МУ 
бы: Considere os números iniciados com O 


algarismo 0 (por exemplo, 0123), número de 3 


algarismos. 


244) (ITA-80) O número de soluções m c 
não negativas da equação x +ptztwo 
a) 36 b)48 o3 d) 54 
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252) (IME-71/72) Num sistema E dp 
duodecimal, quantos números de a o 
diferentes existem, cuja soma d "n 5 ba 
seja impar? Considerar 012, 014, , " 


nümeros de 3 algarismos. 


253) (IME-71/72) 5 rapazes e 5 mogas d 
posar para fotografía, ocupando 5 degraus е! A 
escadaria, de forma que em cada degrau fique ш | 
rapaz e uma moça. De quantas maneiras 
diferentes podemos arrumar este grupo? 


254) (IME-71/72) Com 10 espécies de frutas, 
quantos tipos de saladas contendo 6 espécies 
diferentes podem ser formadas”, 


255) (IME-74/75) Determine quantos números M 
existem satisfazendo simultaneamente as 
seguintes condições: 
i) 10* <M < 107; 

ii) o algarismo 4 aparece pelo menos 2 vezes em 
M; 

iii) o algarismo 8 aparece pelo menos 3 vezes em 
M. 

Obs: Os números M sáo inteiros escritos na base 
10. 


256) (IME-75/76) Considere uma turma com n 
alunos, numerados de 1 a n. Deseja-se organizar 
uma comissão de 3 alunos. De quantas maneiras 
pode ser formada esta comissão de modo que não 
façam parte da mesma dois ou três alunos 
designados por números consecutivos? 


257) (IME-76/77) São dados n pontos em um 
plano, supondo-se: 

a) Cada três pontos quaisquer nào pertencem a 
uma mesma reta; 

b) Cada par de retas por eles determinados nào é 
constituído por retas paralelas; 

с) Cada trés retas por eles determinadas nào 
passam por um mesmo ponto. 

Pede-se o número de 
determinadas por esses 
pontos dados. 


interseções das retas 
Pontos distintos dos 


258) (IME-77) Quatro rapazes e três moças 
formam uma comissão de três pessoas. De 
quantas manciras pode ser forn а 


forma a contar pelo menos uma moça? 


i 

alót $ 
259) (IME-78/79) Um elevador com 7 bl : 
parte do andar térreo de um prédio e faz 4 parage 
em andares diferentes. Determinar de quema, | 
maneiras diferentes todas aquelas 7 рена | 
podem desembarcar até a 4º parada, inclusive 


260) (IME-81/82) Dado o número m = Mys | 
determine quantos números inteiros positivos n) : 
maiores que m são primos com m. ` 


+ 
1 


жү > e o oae 


261) (IME-81/82) Deseja-se transmitir sinaje 
luminosos de um farol, representado pela figura : 
abaixo. Em cada um dos seis pontos de luz m 
farol existem uma lâmpada branca e Um 
vermelha. Sabe-se que em cada ponto de luz não ` 
pode haver mais que uma lâmpada acesa e que | 
pelo menos trés pontos de luz devem йоу; 
iluminados. Determine о número total del 
configuragóes que podem ser obtidas. : 


Y 
1 
i 


алан» sr 


262) (IME-82/83) Uma ma possui um € 
estacionamento em fila com N vagas demarcadas ' 
junto ao meio-fio de um dos lados. N automóveis, { 
numerados de 1 a N, devem ser acomodados, í 


sucessivamente, pela ordem numérica ло Ё 


estacionamento. Cada carro deve justapor-se a um ; 
carro já estacionado, ou seja, uma vez estacionado ' 
о carro | em qualquer uma das vagas, os seguintes | 
se váo colocando imediatamente á frente do carro | 


mais avançado ou atrás do carro mais recuado. ¿ É 


Quantas configurações distintas podem ser 
obtidas desta maneira? A figura abaixo mostra ) 
uma das disposições possíveis. 


ПГ ТЕ ЕЕ ЕТ. 


жч 


263) (IME-83/84) Determine а soma de todos os ; 


números inteiros que são obtidos permutando-se, * 


sem repetição, os algarismos 1, 2, 3, 4e 5. 


264) (IME-84/85) Dois clubes do Rio de Janeiro 
Participaram de um campeonato nacional dê 
futebol de saláo or 
Cada empate meio ponto e cada, derrota zero 
ponto. Sabendo que cada participante enfrentou 


todos OS Outros apenas uma vez, que os clubes d 
Rio de Janeiro 


MEI 


nde cada vitória valia um ponto, | 


totalizaram, em conjunto, oito | 


Combinatória ` 
he 7 Pessoas A 
| 4 Paradas К+ 
е quantas " 


; 


pesso, ш 
nclusive, As: à 
n 29 52 


positivos паб 


smitir sinais ` 
o pela figura ; 
os de luz de $ 
пса e uma” 
to de luz não -< 
acesa e qué * 
devem ficat ^ 
o total dej 

б. 


possui шп! 
s demarcadas : 
| automóveis, ; 
acomodados, f 
umérica : no $ 
tapor-se aum | 
z estacionado ; | 
, os seguintes ; 
ente do carro + 
mais recuado: : 
podem . Ser” 
baixo mostra 


ada 


NEUE 


a de todos 95 ; 
ermutando-$6» 
4e5. 


tio de Janeiro |; 

nacional. de 
ilia um ponte» 

derrota zero É 
nte enfrentou À 
e os clubes € 
-onjunto, O 


pontos e que cada um dos outros clubes a 

a mesma quantidade k de pontos, determi 

quantidade de clubes que participou do pns a 
o. 


lcançou 


5 à 

nagd Um exame vestibular se 
БТРА. „provas distintas, 3 das quais da 
i пайса. Determine de quantas fi А 

ё possível programar a sequência das 10 н 
de maneira que duas da área de Matemá Ка по 
se sucedam. о 


266) (IME-87/88) Considere um conjunto de 12 
letras distintas, sendo 8 consoantes e 4 vogais; 

a) quantas palavras podem ser formadas contendo 
3 consoantes e 2 vogais sem repetição?; b) em 
quantas destas palavras as vogai ác 

c as a ais ná á 
juntas? ú ds 


267) (IME-88/89) Em cada uma das faces de um 
cubo constrói-se um círculo e, em cada círculo 


marcam-se n pontos. Unindo-se esses pontos, 
a) quantas retas, náo contidas numa mesma face 
do cubo, podem ser formadas; 


b) quantos triángulos, náo contidos numa mesma 
face do cubo, podem ser formados; 

с) quantos tetraedros, com base numa das faces do 
cubo, podem ser formados; 

d) quantos tetraedros, com todos os vértices em 
faces diferentes, podem ser formados. 


Questões de Olimpíadas 


268) (Rio Grande do Norte-94) Num programa 
transmitido diariamente, uma emissora de rádio 
toca sempre as mesmas 10 músicas, mas nunca па 


mesma ordem. Para esgotar todas as possíveis 
serão necessários 


seqüéncias dessas músicas 
aproximadamente: 
a) 100 dias b) 10 anos c) 1 século 


d) 10 séculos c) 100 séculos 


-2000) Numa festa, há 100 


garotas e alguns garotos. Cada garota conhece 


exatamente 4 garotos e 11 garotos conhecem > 
garotas cada, 16 garotos conhecem 4 garotas cada, 
25 garotos conhecem 3 garotas cada, е 05 demais 
conhecem 2 garotas cada. Quantos garotos há na 


festa? 


269) (São Paulo 


orte-95) Num tabuleiro 3 X 


io Grande do N 
270) (Rio Grande do ет diversas 


3, contando os retângulos existentes, 
posições, chegamos a um total que: 3 

jode А e3 
a) é maior do que 40 b) é menor do que 
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C) é exatamente i 
А e igual a 30 d) está 
€) é exatamente igual a 40 ) está entre 30 e 40 


271) (Ri 
A око Norte-97) Em cada quadrado 
Dizemos eN x8 se pode colocar uma ficha. 
i pis я E ficha vé a outra se ambos estáo 
RAS Lal ila ou na mesma coluna e se nos 
M intermediários entre eles dessa fila ou 
hse existem, estejam sem fichas (vazios) 
Qual é o nümero máximo de fichas que se pode 
colocar de maneira tal que cada ficha vej 
exatamente duas fichas? vum 
а)8 b)l6 c)20 d)46 e)18 


272) (OBM-2003) Num tabuleiro 2 x 2, como o 
mostrado a scai, escreveremos números inteiros 

e 1 а 9 obedecendo à seguinte regra: A > B, C> 
D. А> Ce B» D. E | 


a) Quantos tabuleiros diferentes existem tais que 
В = С? 
b) Quantos tabuleiros diferentes existem no total? 


273) (Rio de Janeiro-98) Em um condominio 
seráo construídas 6 casas de um mesmo lado de 
uma rua. As casas podem ser de tijolo ou de 
madeira, mas como medida de segurança contra 
incêndio, duas casas de madeira não podem ser - 
vizinhas. De quantas maneiras se pode planejar a 
construção das casas desse condomínio? 


274) (México-88) De quantas formas podem ser 
acomodadas em linha reta sete bolas brancas € 
cinco negras, de tal maneira que não existam duas 


bolas negras juntas? 


275) (Bélgica-91) O alfabeto alemáo consiste de 6 
vogais e 20 consoantes. Assuma que uma palavra 
de 3 caracteres possui ao menos 1 vogal e ao 


menos 1 consoante. Determine O maior número de 


palavras de 3 caracteres que é possivel escrever. 
9360 е) 18000 


a) 2880 b) 3120 с) 8640 d) 


3) Um número inteiro não- 
líndromo se ele lido da esquerda 
do lido da direita para à 
121, 0, 2002 e 4 sáo 
líndromos que são 


276) (Bélgica-9 
negativo é dito pa 
direita é igual quan 
esquerda. Por exemplo, 
palindromos. O número de pa 
menores que 1.000.000 é: 

127 


para à 
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35! 35! d 35] 
2) 222 2 9 > 5! л; 
999 е) 2220 а) 35! b) c) 5 ) 5 ©) ей 
2) 1993 4)! a)3 5! 
а)900 Ы) 1991 с 


5 podemos 
‚ quantos modos р П 
-2004) De quan more е БАО 
277) (ОВМ-2 apo abi 
s vasas do tabuleir ; 
ear quatro casas do ohms 
apr pn em cada linha e em cad 
e mo d 
exista uma única casa sombreada? 
É | 
] 


278) (AIME-98) Determine о número de 


e inteiros 
quádruplas ordenadas (a, b, c, d) de 
positivos ímpares com soma 98. 


t 
279) (AIME-2002) Seja S = A, 2; es б 
Determine o número de pares náo-ordenados A 
B, onde A e B sáo subconjuntos disjuntos náo- 
nulos de S. 


280) (OBM-98) O alfabeto usado no planeta X 
tem somente duas letras: X e x. O sobrenome 
(nome de família) de cada um de seus habitantes é 
uma seqüéncia formada por 4 letras. Por exemplo, 
xXxx é um possivel sobrenome utilizado nesse 
planeta. О maior número de sobrenomes 
diferentes que podem ser dados no planeta X é: 
^)12 B)14 С) 15 D)16 E)48 


281) (AIME-2002) D é um polígono regular de 12 
lados. Quantos quadrados (no plano de D) 
possuem dois ou mais de seus vértices como 
vértices de D? 


282) (AIME-2003) Quantos inteiros de quatro 
dígitos possuem a soma dos dois primeiros dígitos 
igual à soma dos dois ültimos dígitos? 


283) (OBM-99) Quantos nümeros inteiros entre 
10 e 1000 possuem seus dígitos em ordem 
estritamente crescente? (Por exemplo, 47 e 126 
sáo números deste tipo; 52 e 566 náo). 

A)90 B)98 C)112D) 118E) 120 


284) (OBM-2003) Cinco 

Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo 
formar uma fila com outras 
quantas maneiras podemos fo 


amigos, Arnaldo, 
e Emaldo, devem 


30 pessoas. De 


¡E 
285) (Brasil Preparação Cone Sul-2004 ! 
comandante de uma companhia cg | 
ТЕ stituição de | Ocoy: 
voluntários para a con ç e Il 
Todas as patrulhas sáo formadas por um 5 
número de homens. Рог outro lado, Cada > 
participa de exatamente duas Patrulhas e NU 
duas patrulhas tém exatamente um homem +: É 
comum. Determine o número de voluntár 
de integrantes de uma patrulha. 


{ 


home 


А | 
108 e qt 


і 


286) (Brasil Preparação Cone Sul-95) Qui Y: 
problemas, numerados de 1 a 15, foram Proposto‘ É 
em um certo exame. Nenhum estudante Tesolveyi [ 
dois problemas consecutivos Corretamente, Se | 
1600 candidatos fizeram O teste, ё verdade que; 
necessariamente no mínimo dois estudantes, 
preencheram o gabarito de forma idêntica: 
(Assuma que cada questão tem somente duas: 
respostas possíveis, certo ou errado, e quel 
nenhum estudante deixou qualquer questão em; 
branco). 1 


287) (Brasil Preparagáo Cone Sul-2000) Quantos! 
números de quatro dígitos existem formados 
apenas por algarismos impares? E somente por; 
algarismos pares? 


———À 


288) (Brasil Preparagáo Cone Sul-2002) Seja n є 
IN. Quatro naturais diferentes a, b cd são 1 
escolhidos do conjunto (1, 2, « n} de tal modo ' | 
que a + c = b + d. Mostre que o número de; 
maneiras de fazermos tais escolhas é exatamente É 
n(n - 2)(2n – 5/24, | 
289) (Excalibur) Quantos subconjuntos de 3 ,{ 
elementos do conjunto X — (1, 2, 3, ..., 20 iE | 
existem de modo que o produto dos 3 números no K 

subconjunto seja divisível por 4? { 


290) (Argentina-97) Sejam s e t duas г} Ё 
paralelas. Sáo marcados К pontos na reta s en ł 
Pontos na reta t (k > n). Sabendo que a quantidade 
total de triângulos que tem seus três vértices em é 
Pontos marcados é 220, achar todos os possíveis 


rmar esta fila de 
frente de seus 4 


(Obs.: Os amigos não precisam 


ficar em posico 
da ecutivas.) Posições 


valores de ke n. 


291) (Argentina-97) Daniella, Ivan, Laura € 
Matias escrevem números naturais de cinco 
dígitos distintos formados pelos dígitos 1, 2, 3, 4 


o 9» ug 


85; Daniella escreve uma lista E 
tem а primeira cifra igual a |, a ‘Odos Os que 
lista de todos os que tem as duas Е escreve uma 
formadas pelos dígitos | e 2 em ыле Cifras 
Laura escreve uma lista de todos мн ordem. 
trés primeiras cifras formadas pelos o tem as 
3, em qualquer ordem. Matias sro 1,2 e 
de todos os que tem as quatro pri e uma lista 
formadas pelos dígitos 1, 2, 3 e meiras cifras 
ordem. Existem números naturais т qualquer 
distintas, formados pelos dígitos 1, 2 E cifras 
não figuram em nenhum 172 FB, que 


a das quatro |; 
p . Ü 
Quantos sáo os nümeros que e listas, 
nenhuma lista? guram em 


292) (Suécia-86) De quantas maneiras 1] таса 

9 péras podem ser divididas entre 4 ейп: p 
modo que cada crianga receba cinco frutas? (As 
macas sào idénticas, tal qual as péras) | 


293) (Nandú-97) Com os dígitos 5, 4, 3, 2 e | 
deseja-se formar nümeros de cinco cifras 
distintas. Se 3 deve ocupar o lugar das centenas 
ou o das dezenas, quantos números distintos 
podem ser formados? 


294) (Nandú-97) Com os dígitos: 1 -2-3-4-5 e 
0, quantos números de quatro cifras que são 
múltiplos de 5 e tem todas as cifras distintas pode- 
se formar? Explica por que. 


295) (Ñandú-98) Com vértices nos pontos que são 
dados, quantos quadriláteros podem ser traçados? 
A B C D 


Ф Ф Ф е 
Е Е б 
е e o 


296) (Nandú-98) Com os dígitos 1 - 2 - 3 - 4e 5 
armam-se números de 4 dígitos que são múltiplos 
de 3 e de 5. Se é possível repetir dígitos, quantos 
números podem ser formados? 


297) (Nandú-98) Em um tabuleiro de 5 filas e 3 
colunas deseja-se pintar de azul 6 casas de modo 
que, em cada coluna existam exatamente 2 casas 
pintadas e em cada fila exista ao menos uma e 
pintada. De quantas maneiras pode-se fazer 1510: 


a nas quadras 
a2 dias de 
tarde. Nunca 
utivos da 


298) (Nandú-2001) Um tenista trein 
de seu clube. Cada semana, trein: 
manhá e tarde e 4 dias somente pela 
treina manhá e tarde dois dias consec 


distintas pode 
durante a semana? 


300) (Ri 

nao e aPlatenee-95) Mostre que existe tantas 
Has de repartir n moedas em p pilhas, como 

maneiras de repartir n — p moedas em pilhas com 

P ou menos que p moedas em cada uma. 


301) (Irlanda-94) Considere um tabuleiro m x n 
que deve ser preenchido completamente pelos 
números 0 ou 1. Determine o número de tais 
tabuleiros com a propriedade que o número de 


“pg” 


s” em cada linha e em cada coluna é par. 


302) (Noruega-96) Quantas contas de banco de 11 
dígitos existem usando apenas os dígitos 1 e 2, 
tais que não ocorram dois 1”s consecutivos? 


303) (Grécia-96) Determine o número de funções 
f (1,2, .., пре» (1995,1996) que satisfaz a 
condição que f(1) + f(2) +... + f(n) é impar. 


304) (Espanha-98) Um subconjunto A c M = (1, 
2, 3, .., 11) é bom se possui a seguinte 
propriedade: 

“Se2k e A, então 2k- 1 eA e2k* 1 є A". 
Considerando que o conjunto vazio e M sáo bons, 


determine quantos subconjuntos bons possui M. 


305) (St. Petersburg-96) Considere um polígono 
convexo de 1996 lados que não possui três 
diagonais concorrentes. Determine o número de 
triângulos, pertencentes a0 interior do polígono, 
possuindo seus lados nas diagonais do polígono. 


) Seja M o número de todos os 
ue possuem n dígitos 1, n. 
um outro dígito em sua 
Seja N o número de todos 
inteiros positivos de n dipjes o 
EM i 2,3 € em S 
feitos 1, ^ À 
ente os digit | Кор 
som sentação decimal onde o ges 
ок número de 2's. Prove que M=N. 
¡gua 


306) (Ucránia-96 
inteiros positivos 4 
dígitos 2 € аң 
representação decimal. 
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Capítulo 4 Análise Combinar ! 


iguais entre si. Deseja-se pintar cada vareta 


i -à +x: + 
Considere a equação 2x1 + X2 
+ хо + Xio = 3. Quantas 
possui esta 


307) (China-86) 
ху + x4 + Xs + Xo + X7 + Ха 2j 
soluções inteiras não-negativas 
equação? 


Dois times possuem seus 


os de 1 a 7. No primeiro jogo, 
dos com 1 jogam um 


308) (China-89) 
jogadores numerad: 


i dores numera 
о О perdedor é eliminado e o 
trocado pelo próximo jogador do mesmo time, até 
que todos os jogadores de um mesmo time sejam 
eliminados. Determine o número de segiiências 
possíveis de jogos. 


309) (China-90) Quantos subconjuntos (ai, аз, аз} 
de (1, 2, ...; 14) satisfazem аз – ài >3еа;-а;›2> 
37 


310) (China-91) Em uma mesa circular estáo 
sentados 8 mulheres e 25 homens, com ao menos 
2 homens entre todo par de mulheres 
consecutivas. De quantas maneiras as pessoas 
podem sentar na mesa se duas configurações são 
consideradas iguais se uma pode ser obtidas por 
rotação da outra. 


311) (Vietnã-96) Determine o número de 
permutações do conjunto (1, 2, ..., nj tal que nào 
apareçam três elementos de 1, 2, 3, 4 
consecutivamente. 


312) (Polónia-95) Determine: o número de 
subconjuntos de (1, 2, 3, ..., 2n} em que a 
equação x + y = 2n + І não possua solução. 


313) (Math Counts-85) Existem 15 maneiras de 
inserir dois ou menos y's em uma linha de 3 x's: 
XXX, yXXX, XYXX, XXyX, XXXy, ууххх, хуухх, 
ххуух, XXXyy, yXyXX, уххух, yXXXy, хухух, 
XyXXy, ххуху. 

De quantas maneiras podemos inserir r ou menos 
y's em uma linha de n x's? 


314) (Nórdica-2000) De quantas maneiras pode o 
numero 2000 ser escrito como a Soma de trés 
inteiros positivos, náo necessariamente 
diferentes? (Somas como | + 2+3е3+1+2 
etc. sáo consideradas iguais) : 


d (Maio-98) Com seis varetas se constrói uma 

á М 

e" : М а da figura. As três varetas exteriores 
ão entre si. As três varetas interiores são 


x 


uma cor só de modo que em cada ponto de Unido 
as três varetas que chegam tenham an 
diferentes. As varetas 50 podem ser pintadas & 
azul, branco, vermelho ou verde. De quanta, 
maneiras pode-se pintar à peca? 


316) (International Mathematical Talent Search) t 
Uma empresa multinacional possui 25) ; Ё 
empregados, cada qual falando várias línguas, iE 
Para cada par de empregados (A, B), existe uma : 
língua falada por A e nào por B, e existe um iB 
língua falada por B e nào por A. Ao menos 
quantas línguas devem ser faladas na empresa? 


317) (Cone Sul-95) Existem dez pontos marcados ! 
sobre uma circunferência. Aos números de 1 à 10 
traço todos os segmentos que estes pontos 
determinam. Colori-se os segmentos, uns com 
roxo e outros com azul. Sem mudar as cores dos 
segmentos, renumera-se todos os pontos de | à 
10. Será possível colorir os segmentos e 
renumerar os pontos de modo que aqueles 
números que estavam unidos com roxo ficam 
agora unidos com azul e os números que estavam 
unidos com azul ficam agora unidos com roxo? 


318) (AIME-86) Em uma determinada seqüéncia 

de arremessos de moedas deve-se anotar 0' 
nümero de ocasióes em que uma coroa (C) é 

imediatamente seguida de uma cara (K), uma cara 

é imediatamente seguida de uma cara, etc 

Denotamos isto por CK, KK, etc. Por exemplo, na ' 
Seqüéncia  KKCCKKKKCKKCCCC de 15 

arremessos de moedas nós observamos que ` 
existem cinco KK, três KC, dois CK e quatro CC. 

Quantas seqúéncias distintas de 15 arremessos · 
existem que contém exatamente dois KK, três 

KC, quatro CK e cinco CC subseqüéncias? 


319) (Áustria/Polónia-99) Sejam n um inteiro ' 
positivo e M = (1, 2, ..., n}. Determine o número · й 
de maneiras de formar seis subconjuntos Ai, А» 
Аз, As, As e Ав (пйо necessariamente disjuntos) 
de M, de modo que cada elemento de M pertença 
a 0,3 ou 6 dos conjuntos A,, Az, As, As, A5 € Ае 


earch) 
250 
nguas, 
e uma 
e uma | 
menos 
sa? 


rcados 
l à 10 
ontos | 
| com “ 
's dos 
elás 
os € 
jueles 
ficam `: 
avam 


С) 
м 
o 


MAS rto s i A 


o 
2 
Фф : 


Q 
a 
AAA 


a 


Ix 2 есе кыт 


E n) n) „ә (9 A ++ : 
enr e (Perte el 


5.1. INTRODUCAO 


Neste capítulo Cstudare 
[R, como soma de parcelas 


inicialmente por Isaac Newt 


mos as Propriedade 
onde cada Parcela é 


| Оп € Se tra 9 produto de 
desse desenvolvimento é Binômi, y. 2181 da potênci : 


5 do desenvolvi 


5.2. О DESENVOLVIMENT 


Рага alguns valores celan BINÔMIO DE NEWTON 
: ent 
desenvolvimento em Binómio de Newin, pequenos de n podemos determinar ra id 
3 pidamente o 


i)n=0: (x cy) = 1 
n= L: (x+ y)! =x + y 
iii) n 2: (x + y = (x + уух + y) 


2 
! =X +xy+ 
iv)n=3: (x + y? = (х + у(х? +2 T 


А у =х'+2ху+у? 
Xy+y)=x)+2x AR 


2 
Y*xy exysoxy ay 


= +зду+зху+у 


А medida que aumentamos o valor de n vai ficando Hi TT 
do desenvolvimento em Binómio de Newton de (x + y] pos 
Para tanto vamos escrever (x + у)" como o produto de nte 


UTUNTUR TI 
s demorado o cálculo na "fo 
‚ Vamos agora determinar 
TMOS (х + y): 


Gy) e (х- у)(х + Y) + y). + y) | 
SON YO + у). (х y) 


ULT 
rça bruta” 
a expressão geral. | 


n termos D 

| Assim, para determinarmos cada parcela de (x + y)" devemos realizar a multiplicação dos n termos ' 

(x + y), ou seja, cada parcela de (x + y) é obtida escolhendo x ou y em cada um dos n termos (x + y) e : 
multiplicando estes clementos. Assim, nesta multiplicação surgirão parcelas do tipo x"y""? qu x" y, | 
Por outro lado note que neste procedimento de multiplicação “aparecerão parcelas iguais. Neste caso d 
“devemos somar estas parcelas idênticas e o coeficiente de cada parcela distinta vai ser exatamente igual 4 
à quantidade de maneiras;de obter cada parcela na multiplicação idos n termos (x + y). Assim, na 4 
obtenção de x" Ру? (p e IN, p < n) devemos escolher n — p elementos x (dentre n no total) e p elementos ' 
y (dentre n no total). Note que para isto ocorrer basta indicarmos de quais termos (x + y) vào sair:os pj 
elementos y (automaticamente os elementos x sairão dos demais n ~ p termos). Claramente esta escolha } 


" n n! 
pode ser feita de 
р 


maneiras, sendo este valor o coeficiente da parcela x" 7 Py? no. 


7G ' 
ріл ~ p)! | 

í mômi Sw e (x " Assi combinação de n elementos tomados p a * 
desenvolvimento em Binómio de Newton de (x + y) . Assim, a sad Es em er ride d 
p também recebe o nome de coeficiente binomial. Uma vez que podemos escolher de E 


А е r 1 
y fm (n n) ) 
os coeficientes binomiais 540: E |с?! e as: 


PU 


elemento y até n elementos y na parcela, 


| (п 
п\ n) n-i (n n-2,2 y" d 
Parcelas sáo pe, | X" Poa Ун 
peão [o ep m a ne 


AL SA 1 а: 
inómi | de (x + y) € igual a: 
Desta forma, o desenvolvimento em Binómio de Newton ( 


уту? = Qr 
n t 


А 
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Capítulo д. Binómlo dou $ 
op ` 


alan+ l; 


sta е: essão: 
ае nesta express К E 
etalhe n binomio (х + y)" é sempre i zu 


uns d 


demos observar alg | 
ү las distintas NO 


i) O número de parce sadi o inen, 


"a: 
c+ y)" é igual a 
ii) O termo geral de cada parcela (x y) éig 


К i inómio de Newton de (x – yy À 
s ivé eressados no desenvolvimento em B у), bu, : D 
К iii) Se estivéssemos Interesse | OE EM 
| ))", cujo termo geral é Тры = (—1) x" PyP. 
;crev “o desenvolvimento de (x + ( У)? > p 
i escrevermos o desenvo : 
| ente. No desenvolvimento de (x + у)", conside 


divide em parte literal е cocfici T 


iv) Cada parcela se | (n ; 
"Py eo coeficiente é > . Entretanto, se x e/ou u 


iávei e lite e geral é х 
x e y variáveis, a parte literal do termo gera 


eros passam para O coeficiente em cada parcela. Por 


xpressões, estes núm 1 : 
F geral pode ser calculado da seguinte maneira: 


possuírem números em suas € c 
de (2x + 3),0 termo 


exemplo, no desenvolvimento 
n 

n - p = n-p(3)P x^ 1 

Ты 1 poor Мз? = TQ 2070 (3) 
р х a 

$ ы n „n-p ni o é (2) P р 
y Neste caso, a parte literal do termo geral é igual a х"? e o coeficiente е (2) *Q) ul 
| v) Em qualquer desenvolvimento binomial a soma dos coeficientes é obtida fazendo as partes literais 
| iguais а 1. Por exemplo, fazendo x = y = | no desenvolvimento binomial (3x + 5y) encontramos que з 
HE soma dos coeficientes é igual a (3 + 5)' = 8* = 2!2, Por outro lado, no desenvolvimento binomial de: É 
(x — у)!®, fazendo x = y = 1 encontramos que a soma dos coeficientes vale (1 1) = 0. ; 
vi) Em um Binómio de Newton algumas parcelas podem náo possuir uma das variáveis. Neste caso elas 
são denominadas independentes destas variáveis. Por exemplo, no desenvolvimento de (x + у)" a parcela ! 


1 


n 2 m 
| y é independente da variável x. 
n 
vii) Em um desenvolvimento binomial os coeficientes binomiais aparecem simétricos em relação "I [ 
. n n 3 
' parcela(s) central(is). Em outras palavras, temos que | = ‚ fato já demonstrado no capítulo 
р n-p 


sobre Combinações e que recebe o nome de complementariedade dos números binomiais. 


Exemplos: А 


i 2 4i 
1) (UFPI-2003) O valor de a para que o coeficiente de x^ no desenvolvimento binomial de fe E 


seja igual a 1/2 é: 


a)l b)I2 c)-1 d)-3/2 e)-2 
d Solugáo: 


EE! Ot : | 
| ermo geral do desenvolvimento proposto é Toe = ew lene Bi _ (- eee 
P 2 2 : 


m No caso do termo em x? temos: o 


d 1 Y f4 
Assim: — =| -— $ 
2 | 2) (5) > а=-1 > =. 


| 2) (AFA-99) No desenvolvi b 
| i ion M P uc de (x + 2)"x?, o coeficiente de х" а 
= ) йр с) 2п(п- 1). d) 4n(n — 1). 


Er 


se 


basta 


rando 
/ou y 


\. Рог 


terais · 


que a 


al de . 


y elas . 
rcela ^ 


| à(s) ` 
ошо * 


Solugáo: 
05 Binómio de Newton 


34 
XÉT |} 
рн = х AS Por "(лз 


> р=2. 


O termo geral do desenvolvimento de (x 4 2)" 
Assim, devemos tern- p +3 = + | 
O coeficiente, para р = 2, vale 22 ») -4 n(n-1) 
2) 5 map, 

3) (AFA-2000) Se, no desenvolvimento do binómio ( 
х 


+ у)" + 5 
crescentes d А y) 

dec € X, O quociente entre os termos де + Ordenado segundo as poténcias 

ocupam as posiçõ | 

osiçõe 


então o valor de m é 5 (т + 3)е(т+ 1) é 222 
^ À 


a) par. b)primo. с) ímpar. d) múlti 
P ) mültiplo de 3. 
A posigáo (m + 3 TT kx т 
posiç ( ) ocorre para p m+2ea posição (m + 1) oco € para p = m. Port: 
— m. Portanto: 


fa Ы À id a m+5 
Ta _(M+2 т+2) 5.3 


Tms D e Е E y 


m 
m+5 
2 m+2 


Então, podemos escrever que: z^ =} {" + j E fe + a = 


2.(m + 5).(m + 4).(m + 3). (т + 2). (т +1) 2 3.(m + 5). (т + 4). (т +3) 
120 6 > (т+2)(ш+1)=30 > 
m+3m-28=0 > (m+7(m-4)=0 > m=4 > mépar 


4) (AFA-2000) Os coeficientes do quinto, sexto e sétimo termos do desenvolvimento de (1 + х)" estão 


em progressão aritmética. Se n < 13, então o valor de 2n + 1 é 
а)7 b)13 cl5 d) 27 


Solugáo: 
n б A 
E А a p 
O termo geral do desenvolvimento de (1 +x)" é Тры | " . Deste modo, os coeficientes do quinto, 


n : " 
sexto e sétimos termos sáo F E e , respectivamente. Portanto, para estes termos estarem em 
4J i5 


n n n 
progressáo aritmética: 4") = (+) > 
ома За – 4n -5) 
маа 2 -3ув — _ n(n-Dn- 20-3), ME „= Xn-3 > 
120 Ў 24 2_71n+98=0 > 
12(п – 4) =30 + (n-4)(n-5) > 12n - 48 = 30 +n - 9n* 20 эла 
@-7)(п-14)=0 > n=70un=14 


sn= = 15. 
Desde que п < 13, a única solução € n = 1 


7 > 21+ 


é encontrado pará n=p2. 


n 
Р 3 áximo de 
5) Demonstrar que se n é par então O valor má C | 


Solugáo: 133 


capítulo 5. Binômio 
— apium 2. TENIO do Now, 


x n A: es 
А > ——Àá 
Inicialmente vamos resolver a inequação | | e f -1 p!(n = p! (p = Din - p D! 
n! | IE 0 
n! NEN eer ы 2 => 
TACÓN ies 


n! FERRE Еа 
7 (p-Dtn-p*1Xn- р)! 


pip- Din- p)! n! 

! n-2p+! оза) 
M ЕЕЕ e d > (n-*P а - p D! 
(p= Dita - p pn - p * D al 
! n-2p*120 > PES 


WR БӘ 


pin- p D' 


0 


Uma vez que 
i <? Desta forma, desd 
Como n é par e p é natural, a inequação acima € equivalente à p^ 2 ‚ desde p = 0 ag 
; А nj, 5 
ermo binomial é maior O 
р 


u igual ao seu antecessor, implicang 
o 


р = = podemos afirmar que cada t 


n n 
assim que o maior valor de | | ocorre para р = =: 
N 2 


a da expansão binomial de (3x + 5)”. 


as afirmações seguintes асегс 
ão são divisíveis por 13. 


6) (UFPE-2000) Analise 
ficientes que ná 


1) Existem exatamente dois termos com coc 
39 
33 


2) A soma dos coeficientes é 2 
3) O maior coeficiente é 37.58.11.13 

4) O menor coeficiente é3" 

5) A soma dos coeficientes das poténcias 
Solugáo: 


1) CERTO. O termo geral de (3x + 5)? é igual a Ton Lo [эю = чо di fazendo 
р р Ё 


de x com expoentes impares é 2382912 


com que os coeficientes sejam iguais a o] = 313-р.5Р 3 387» 5P A 
р р!(13-р)! р!(13-р)!)` 


Como 13 é primo, cada coeficiente binomial náo será divisível por 13 se p! ou (13 — p)! forem divisivei 
por 13. Como 0 < р < 13, estes fatos ocorrem somente para р = 130up=0 Desta f бем 
зае dois termos (T, e Ti4) com coeficientes que não são divisíveis por 13 M 
2) CERTO. A soma dos coeficientes pode ser obtida fazendo x = 1: S = G + 5)? = 8-29 
3) CERTO. Seja С = 3? SE A | 
pH . a expressáo g -oeficiente 
p p geral dos coeficientes do termo geral Tp + 1. Vamos 


resolver a inequação Су, 2 Cy => eso) > 314-р “| 13 | 
23 7P.5 EN 
fre cus ct la p-1 
E 5 : 13! 


pü3-p! (p-D(4-p) ^ UN 
p) p(p - D'(13— р)! (p-DK4-pXi3-py O 


13! 5 3 
| lo > 13! 70 – 8p d 13! 


(р-1'13-ру!|р 14- 


о ——— 
0014012 0 temos que 70 - 8 р> 0 = р <8,75 


(70-8p)20 


Como p é natural, a última ine 


afirmar quação é equivale 
irmar que С. > C quivalente a p < 8. Assim, desde p=0atép=8 podemos 


» implicando que o maior 
| or dos соейсї 
Deste modo. seu valor é Cy = 35.58 13! 23558 i321 0109. Е, 
E оза a 


4) CERTO. No item anterior demo 


Analogamente, se resolvéssemos à 
Assim, desde p = 9 até p = 13 E 
candidatos a menor coeficiente 
coeficiente é 3”. 


5) CERTO. Observemos que (3x + 5)!3 = С, x? -C 12 
А ох 


Fazendo х = 1 obtemos: С + C+C 
Subtraindo estas duas expressões: 2(C, + C; x. 
0 até 1 Е > Си++. Су = 8n 
7) (Olimpíada de Sào Paulo-2000) a) Басу 
; 1 : termo А 
Б b) Determine os termos racionais no desenvolvi geral do desenvolvimento de (5 «iy. 


а ment inómi Н 
Solugáo: 0 do binómio anterior. 


7 2575 тү 2-р р 
a) Тры ny ER -(") 2 133, 


b) Para que T, + | seja racional devemos ter 7 — 


: P par e p múltipl Я raça E 
1, 3, 5 ou 7. Para que p seja múltiplo de 3 dev р plo de 3. Рага que 7 — p seja par temos - 


: emos ter p = 0, 3 ou 6. Portanto, a ünica possibilidade é p 
= 3. Assim, o único termo racional é Ta (ro =11375, 


8) (ITA-90) Sejam os números reais œ e x onde 0 < a < л/2 e x = 0. Se no desenvolvimento de 


8 
(cos a)x + era o termo independente de x vale 35/8, então o valor de a é: 
x 


som a) 1/6 b) n/3 c) 1/12 d) v4 €) nda 


Solugáo: А 
К 8 в-р[ sena | (8 $-p p_8-2p 
O termo geral do desenvolvimento é Ton [cosa (ee) Dese (sena)? xP, 


O termo independente ocorre quando: 8-2p=0 — p- 4. 


1 
8 4_35 sl, 
Deste modo: Т; -2 => (сгв) DEN > (sena.cosa) E 


{veis 
¡stem 


O<a<x/2 


| = еп 20 = 1 > 
amos sena.cosa => > 2sena.cosa=l > $ 


16, 2 
tendo о fator a т € 


Z+ 


10 
3a? 2m a razão entre a parcela con 
9) (ITA-94) No desenvolvimento de A= 2 


1 itiv tais que 
Ú os reals positi os 
em são números 
6. Se a 


si 9/1 
a parcela contendo o fator am? é igual a 
A = (m? +4) então: 
aam=23 — b)a.m- 1/3 
@а+т= 5 е)а- т = 5/2 


Solução: _ 
olução: 310-P.2P ELT 


10-p 10 
s 10Y за? zm | la 
emos : Termo geral: Тры = И = 3 p . 


с)а+т=5/2 


2 


T, 
Portanto: — 
Ta 


Substituindo em Á: E 


. j o desenvolvimento do binómi 
ene X: comm „10ех € R4. Seja D Omio (a4 


n 
= = 
cias crescentes de b. Quando а= х € b 


-1 : . 
Y ‚ о oitavo termo de D se torna independente de x. Entáo m 


an? 


10) (ITA-97) Sejam m € N 
, O sexto termo de Оба 


b)”, ordenado segundo as potén 


independente de x. Quando a=x € b=x 
é igual a 
a) 10 b)I2 c)l4 d)l6 e) 18 


Solugáo: 
m E US. m) _5n?+(m-5)n 
Na situação inicial: Tg (ser ер | p) А 


0 5 п= 


m-5 


Termo independente: — 5 + (т 5)л=0 => n(m- 5-5п)= 5 


т ET m) - *m-7 
Posteriormente: Tg (orte п? (5) n 


+т-7=0 > -35*m'-12m435-0 > 


Termo independente: ЖЗ m-7=0 > - 
n m- 


5 m210 
m'-12m=0 => m=12 


2 12 
| 3 
11) (ITA-2004) O termo independente de x no desenvolvimento do binómio ES - E é: 
5x зух 


а) 7294/45 b) 9724/15 ami avs e) 1653/75 
a 5 
Solugáo: 


O termo geral de um binômio (a + b)” é dado por Tai = (nm 


as BIN |- E) > Tku = | y |- E (киви pe (SE э 
NE 


P Р 
ага obtermos o termo independente, temos que ter: 


l І 
73012-0) +=. ke 0 k-8 


Substituindo k = 12 үш. 8 
8,temos: T; - A i EH > To = 121110-9 9 25 
3 4.3.2 25 9 


O (a + 
D fica 


tão m 


>T = 495.3127. 4 

са E Es: = 40% 475 
33 n I M 

3 9 =1653/75 


12) (IME-89) Determine o coeficiente q 
ex^ 


no desenvolv; 
V 
Olvimento de: (v 


Solução: 
2 +— 
(23) (е) ay 7 5 
X^ + LAM ра x^ мү : 
\ x х“ х5 || d | Es 
x 


por os 


3 
Desta forma, o termo geral do desenvolvimento é : Cer 
€T = 3 (e 
x 


Assim: 19- 7p 7 - 9 > 7р=28 > p 
p=4 (0). 
= 57h 9 25х79 


13) (IME-97) Dete mi " 
y ( ) rmine o termo máximo do desenvolvimento da expressão: \ Si | 


Solução: 
O termo geral do desenvolvimento é Tom O! = 65 3-р 
р ЛЗ р ` 
. ` 65). 65 
Vamos agora resolver a inequação Tp+12> Tp > 3P> ур! > 
р p-1 
65! 65! 1 3 | 3 
20995. L2 23——————ÀRA—-cP => ш = > Ap. 
E A DES MES pi p 66-p р 6-р ^ wé-» 


Como p(66 — p) > 0, temos que 66-4p20 > р 16,5 


Desta maneira, como p é inteiro, desde p = 0 até p = 16 temos que o5 coeficientes váo crescendo, 


65}. 16 


fazendo сот que o maior deles ocorra para p = 16 > Так = 17 = ii 


TET 2 
14) (Olimpíada de Sáo Paulo-2002) Mostre que 46" + 48% é divisivel por 47. 
Solugáo: 


is desenvolvimentos binomiais: 
Note que podemos escrever 4 


6% + 48" como a soma de do je 
47+1 > 
46 


4T) ac 
47 | ^6 Ta - a" Ju el 
т-у” +ат+у” mar | ү x" 47-1+ | 


41 41 
ejes (yen (a y 
46% +4851 = a Ge 4 і pe jm и) ái 


| 4T] 412. să 
41 4 48", que são da forma 4 , são 


a К = 47, então todos os termos binomiais de 46 | 
" 46" + 48” seja divisível por 47. = 
; Os coeficientes dex ех na 


divisiveis por 47?, fazendo com que 
imos entre $1. 


15) (AIME-2000) Os números inteiros positivos mi 
expansão de (mx + п)200 são iguais. Dete di 
Solução: à 


Capitulo 5. Binômio yy 


2000- 2000- 
m PP 2000р 


2000 
Р 2000 (mx) P)” = 

O termo geral de (mx + n) é Три = | р 
ermo ge р 

2000) 3 1997.3 

2000 mn!8x? e Tios = 997 mn » 

xdi a M e SD б 

я / : 2000)(1999) ( P à 

(20007 2 1998 _ 2000) 3,1997 > £ - n= 23 m > n= 666p 

Assim: 1997 2 


1998 
= + п = 667. 
Como тас (т, п) = | temos que n = 1 e m = 666 > m+n 


2+ 
! 16) (IME-73) Prove, aplicando o Princípio da Indução, que se n € IN ep e Z.éum número Pim, 


então nº – п é divisível por p. 


Solução: 
D "d п = 1 temos que 1° — 1 = 0, que é divisível por qualquer primo p. 


P г 
ii) Suponhamos que exista um natural n tal que n" — n é divisível por p. 


| | а {р}, ь-2 р p) | 
i t oo iii) «n? - en «(Pe «(Pu EH MM п-1 > | 
1: SR | | 
5i corset (rrt (Dp e | 


à ‚ [Р p^, (p-D! tão para 1 < К<р- It Pg 
А Uma vez que (2)- ТОРТ P (pk) € p é primo, entáo par: р emos que a 


| j $ divisível por p. Desde que (п? — п) é visível por p e Hus (р e P jJ. é divisível por pé 
| - p `Й 
A * | então temos que (n + 1)? — (n + 1) é divisível por p, que completa a indugáo. 


17) (IME-82) Calcule o coeficiente do termo em x?, no desenvolvimento de (2x — Зух +2). 


Solução: 
h Esquematicamente podemos escrever: 
rl (2x — 3) (х +2) = (Сух + Сух? + Cox? + Cax + C3(Dix? + Dax + Dax? + Dax? + Dsx + Dg) 


Desta forma, o coeficiente do termo em x’? é: Ср + C3Ds + СЮ + CD; 


Pel Sg E i ш DC 4 pa- 3 
elos termos gerais dos desenvolvimentos concluímos que: Com = UNS P3P e D» f Р 


Assim, o coeficiente do termo em x? é igual a: 


Ly 


Mew, 


666.m 


> Primo 


2P; 


Sen € IN e p € IN, então СКЕ n4] 
E | р | 


menstracáo: 


zi RELAÇÃO DE STIFEL 


ng n! А 
| Led eng a a Ас 
ip LP (0-1) (п ~р-+1)! ШИЛ cp 


A 


(а у nt 
| i PDA 
р E bibe. cii fup (Xp - 1) (a py ~ 
p-D'n-»iin-pP*l р, (рту n+] | n ~p)! 


A (n-p) 
(п +1) zu) 
"an =p! p 


t 
5! pemonstração: 
Vamos lançar mão de um argumento к | 
você tema + | objetos distintos para escolher р deles Кашын уы а 
8. Sendo que dent 
objeto x. Evidentemente você pode escolher os р objetos de pe 


i ) Maneiras. Outra maneira contar 6j 


Mou or NM 
P-D- papi 


re os 


escolhendo os p objetos considerando que o objeto x deve er n 
considerando que o objeto x agora não será escolhido. Escolhen 


a escolha e depois escolher os p objetos! 
do p objetos, sendo um deles o objeto x, | 
NE 


f n mn 
temos | р-1 | possibilidades, Рага escolher р objetos, sem 


К А n 
O objeto x ser escolhido. temos | | | 
ira à VUE 
«sibilidades. Como se tratam de duas m: i | à e 
possibilidades Co а uas maneiras diferentes de contar a mesma situação, temos que as: 
f \ " \ 
quantidades calculadas para cada método de contagem devem ser iguais, ou seja: ne mb | m e | 


\р-1) lp un d 


5.4. TRIÁNGULO DE PASCAL 
A relagáo de Stifel permite que se monte uma tabela relacionando os valores dos coeficientes 


n n+l | И 
binomiais. Como | М X E | então se montarmos uma tabela em que na vertical apareçam 


p-1) AP р | | 
consecutivamente os valores de n (iniciando de 0) e na horizontal apareçam consecutivamente 05 valores 
n n ; 
Í inomiai до dois elementos 
ém inici re S eros binomiais e | | sã 
de p (também iniciando de 0), teremos que 05 núm n Ё 


n+l 
: i | | 
M , enque qu 0 


n " 
: Es amente: 
tabela exatamente abaixo de i . Esquematic 


139 


Capítulo 5. LT 


inte la: 
Assim, podemos montar à scguinte tabe 


1 2 3 4 5 J É 


d 

dU 

000 

006 

0060 

208000 

080080 
(006006008 
000000000 | 


Observe que a soma de dois números consecutivos em uma mesma linha é igual ao elemento à 
ET ; Я 6| (6 ) : 
tabela imediatamente abaixo no último elemento da soma. Por exemplo, Ё + 3 =15+20=35= y 


Substituindo os coeficientes binomiais pelos seus valores numéricos obtemos o seguinte triángulo: 


1 

1 1 

12 1 

1.3. 3 1 

14 6 4 | 

15 10 10 5 1 

16 15 20 15 6 1 
17 21 35 35 21 7 | 
1 8 28 56 70 56 28 9 | 


a: 


| 


OE 1 К .. (n 
São iguais aos coeficientes binomiais | рє IN, 0 < р < п. Portanto, para determinar 0' 
X n. ; 


desenvolvimento binomi + у)% é iente to núm ( 
i ial (x + у)? é suficie fici і i 
linha nao deba | EI tet marmos como coeficientes das parcelas os eros n { 

б Чо Triángulo de Разса - Assim: (x + y)f = ҳе + 6x y + 15x?y? + 20x y + 15х?у* + бху? y 


o : 
ropriedades do Triángulo de E 
ascal 


244. P 
24.1.1. Teorema das Linhas 
f A soma dos números binomiais e 
+ А а . T é 
o expoente € a ordem da linha M uma linha deta 
i Fiângul 
O de P 
a 


cu) h 
s casos seguintes: 


Observe © 

Linha 0: | soma: 29 
Linha l: 1 soma: 2! 
Linha 2: 1 2 1 soma. e 
Linha 3: 133 1 Soma: 23 
Linha 4: ! 4 6 4 1 soma: 2º 
Linha 5: ! 5 10 10 5 1 soma:2 


Algebricamente podemos escre | 
Alge Ар ver esta propriedade como: 
Cad pat (а 
+ E = 

o) Pon PER 
1 Demonstração: E = 

a di a З TuS 
sabemos que (x + n= x" + mal n), 
Sabe | y 0 n y+ ye y ea y. 

| n) 

Fazendo x - 1 € y = 1 temos diretamente que (1+ 1)" Zn ru 


à GA ; 1) 
АНЫ Stet " z2" 
0) AU v3 n 


2º Demonstração: e 
Vamos usar um argumento comb 


— 


possui uma urna com n [ө] 


‚фе escolher uma quantidade qualquer 


possibilidades, se você quiser escolher um objeto existem | | 
N 


dois objetos existem possibilidades, assim por diante, até escolher u 
i 2 


“objetos dentre n distintos. Uma outra forma de contar а 
figurar ou não na escolha. Para O 1º objeto temos 
objeto temos também duas possibilidades, assim por 
possibilidades, Desta forma, o número de possibil 


Fon objeto 
> 


maneiras de contar a mesma situação» ent 


"E 


r 
2 


j п\ fn a NACE 
'objetos. Assim, existem «5-90 possibilidades de escolher 
1 mesma situação é an 


bilidades: figura 00 


n 
ão podemos afirmar que aui 


\ 


(а 
objetos, onde existem ы ү 


‚Оп 


bjetos tódos distintos. Suponha que você deseja calcular o número de man 


não na esco 
de temos novame 
о", Como tem 


scal é į 
gual a u 
ma potênci 
cia de 2 


-3 A 1 
y 4? f y >] 
n j 


А "um . А 1 
de objetos. Se vocé quiser escolher nenhum objeto existem (^ 
|9) 


(n m D í 
| | possibilidades, se você quiser escolher `} 


3 
alguma quantidade de 1 


alisar se cada objeto vai 3 
Iha. Para o 2° 
mente duas 
os' duas | 


dn . WR н 
inatório рата demonstrar o Teorema das Linhas. Suponha que você * 
eiras | 


] 


ў 
> 


Capítulo 5, Binômio gg Г? 


5 e olunas 
5.4.1.2. Teorema das C | 
И > sma coluna, iniciando do 

P soma dos nümeros binomiais de uma mesm primeiro д. 


: r in 
nando em um elemento qualquer de uma mesma coluna, é igual ao número bino ial qu LM 
terminanc р . р 1 uns $ x ia ўз l 
diagonalmente abaixo, à direita, do último número binomial da soma fi 


Observe o esquema seguinte: 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


ES 5 cer expressa ајоһ ся nte 
(n-l) (n+2 n+p) п+р+1 
+ ++ = 
n n j n n+l j 
1" Demonstração: 
Vamos escrever algumas relações de Sufel 
(n+1) fan _{т+2\ 
[+] а 
n j {(д=1) ind] 


[ 
| 
| 


pep 7. ín еч ДЕ il 


| 
Lon nal inl 


[ü*p) fn+p) fín4p4l 
- | | 
| insl} Lon 
Somando todas estas Expressões e cortando os termos 1gUars que aparecem dos dois lados da igual f 
$ 18 tados da igualdac: 
edu me А 
| 


par п+р+]\ 


+ el 
lazy) n J^ М n J 
п] 


n? 
=) . lemos; | | 
neij A ln? 


Uma vez que | 


\ 


A 


2" Demonstr: ração: 


Considere a seguinte Progressão geométrica: x(1 + xy" x(Ee xy! 
Sabemos que a soma dos seus termos é igual a: | | 


адылі 


SN + ху», 


AA xl x) руун» A +x)" SAI e pi 

(+x) „о йж ie D - qu yen (1+ х)" 
"nos dois lados da ¡ igu 
ded ЖЕР. Bep 


n+] , 


e Os coeficiente 


[н 


E ERN 


de x" i 
aldade acima: 


j 


astração: 


3 pemo 
¿guinte conjunto: A = (1,2, 3 


yy. 


Com 191% e: Y 
ESE 
} 


y 

{ А CO n + abet у 

de A com n + 1 elementos. Vari ES Que exis. 
MOS оте 


Ju теспи d eni 
formas subconjuntos de А com n + | ee ау Outra for 
аа Podemos observar que M varia de. ementes Se a den 
E | апа desde q- RN o maio 
t (n EXIT 
T 1 existem exatamente coni 
‚м: idi | subconjuntos: 


РА 


elor руат Ent) 
tem exatamente y subconjuntos 


оп |! 


tum exatame [0*2] 
tum exa amente ! А į SUdconjuntos. 


(n*pj A 
| | subconjuntos. 


M-n*p"^ |: existem 
n+l 


outro modo de contar o número de subconjuntos de A com сха 
3 a É ха 


Portanio, 
| N 


Mn + y (л EA n+p 


"s nor Bos 


5.4.1.3. Teorema das Diagonais 
A soma dos números binomiai 
igual ao número binom 


s, situados na mesma diagonal, ini 


primeira coluna, é ial imediatamente abaixo do últim 


Observe o esquema abaixo: 


sta Е : or: 
Esta propriedade pode ser expressa algebricamente р! 


p. n«l| (n+2 n+p n+p+! 
" * ust =| p 


A demonio q 
he, 
Anabsemos e 


des ob . Como se trate i ; 
: | se tratam de duas manciras distintas de contar a mesma | 


nie 1 ^ 
ОТЫ 


"Mar de qu: 


aso a visu 


ament n +] elementgs ej 


ciando de um elemento na 
o elemento do somatório. 


Capítulo 5. Binômio do Now, 
iOS a CL Mna "X 


- _ 
* stragio: E 2 n«p) (n*p*! 3. d 
pa [P a п n, E: mI 1+1 jJ Substituindo «. 3)! 
Pelo Teorema das Colunas temos " m j а ) a d | 
| > | а). 
| го binomial complementar: | 
uma pe s uan : c e Y | T | | a 2. 
PARS BUM d A ES Ln p* D-(n*D И 
In-n) qn*l-u in +21) n+p 
; / { „р \- 
nV (n+1) (n-2 _(п+р\_ п+р+1\ 
х i: de 
2* Demonstração: m ху х lgn- J „1+ ху", НОРИ a " 


i i «ào geométrica: (| + X) X ; 
Considere д seguinte progressão geométrica: (1+ Pa 


a lt x ‚ cuja soma dos elementos é igual a: 


X 
@й+х)*х* to) 


(Lex! x^ 4 (Lex) x 1 A = xc 


razão igual 


21 20 24x)"- (1+ x)! 


x 
os dois lados da pM acima temos diretamente quc: 


; Igualando os cocficientes dos termos de xn 
iH eS n+2 n+p _(п+р+1\ 
p ‚| Pa dE -f 
0J A ly A27 MIA AA 


Exemplos: 


n-l n-l) п^-п "m 
1) (FGV-2005) Se 5 + 6 = , entáo n é igual a: 
а)4 b)6 c)9 d)5 e)8 


Solução: 


-1 — 2 
Pela relação de Stifel temos que p HU | ZH Por outro lado, como eis ZH entào 
6 : 2 2) 


. (mn n 
temos a equacáo (-C) que somente possui solução se os coeficientes binomiais forem 
complementares: n = 6 + 2 = 8. 


2) (UFPR-80) Sejam n e p números inteiros positivos, tais que n — 1 > p. Então: 


n-li n-l n " 

dei + А х" ева 

az) 18 ZUM) o á n+l 
ES р P p-l р+1 

Solugáo: 


Pela relação de Stifel Ne + nal E 
p-1 р р ` 


Mais uma vez pela relação de Stifel i i n | .[n*l 
p p+1 p+1)' 


3) (AFA-99) O valor de m que satisfaz 
a Expressão 


m 
2 


lj 


Q2. 03. 04. 45, £ 
Solução: 
m 
MT кіт Е т т 
фе аз 23 [o S (e oro ! 
S k=0 > Ой seja, 


Poder 

А Mos encarar a Soma dada 

= < como u 
esenvolvimento em binômio 2 m m 
А de Newton. Assim: Ya 


m 
o Ak) 03)" дп =1024 = 45 


ciente de x" á 
Na expansão da expressão: 


> m=5, 
4) Demonstre que o coefi 


[n+l k 
igual a = 


т +1 m+I)' 
\ 


Е T À 


Solução: 


O coeficiente de x" em (1 + х)к + (+x + 
cada desenvolvimento (1 + x)”, k<m<n. Portanto 
, 


Cs Jm Ja (0) 
* + Tan + . 
m m m m m 
Pelo teorema das colunas podemos afirmar que: 
2 - Е 
Е ЫЕ) 
т т т т т т т т т m+l 
|") Es a E | k | 
+ + Toc = 
m m m m m+l 


k k+1) [k+2 n-1Y (n) ^п+1\ f К 
Subtraindo estas duas expressões: » + E + РА +... + al jd SR ы 


(1 * xy éi à i 
) gual à soma dos coeficientes de x” em 
O coeficiente de x" é: 


ахі tório dos 
85) (IME-00) Determine o polinômio em n, com no máximo 4 termos, que representa o soma 


Ш 2 
quadrados dos n primeiros números naturais 2 . 
Solução: Де 0 _1)+23-1)+344-1)+* n[n*1)-1] > 


Note que: $=12+22+3°+..+п° 
пут п(п +1) 


09=12+23+34+ tenda + 1) (14240800 $y (di. fado | ма 
+1 п(п +1) _ e H J+- 2 2 

12.2324, oen mta ta 

2o 2 


Qno Do 


Pelo Teorema das Colunas: 6 


jn (п+010 +4-3] > 57 
се ск ee ln 


3 2 ? 
1 n id 
j n =n.2 
n n Ted | | 
р) Demonstrar a identidade: | | | g {,) į €) i 
Wrolucáo: rio: 
: tório: -1 
amos desenvolver o termo geral do soma n- = e - ) 
n-1)! 


а). 
тпа евра 
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7v. DIO mio do hoy, 
CT Mts 


PUN 


Portanto, podemos reescrever o soma | | 
- n-l n n- 
(n-l n-l n-l E д » 
+. 
| E 1 d n-l 0 2 


S=n 
(0 
jue: S= n2" . 


Pelo Teorema das L inhas temos q 
п п п 
2^7! - + +... + 
0 2 n-1 


Solução: | | 
desenvolvimento binomial: 


Considere o seguinte 
n E n 
uc хт |х" 
n-1 n 


PN /n n)» 

DG -O 
Fazendo x= | ex = — 1 obtemos (lembre-se que n é impar): 

(o(a 4 n X s | n HE) 

+ 0 1 2 n-1) In 


tório proposto da seguinte manciré 


7) Verificar que, quando n é impar: 


90 — 


^ (0) J 2 n=1) in 

Somando estas duas expressões: 

2®=2]| |+ a E 1 > 2"! = |" sd jn 
0 2 n-1 2 n-l 


8) Prove que: 1.2.3 + 2.3.4 + 3.4.5 +... + п(п + D(n*2) = (п + 3)(n + 2)(n + Dn/4. 


Solução: 
S=1.2.3+2.3.4+3.4.5+...+ n(n +1)(n +2) = з l 


000-0 


Aplicando o Teorema das Colunas obtemos: 


sea „gC ANHI + 20 +1) 
4 a o 5 4 


3 234 345. dar data) 
3! р 


- so 
! - 3! 


s= (9+ 400 + 3(n + 2)(а +1) 


n 

9) Calcule Y k(k - ) "ок 
к=0 k 

Solugáo: 

Vamos desenvolver o termo geral do somatório: 


n! 
ак IS k(k — 1) n! k A n(n = D(n- 2)! ks 
- Е 9k-2 _ 


2º > k(k - 
k!(n — К)! KO 0(К Dn =)! ^ 


= 4ni- 1) — 2)! k-2 0-2), , 
2а 2 => IN x к-а 


e forma, o somatório pode ser reescrito da seguinte maneir 
| s es eira: 
MXN : n-2 
2'- > 4n(n— < |5к-2 n/n-2 
k=AKTL 
Por outro lado: ` Ñ “Dio Afn-2 t 
: 20" = = = > 
2 k-2 o a =(142)1-2 = 32-2 


Conseqüentemente: ] : 
5 S= 5 k(k- к ? 
2 ( 18; = 4п(п - 13"? 
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ғ solução: ão de rgumento combinatór; 
a lançar mão de um arg binatório Para demonstrar à 
Vamos monstra 


pjetos distintos e quer escolher n. Claramente esta escolha pode $ 
2п obje” 


.atoriamente os 2n objetos em duas Umas, cada uma com n obj 
agora alea dem ser feitas escolhendo 0 objetos da Uma | e n objetos 
n objetos PO da uma 2 ou 2 objetos da uma | e n - 2 objetos da um 
n-1 е 1 e 0 objetos da urna 2. Portan 

objetos 


n=2 


etos. Neste cas 
na uma 2 ou | 
à 2, assim suc 


(my 2 | 2 e Capítulo 5 Binômio de vem 
0) Demonstrar 94 “a | i 
1 c 


CXpressáo, Suponha Que vocé tem 
. 2n 
er feita de 


manciras, Separe 


0, as escolhas dos 
Objeto da uma | e 


essivamente, até n 
to, outra forma de Contar o número de maneiras de 
nYn n n Я n n n 
Ж А A: Tot 
colher os n objetos € 0 Án 1An-1) Q2 
esc 


n 
| || Lembrando que M a de | 


2 2 2 › 
Е : : С tratam de 
ДЕТЕ ssáo como + + Tu . Como se tr: 
demos reescrever esta ültima expre Р ; : 
podemos 


de tar a mesma situação, os dois números calculados são iguais, ou seja, podemos 
¡ con 

neiras 

duas ma! 


» 


2 2 
ny (n : B А +") [2] 
+ н 
afirmar que (a) 4 2 n n 
2 Solução: | 


s 2n — Va + y. 
i (xl xt 
seguinte expressáo polinomial: (x у" =( 
onsidere a Seg expre e 
rindo em binómio de New 


7| No lado direito da 
n 


п é igual a 
¡ente de x € 1gua 
lado esquerdo da igualdade O coeficiente 
o 
Repare que no la 


o 
rcela x" multiplicando um term 
igualdade podemos obter uma pa 


o coefici 
до. Deste modo, 
n kk da 2º expressão. D 
termo | \ а 
п 


Ted = i são é 
n n | então esta última expres 
| | | -k) 
Como А 
2An-— ; k k 
ү | т | Jo) 
NH el | | |, j Е 


aldade há de 


А da igu 
› n nos dois lados 


2 : de X 
? (0? (n ; С) Como O coeficiente 
З n HD Е 
idéntica a Ө zu 4G * n А ; 2 S 
? (n LT. alc 
| : nj, | +, 
Ser o mesmo, concluímos qu 0 1 


1, ai 
z at b) z 
11) (IME-93) Prove, por indução, que ( 
Solução: 


Ip) 

0.1 +С\Ь 
| ү. бе 
!) Para n = | temos que (a+b) =C1 


n-C,4 
+b) 7t» 
М ale / 
P) Suponhamos que exista n € IN uer de (a+b) 
Hi) Vamos agora desenvolver a expre 


n o direito 
ente de x" no lad 


В ok da 1º expressão com um 
k 


da igualdade é igual à 


Capitulo 5. Binômiog + | 
TO tam 


(a +b)"*! =(a + b)(a +b)" = ae NS C; 2 h"- Ip? +. „+(e Сп nho" «cz DM 
+ 
(а +b)"*! = С0а"*! + (со +c, }" a "M cP + Cp! = С (relação de Stifel), então р 
Сп Сиз д. „С ab” CR Tp eH 


RR 
Desde que CÓ = Cg, =l, 


n-l} 2 
~ +c! +С? а" b 
afinmar que (a 4 b)"*' =C? a" e Cua "b n+1 


demonstração por indução. 


, que comple E 


| з К е арсы, 
| 12) (AIME-2000) Determine o valor da soma 217 316! 91.101 
\ 


nds atório 
Vamos fazer algumas transformações no som 


de modo que apareçam coeficientes binomiais, 


1 1 1 1 1 

| 1 é + +..+ Е, 

mata ^ STan aat aa Tea Ta > 
. я 19 9 ух, , 19, 19! 

2195= л 348 TOLO! 109 ^ 16131 17121 


б ШОРО 
o AAA 04] 


S= 


| , n n n n en" n 
eb! (o | B 3 n 
iN 13) Calcule o valor da soma pU * ca +..+ | 


| R | Portanto, pelo Teorema das Linhas: 2.19!.S + 40 = 2!º 


2 


Solugáo: 
E) Vamos Р а о termo geral do somatório: 


m | Е pi E е» Dom ep (+ _ чу! аж) 

E | +1 р+1р!.(п—р)! n+1(p+Dpl(n-p)! n+l (p+1)!.(n-p)! 
n+l 

| = (-1)P | 


р+1 


m Deste modo: 


| 
Lc Dem ve ye dé O о; 
se HM Het 


Por outro lado: 0=(1-1)9+ "e Ep” ub 
| 2 3 ае | | 

ia et E n+l) (n+1 n+1 п y 
І 2 3 ( 4 UN ш Lero) | 


la possui um Número a 


Solução: 
€ múltiplo de 1993. 


Note que se representamos os elementos da primei 

serão ay + а, ат + аә, аз t a, .., 21993 + a1994 Snc o 
221993 + i994, para a quarta: ao + 3a, + 3a, Y к a terce 
assim sucessivamente. L а +3 


рог a, aj, az, а 
ira serão: ao + 2a; 
а + 3a; + а, 


и, Os elementos da segunda 
а, 21 + 225 + a3, ..., 21997 + 


7» 01991 + 321997 + 31993 + 11994, 


da fila p, p > 1, será ial bpa Рр a 
1 P 


Vamos demonstrar isto por indução: 
¡) Para p = 1 temos que o primeiro elemento da 1º fila é iguala b 0 

1,0 =| 30789; 

ii) Suponhamos que exista p tal que o primeiro elemento da fi 


(Pol р-1 р-1 
| 0 hos | man m 


iii) Observe que pela construção do triángulo aritmético se o k-ésimo elemento da fila p é igual a 
bpk-1 = Ск-ак- + Скак t t Cia p ia k+p-1 então o (k + 1)-ésimo elemento da mesma fila p é igual a 


la p é igual a 


bi = Склак + Скакы +... + Скър-акар: 


СЙ ne -1 -1 -1 
Portanto, se o primeiro elemento da fila p é igual a b, y zu o 4°; № saf ei então 
p- 


-1 p-1 
o segundo elemento desta fila é igual a by = P h 4 À lo. + 


Assim, o primeiro elemento da fila (р + 1) será: bp+1.o = bp. 
b р-1 р-1 p-1 2 p-1 ut p-1 sere E 
paca rp PLE pol 1 
: 127 pb ns pl + pal aj e 
peo = 0 ag + | + 0 aj + 2 1 2 р-1 p-2 p 

T), (P7!) .|P | (relaçã de Stifel), para 1 Si < 
Desde que p=1 Py aL p De E) «н 

o j lo) "Ap-L dp 

Pa 


| i 
oncluiu а demonstração. 
P= 1, então podemos afirmar que bpo =| y Po 


i 
zu ар ++ Pla. es 
| imei único) elemento 
modo, o primeiro (e ún ) ie 


Deste | 
е 


Кераге agora que a última fila possui soment : E A 
da 1994? fila é igual a боол = 1993 of hs a |. M С 
К à ortanto bi994 é mültiplo de ; 


múltiplo de 1993 para todo k tal que 1 $ k < 1992€ P 
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Capitulo 5. Binômio do цор, 
0 NOMIAL " 
IMENTO MULTI! nio de Newton pode ser generalizado рага q А 


5.5. О DESENVOLV " 
Todo o procedimento id a o E tes positus a MC 
А a expressão da forma (xi * ^2 з жу» us 
«senvolvimento de uma expre : 
do dese ação „аг dea +a2+..+a=n, com a; € IN. Mas com | 
vimento serão da forma X, X5 --*r onde a, * a2 puit : n 
s coeficientes? Vamos analisar um caso específico para depois generalizarmos, $ 
OS 6 interessados em determinar o seu termo geral. Cla 
desenvolvimento (x + y + z)', onde estamos interess * 
eser , аа Бас a+b+c=6,coma,b,c € IN. Vamos escrever (x + y + 2) 
cada parcela é da forma x y 2, onde a + c=6, , 
sendo a multiplicação de seis termos (x + y + 2): 


desenvol 
forma geral d 


ба q 
Mente 
Como 


E куна кунй отурду (ТУТ Тута) 


+ y + zy é obtida escolhendo X, y оц 2 ет cada termo (x + y + de 
O coeficiente de cada parcela é igual ao número & 


| multiplicações distintas que podemos fazer resultando na mesma parcela. Assim, na obtenção da Parcela 
xyz devemos escolher três elementos x, dois elementos y € um elemento z, um em cada termo CERA 
7). Podemos organizar esta escolha da seguinte maneira, debaixo de cada um dos seis termos (x + у+у 
podemos escrever o elemento que vai sair na multiplicação de cada parcela. Por exemplo, na obtenção 


3 22 
da parcela x'y'z poderemos ter: 


Cada parcela de (x 
multiplicando estes elementos escolhidos. 


(K+y+2) (x*y*z) (х+у+х) (x*y*z) (x+y+2 (x+y+2) 
x x x y y 2 


. > 2 fc ` РЕ * h 
Desta maneira, o número de vezes que podemos obter a parcela xy z é igual à permutação simples | 
dos elementos x x x y y Z debaixo dos termos (x + y + z). Como se trata de permutação com repetição, É 


| 6! 


A x А 32 4 as а * 
їето$ maneiras distintas de obter a parcela х?у 2 na multiplicação dos seis termos (x + y+2) | 


^i 3121.1! 


| Fs s : 
| Portanto, o coeficiente da parcela x"y'z é igual a EEE Generalizando este procedimento, podemos 


. Escrevendo sob 


afirmar que no desenvolvimento de (x + y + z)º o coeficiente de xyz é igual a 
al b! с! 


a+b+c=6 6! 
| a forma de somatório: (x + y +2)% = Э _—х%у52° 
| a!.bl.c! 

a,b,celN 


De um modo geral, o coefici Ação а : 
geral, o coeficiente de x¡!x2?...xf", com ay + az +... + a, = n, no desenvolviment 


1 1 nas: n! 
multinomial (x, + x2 +... + х,)" é igual a аа) а): Sob forma de somatório, podemos escrever: 
С ар+ау+.+ар=п > TE e ада. 
(X +X x)" = n! ER 
ааз азем M1) (82D)... (a,!) 


Observe que o dese i n ——— 
S ^ . 
q envolvimento do binômio de Newton é um caso particular do desenvolviment? 


кзн 


22 „а 
X3 eX, | 


multinomial, uma J És 
! ; vez que podemos afirmar que (x + y)” — 2: à х "рур ўм xy" 
Ib! ` 
p=0 P a,beIN a!b! 
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imples 
etição, 


y +2). 
demos 


do sob 


mento 


мег: 


nento 


Exemplos: 


1) (Mackenzie-74) O termo independente d 
exem ( 2y 
PEE b)10 с)11 412 cs 2) é 
a+b+c=3 


solução: 
2 
Sabemos que ( TX 2 = 3 
А E E _*b+e=3 3 


No caso de termo independente de у Breer 
] Х temos b = с. Vam a,b,ceIN alba? 
OS aj Й 


< xb=e 


nalisar os 
E Possívei 
igual а EN a 15 valores de b (ou с): 


ERU o! 


pb=c=0 > 3=a+btc=a > Coeficient 
e 


ii Ь=с=1 > 3=a+b+c=a+ 

ii) N | 2 > а=| > coeficient 3 

Desta maneira, o termo independent e iguala = 21 
edexéigualal+12= mar? =12 


2) (PUC/SP- 76) O coeficiente de x? no desenvol 


P4] "0-5 BA 


'vimento de (1 + x? cx y é 


| з; °ч) 


Solução: 
a+b+c=9 
. 2 349 9! 
Note que: (14 x^ x^) = —— TES TENA 
ns alia 0) ey = Cp 


. А а b! c! 
Assim, a, b e c devem satisfazer: a+b+c=9 e 2b+30= ^ bee 1 


Vamos analisar as possibilidades de solucóe i 
S do sistema ro 
о pelas equações anteri 
епоге$: 


Sod) 


jb=4ec=0 > а=5 = coeficiente iguala < 


sa! nm 


ib=1ec=2 > a=6 = coeficiente igual a 2 ci? =32 03º 
61.11.21 61.31 (3 


Portanto, o coeficiente de x" é igual a ME o) 


3) (UFRJ-69) Determine o coeficiente de х“ no desenvolvimento de (x? + 2x! * x - 1)“. 
Solucáo: 


a+b+e+d=4 
E qa Pete = 
abedeiN TT a,b,c,deIN 
Os valores de a, b, c e d devem satisfazer: a +b * c * gas uk sd » uações ante 
Vamos analisar todas as soluções naturais do sistema linear formado pelas duas eq 


4 
b р ,Ja*2b4c 
Cor pod" 


А ; a+b+c+d=4 
(х +22 +ҳ 1) = 


riores: 


Mo 
)ѕес=4 > a=b=d=0 > coeficiente iguala (-1) 2 ada 01.01.41. "T 
| o 4-12 
lsa-] > c=], b=0ed=2 = coeficiente igual a ETIE 
_ 2924-24 
Ш)зер=2 > a=c=0ed=2 > coeficiente igual a ED) 2 02 a 
_4_-A 


Msb=] > a=0,c=2ed=l > coeficiente igual a C ТҮП ET 


Capítulo 5. Binômio de y, 


a+b+e4d d} 
а 


бе ie para o sistema linear 
tes quatro casos de soluções naturais p 
ante este 
mos somente es 


Como te 24-13 21 
e ¿igual a 1+12+24-24= 7^ a! b! 
então o coeficiente de x € iguala de(x+y+ zy 13 i 
А desenvolvimento de ` E sistem 
4) (UFRJ-66) Calcule 0 número de termos do de : 3 
Solução: А a+b+c=5 5! Y bye Repare que para cada terno distinto (a, b, e) 1 final 
Sabemos que (х+у+7) = E NETTE * T j ! desen 
SEE isti desenvolvimento de (x + у 4 45: E: с Рс 
: — 5 (a, b, c € IN) teremos um termo distinto do É de sol Cty UM | 
satisfazendo a + b + c = 5 (a, b, А + y + 2) é igual ao número de soluções natura ( 0 
A sim o número de termos no desenvolvimento de (x + Y is X + 
ssim, E И 21 | pontc 
+b+c=5, que vale | ж а se tr 
dá : 3-1 А | subs: 
. 4 
5) (Olimpíada de Sáo Paulo-99) Em Terra Brasilis ocorre um importante campeonato de futebol: (er 
i d 
I А Dest 
envolvendo 22 clubes. р ! 
Cada equipe enfrenta uma vez cada uma das demais, recebendo pa | den 
. 5 pontos por vitória quando esta for por diferença superior a dois a { d)s 
+ 3 pontos por vitória quando esta for por diferenga de um ou dois gols; \ (оу 
. 1 ponto por empate; Faz 
b O ponto por derrota. | а 


a) De quantas тапеігаѕ distintas uma equipe pode pontuar em seus 21 jogos? No i 
Observação: obter 1 ponto na primeira partida e 5 na segunda e obter 5 pontos na primeira partida e 1 m: 
segunda sáo maneiras distintas de se pontuar nas duas primeiras partidas. | | 1% 
b) Mostre que o número de maneiras distintas de, ao final do campeonato, uma equipe totalizar k pontos, : 


3 21 
k e IN, é igual ao coeficiente de x* no desenvolvimento de ke +x!+x? + x s 
c) Calcule a diferença entre o total de maneiras de um clube obter um número par de pontos e o total de ; i 
maneiras de obter um número impar de pontos. a 
d) Encontre o total de maneiras de um clube obter um número impar de pontos. 
Solução: 
a) Como cada time joga 21 vezes e em cada jogo existem 4 maneiras de pontuar (0, 1, 3 ou 5 pontos) 
então existem 4?! maneiras distintas de cada time pontuar nos seus 21 jogos. 


j 


b) Inicialmente podemos observar que: { 
E a+b+c+d=21 1 a+b+c+d=21 $ 

кох "TOS " Y 21! х0)" (х1) (х3)0х5) = < 21! b+3c+5d i 
асем 8 ble! d! аьем 3! bici di i 


. k " А i 

Portanto, para calcularmos o coeficiente de x* devemos determinar as soluções naturais do sistema linear i 
a+b+c+d=2] А 

ь+3с+5д=к | Para estas soluções (a, b, c, d) calcular a soma dos coeficientes 


! 
а! bold!” 
me fazer k pontos no campeonato. Sejam: 


Vamos agora calcular o número de maneiras de um ti 
a = n" de jogos em que o time foi derrotado (D); 

b = n° de jogos em que o time empatou (E); 

c= i de Jogos em que o time ganhou por um ou dois gols de vantagem (V1); 
d=n de jogos em que o time ganhou por mais de dois gols de vantagem (Vj) 
Como o time fez k pontos, devemos ter Oa+lb+3c+Sd=k (1 4 
Por outro lado, como o time jogou 21 vezes, entáo a + b $0 +4= 2] $ 


те solugáo natural do sistema formado pelas equações (1) e (2 

nos i istribuiçã 

no е realizados. Esta distribuigáo dos resultados corresponde à permutação de a letras D, b letras 4 
‚© $ 1 e d letras Va (onde a + b + с + d = 21), Como se trata d а o, i 


cae Scis Sm n 


152 


jd 


pun 
T aas 
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21 


al TET possibilidades de distribuir os resultados nos 21 jogos, para cada solugáo natural (a, b, c, d) do 
fa+b+e+d=21 
| b+30+5d=k 


sistema . Assim, acabamos de demonstrar que o número de maneiras distintas de, ao 


final do campeonato, uma equipe totalizar k pontos, ke IN, é igual ao coeficiente de x* no 


| | 
desenvolvimento de (xº +xl axis х5) 7 
с) Perceba que podemos representar resumidamente o desenvolvimento binomial da seguinte maneira: 
01 ! : $a; i - : 
(х +х!+х?+ х5) = Усу" , onde o coeficiente Cy indica o número de maneiras de um time fazer К 


pontos no campeonato. Se substituirmos x = — 1 na última expressão, os termos com expoente de x par 
se transformam em + Cy e os termos com expoente de x ímpar ficam da forma — Су. Desta forma, 
substituindo x = — 1 obtemos: 


E 21 
(-0* «cn een + Y'= E Cpu E Cimpa > -2'E Cpar DCimpar O 
Deste modo, a diferença entre o total de maneiras de um clube obter um número par de pontos e o total 


х 2 ; : 21 
de maneiras de obter um número impar de pontos é igual a— 2”. 
d) Substituindo x = 1 no desenvolvimento: 


(Oy EO +(1) «oi a bcm + У Cimpar > ces E Cpar + Са (4) 


Fazendo a subtração das equações (4) — (3) obtemos: 
41,520 
2 +22 2 Сури) > S Cimpar = 2 +2 


Questões de Vestibulares 


1) (MACK-SP) Os 3 primeiros coeficientes no 
2 n x 
desenvolvimento de (х + 1/(2х))° estão em 


progressão aritmética. O valor de n é: 
a)4 b)6 c)8 d) 10 e) 12 


2) (UFJF-99) Sejam p(x) = (x + b e q) = 
(x - py . A fim de que O coeficiente do termo X 
na soma p(x) + q(x) seja Zero, O valor de 5 


deverá ser: 
а) 5; b) l; c)- l; d)- 5. 


3) (UNIFOR-98) Se o termo médio do 
desenvolvimento do binómio (Ax * ky)! é 


8064x5 y5, então k é igual a: 
а) 1/4 b)1/2 c)! d)2 94 


4) (UNIFOR-99) Sejam A e B, 
respectivamente, O quarto € O quinto termos do 


n 
desenvolvimento do binômio E 2 segundo 
X 


as poténcias decrescentes dex. Se A-x?, entáo 
B 


o nümero natural n é igual a 
5) (UFPB-92) Sendo го termo independente de x 


18 
no desenvolvimento de Ё +2) , qual o valor 
xi 


de (/17? 


6) (UFPB-96) Usando o desenvolvimento do 
Binómio de Newton, calcule o valor de n na 
equação: 


ad ls 


7) (UFPB-98) O desenvolvimento de (+) 
"3 

neN, tem um termo independente de x 

qualquer que seja: 

a)n par | b) n impar 

c)n múltiplo de 3 d) n múltiplo de 5 

e) n diferente de zero 


8) (UFPB-99) Sabendo-se que o 
desenvolvimento de (a +b+c)" é a soma de 


todos os termos da forma —" 
ик! 


a'b!c*, com 


Capítulo 5. Binómlo de 
i+j+k=n, então o coeficiente de x'yg 
desenvolvimento de (x+y+2) ¿igual a: 

а) 10080 938 90! 49 eng! 


9) (PUC/MG-97) No desenvolvimento q, iE 


2 

а > 0 > 
x+2) ‚ сот a ‚ о coeficiente do tem 
em x? é 84. O valor de a é: 


92 Ыз 94 45 96 


10) (UFC-99) Sejam а e B números re, i 
Suponha que ao desenvolvermos (ax + Py) 1 


os coeficientes dos monómios x y € xy! sejam | 
iguais a 240 e 720, respectivamente. Nestas t 
condições, assinale a opção que contém o valor b 


de о/р. 
a2 $32 913 43 en 


11) (UFPE-99) Para qual valor de p temos o 
maior termo na expansáo de 


30 30 
(+) Ha? 
5 pol P /5” 


12) (UFPE-99) Qual o termo independente de x : 


MEN. A 


8 
1 
па expansáo de (s + +) 2 
Vx 


13) (IBMEC-2004) Se n é um nümero natural 
nào nulo, entào: 


2n+1) (2n«l) (2 
| } ¿a (2а+ й [+ 
0 l 2 n-1 n 


é igual a: 
а)2" pit tb gar уон! 


t 


14) (Unifor-2005) A soma 


EN (y 


é igual a 
an ban! c)2" дуз" e)2? 


ым NEM e 


H 
1 


15) (Unifor-2003) Para que o coeficiente do 
i 


termo médio do desenvolvimento do binómio 


2 


seja igual a 160, o valor da constante К deve ser 


a)l b)2 c)4 d)5 e)8 А 


х2 
Ex x segundo as poténcias crescentes de X 


i 
i 
t 
t 
Ê 
* 
j 
Ч 


Хуг аў 
Ма; 
€) 1260 ? 


^ 


mento de # 


` do termo ¥ 


TOS Teais, 

х + By)’, > 

A 

CY Sejam .! 

e. Nestas , 

m O valor ` 
e)2/3 


os o 


nte de x ' 


› natural 


> 


n 


V 


16) (Unifor-2003) Por uma da: i 
) s pr 
Triângulo de Pascal, a soma Кае 


а) (а) GJ E) een 
*(5) "2 (5) 90) «(9 


17) (Unifor-2003) Relativamente ao 
. 10 10 
desenvolvimento de (x + +) [> - +) 
x x)' 


segundo as poténcias decrescentes de x, é 
verdade que 


a) a soma dos coeficientes é igual a 2”, 

b) o coeficiente do termo central é igual a – 210. 
с) o termo central é independente de x. 

d) o nümero de parcelas é igual a 21. 

€) o termo independente de x é igual a 252. 


18) (Unifor-2000) O valor da soma 
GOGH): 
+| |+ + é: 
2 3 4 5 
а) 455 b)462 с) 575 d)584 е) 642 


19) (Unifor-2000) A soma 


БШШ» ) ne 
fia) (5) (e) (5) 962) 


20) (UFES-2003) Sejam m e n inteiros positivos. 
O termo geral do desenvolvimento binomial de 


mo 1Y, 2000. i M 
E d 2) * jQ03-) ux) ^ 
O referido desenvolvimento binomial possuirá o 
termo independente de x se 


a) m=4n b)n=4m с) n=2003m 
d)m=2-n е) п = 2003 - т 
21) (UFRR-2004) O coeficiente do termo em x 
no desenvolvimento da expressáo 
5 
ud x -1) é um número pertencente ао 
x x 

intervalo: 
а)]0,5]  59)]58[ © [8,11] 


d)]11,14] e) ]14,20] 


Capítulo 5. Binômio de Newton 
22) (UECE-2005) O número 30 aparece n vezes 


no triángulo de Pascal abaixo apresentado 
| 


onde os pontinhos indicam que as linhas 
horizontais seguintes do triângulo seguem a 
lógica construtiva das linhas superiores. 

O número n é: 

a)l b)2 c)3 d)4 


23) (UECE-2005) No desenvolvimento do 
binômio (2x + 3y)" há oito parcelas (ou termos). 
A soma dos coeficientes destes termos é igual a: 
a) 71.825 b)72.185 c)72.815 d)78.125 


24) (UFPB-2001) Sabe-se que dois monómios 
sáo semelhantes quando tém a mesma parte 
literal. Qual o número de monómios não 
semelhantes que aparecem no desenvolvimento 


de (xi +X, +... +X2000 ).? 


25) (UFPB-2001) Calcule o valor da expressáo 


n q n-k k 
(2) +5 a (5) (5) ,onde n e N. 
5 EN KAS 5 


26) (ESPM-2004) О desenvolvimento do 


2 
binómio (x ex) apresenta n termos com 


radical. O valor de n é: 
a)8 b)9: c)10 411 е)12 


27) (UFAL-2003) Determine os termos racionais 
0 
no desenvolvimento de NA) + 4,5 ) . 


28) (UFAM-2005) O termo independente de x, 


no desenvolvimento do binômio 
4 
Ll é 
x+— |x-— é: 
x x 
a)-1 b)-10 c)6 d)5 е)7 
m+2 23x 
29) (PUC/PR-2004) Sabendo que Тыз My 


no desenvolvimento do binómio (x * 3y) 


Calcular m: 


a)l 52 dg3 04 95 


155 


2m * 5 


Woo 


Г e ssão: 
UC/PR-2001) O valor da expressa de 
m 41035, 2.1033" - 41033 +3 € 
igual a: | 
Sio" b) 10" c) 10% d) 10º e) 10º 


31) (EPCAR-2002) Seja 
A, = » (223"" –4?). 


р=0 
Então, para todo n > 0 tem-se 


3) A, 70 c) An =1 


" n n) (n 
b А, =2"3" -4" @ А0503) (4 


6 (6 " 
32) (EPCAR-98) O valor de DN é igual a: 


р=? 
a)13 Ъ)27 ey43  d)57 


33) (EPCAR-2003) No desenvolvimento de 
(а + by, segundo as potências decrescentes de a, 
a razão do coeficiente binomial de certo termo 
para o termo seguinte é 4/3. Então, a posição do 
primeiro desses termos é 

aj b) 2 9% d4 


34) (AFA-2005) Analise as afirmativas abaixo е 
classifique-as em (V) verdadeiras ou (F) falsas. 

() No desenvolvimento de (2x+k), k e INF, o 
coeficiente numérico do termo em x* é quatro 
vezes o coeficiente numérico do termo em х. 


Entáo k vale i 

( ) Ѕејат m e p números inteiros positivos, tais 

: А -1 -1 2 

que m*12p. Entáo, le HC {т é igual a 
р 


р-2 р-1 
"7 


р) 
( ) Se URANO [+з , O valor de n é 
igual a 10 
A seqüéncia correta é 
a) V, V, V c) V, F, F 
b) F, F, V d)F, V, V 


35) (AFA-2004)  Sabendo-se que no 
desenvolvimento de (1 + х) os coeficientes 
dos termos de ordem (2r + 1) e (r + 3) sáo 
iguais, pode-se afirmár que r é igual a 

a)80u4 b)80u2 c)4ou2 d)20u 1 


A n 


36) (AFA-2003) No desenvolvimento de 7 + 


x "^, ordenado pelas potências decrescentes q, : 44) (Bomb 
sendor > Qen natural, O coeficiente do 5º $ od 
ue é independente de x ¿igual a : 
2252 570 910 d) 8 | К 
o І 1 a) -(2)2' 
37) (Escola Naval-2006) Os coeficientes dos id KA 
primeiros termos do desenvolvimento d) (5 ).2 
n 
x? 22 coincidem com os três primeira ; 45) (Escol 
2x d n) (n), 
termos de uma progressáo aritmética (PA), i ol) 
valor do 11º termo da PA é: 1 232% b) 
a) 27 b)29 c)31 d)33 е) 35 
i 46) (Escc 
38) (ESPCEX-2002) No desenvolvimento dos terme 
. k А | 
binómio d 0) , o termo independente k de (e Е 
x 1 
' grau dest 


: ioual a 672. Então k é um número. 
é igual a 6 2136 


a) primo. b) divisível por 3. | 
с) múltiplo de 5. 4) inteiro quadrado perfeito; 47) (Esc 
e) inteiro cubo perfeito. f 


H do deser 
39) (ESPCEX-95) No desenvolvimento ü 
(2х - y (2x + y), a soma dos coeficiente 
numéricos vale: E 
a) 3 b) 27 c)81 d) 243 e)729 E 


termo in 


é: 
a)-1 


40) (ESPCEX-99) O termo independente дехи É 48) (PC 
18 IR 
desenvolvimento de (5-4) é: a b Ө 
х? / E = 
yb 1 
4 2 | 
a)149 b)261 с)153 d) 457 e)361 partir d 


41) (AMAN-86) O coeficiente de x” а | 
(х2 + 3x)" vale: ik 
a)65325 b)70214 c)40095 d) 427229 e) nr; 


49) (Л 
+ nx é 
Faça a 
para o 
númerc 


те „ч 


42) (AMAN-87) O termo independente de X n 1 

2 À 

desenvolvimento de EJ é: 50) (U 
por n!/ 

númer 
coefici 
a) Mo: 
b) Sej 
logzS 


| 

1 

1 

: : 
a)impar b)par с) um quadrado perfeito | 
d) imaginário е) inexistente | | 

t 


43) (AMAN-90) O desenvolvimento % E | 


n \ 1 

E + >) tem um termo independente de 35 PE 
d 51) (T 

a)népar b)néímpar c) n= 3p ondep EM 
d)nz0  e)nào existe valor de n que satis 


to do 


te de x 


rfeito. 


о de 
cientes 


729 


exno. 


44) (Bombeiros-89) O termo independente de 
12 


“x” no desenvolvimento de kia 2 Es 
у € igual 
х 

а: 
124 49 
a) – (5 ).2 


d) (9).2º 


b) —(19).21º 
e) (19).2!º 


c) (2325 


45) (Escola Naval-80) 


S HOP - 


a)2 0)2"' gx дуз" e) 4" 


46) (Escola Naval-81) A soma dos coeficientes 

dos termos de ordem ímpar do desenvolvimento 
үе | 

de Б Eo é 2'6, O coeficiente do termo do 2° 
X 

grau deste desenvolvimento é: 


a)-136 b)136 c)-17 d)680 e)-2380. 


47) (Escola Naval-84) A soma dos coeficientes 


do desenvolvimento de (3x? aas é 1024. O 
Ух 


termo independente de х deste desenvolvimento 
é: 
a)-1 6) 405 с) 504 d)-240 е) 360 


48) (POLI-67) Sendo: OS 


pal A {| —..., provar que a° + b° = 2", а 
1 3 5 


partir de (1 + i)". 


49) (UNICAMP-92) A desigualdade (1 + х)" > | 
+ nx é válida para x 2 — 1 e n inteiro positivo. 
Faça a demonstração dessa desigualdade, apenas 
para o caso mais simples em que x 2 0 en é um 
número inteiro positivo. 


50) (UNICAMP-97) O símbolo Ср é definido 
por n!/p!(n — p)! para n 2 p com 0! = 1. Estes 
números são inteiros e aparecem ond 
coeficientes no desenvolvimento de (a + b) - 

a) Mostre que C, p-1 + Cn,p = Cn+1,p 

b) Seja ga IA +... + Cp, o Calcule 
log;S 


51) (ITA-63) Demonstrar a relagáo de Euler: 


Capítulo 5. Bimômio de Newton 


CE HE: 


р 


10 
52) (ITA-67) DON é igual a: 


k=0 


10 
82^" )2"., суз d)3 +1 3! 


53) (ITA-67) Qual o coeficiente de x" no 
desenvolvimento de (1+ x) + х7)209 


3)0 Ы) 1210 с) 3000 4) 3420 е) 4000 


54) { (ITA-68) Sejam a e b dois números reais 
quaisquer e p um número primo. A igualdade 
(a + Б)? = а? + bP é verificada se: 

aja=b=1] b) a e b sáo primos entre si 
CJb=PA. dxp=0 para todo número real x 
е) nenhuma das respostas acima 


55) (ITA-69) A soma 


JAJ Ae 


а) п.2"-! b) 2" с) n2" 
d)(n-1)2"^! nat! 


56) (ITA-71) Seja n um número inteiro n > l e x 
€ (0, 1/2). Qual das afirmações abaixo é sempre 
verdadeira? 

a) ( 1 – sen x)" > 1 -n sen x; 

b) (1 – sen x)" 2 1 – п sen x para apenas n par; 
с) (1 – sen x)" < 1 -n sen x; 

d) (1 — sen x)" < l – n cos x; 


e) N.d.r.a. 


57) (ITA-73) O coeficiente de a" * !-Pb” no 
k k | 
produto de a! ен. Outrora! 


por (a + b), se k = n, vale: 


»() b» ("+") aP] 48) e) nda 


р 


N', p e N onde N = (0, 


58) (ITA-73) и du NM шш 


Loeb = ДЬ 


> -n P n-p n 1 : 
NED DEM Wi vale 
Kid 1 b)0 c)l d)2 e) nda 


36 
1 Д 

і inómio | —^aX | . 

59) (ITA-70) Considere o binômio E | 
дт! i certo termo 

Esse binômio possui um т 


ente de x. Se elevarmos ax” a uma сепа 


o termo independente do novo 
to termo. Então: 
alor de a é 4. 


independ 
poténcia о, 
binómio será o quin 
a) T éo 12° termo € 0 V : 
b)Téo 12% termo e O valor de U é 3s 
c) Té o 13° termo c o valor de с é 3. 
d) T é o 13° termo € o valor de с é4. 
e) T é o 13° termo € O valor de a é 5. 


60) (ITA-84) О valor de m, tal que 


zw 2729, é: 


p=o P 
a) 14 b)9 c) 6 d)7 e) 8 


61) (ITA-86) Os valores dex e R, x # л/2 + Кт, 
ke Zeden e N para os quais a igualdade 

Di Jes x-tan x)" z 235 = 
і (secx+tanx)'  (secx+tanx) 


isl 


se verifica são: 

a) V x e Ж, x e (-л/2, n/2)e n= 5. 

b)vxe Rxzwl+kn,keZVn eN. 
с)ухє R, x п/2 + Кп, х + n/4+kr,keZen 
= 6. 

а) ухе #, х + п/2 + Кл, Кє Zen=8. 

e) Náo existe n e N tal que a igualdade seja 
verdadeira. 


62) (ITA-87) No desenvolvimento de (x^ + 3x)", 
o coeficiente de х® в: 

a)3x55  b)3Íx 110 с)3°х55 

d)3x110 е) 55 


63) (ITA-88) No desenvolvimento de (1 + 3x)”, 
а razáo entre os coeficientes dos termos de 
terceiro e primeiros graus em x é 6(m ~ 1). O 
valor de m é: 

a)3 b)4 c) 6 d)8 e) 10 


64) (ITA-89) Considere o desenvolvimento 
doi z 9 

(x + уу) = Арх + Ax y +... onde x e y são 

nümeros reais. A oitava parcela do lado direito é 


A 405 
igual a — (og, 2), para algum k > |, 
2log, k 

og, k e у= log, 2 
Vlog, 2 2log, k 


а) =2 b)k=3 с)ҝ = 
d) p =7 ek = 


. Neste caso: 


m (ITA-89) Escreva e desenvolvimento do 
ômio (tg x — cosec*x)”, onde m é um nümero 
158 


Ü 


r que zero, em termos de potênci 


inteiro maio : i 
inteiras de sen X € cos X. Para determinado, [ 
valores do expoente, este desenvolvimento i 4 
possuirá uma parcela P, que náo conterá a função | i 
sen x. Seja m o menor valor para o qual i, E 
ocorre. Então P == 64/9 quando х for igual a:  ; | 
а)х = л/3 + 2kr, К inteiro | É 
b) x = +73 + kr, К inteiro i 
с)с=л/4+ Кт, k inteiro i 


d) x = ®л/б + 2kn, k inteiro 


e) não existe x satisfazendo a igualdade desejada, 
66) (IME-65) Determinar a soma d! ; 
coeficientes numéricos do desenvolvimento de * É 


(х-у)'. 
67) (IME-69/70) Seja п um número intein - 


positivo tal que os coeficientes dos 5º, 6% e y 
termos, em relação a x, do desenvolvimento de 


Ў a 
5 
EB LO , segundo as potências 
< 
log, n.log, V2 

decrescentes de x, estão em progresso. 
aritmética. Determinar n. Obs: e é a base do 
sistema de logaritmos neperianos. 


68) (IME-70/71) Calcule o coeficiente de Xm х 


desenvolvimento de (1 + x + xy. 


69) (IME-71/72) Calcular o termo de maior grau | 


. pe + MO 
no desenvolvimento de (Vx - y) Я 


70) (IME-80/81) Prove a seguinte identidade: ! 


/ n«l y u-kY k à 
par 2l du , onde n e m ә} 


Я E E (n n! 1 
inteiros positivos e = ————— paran2m, 
тї) (n-m)!m! i 

n Я: 

е = 0 paran < m. iE 
m $ 


71) (IME-83/84) Seja o desenvolvimento 


5 


Determine n sabendo-se que o maior dos |] 


coeficientes é o do termo em x" ^? 


72) (IME-85/86) Sabendo-se que x é um número É 


real, -1 < x < 1, 0 < arc cos x < n en ёш 


apego 


1 Э" 
E xt 5 onde n é um número inteiro positivo. - E 


eus 


número inteiro positivo, mostre 
Лбх) = cos(n arc cos x) pode 
como um polinómio em х, 

coeficiente do termo de maior g 


que a expressão 
ser desenvolvida 
de grau п, cujo 
Tau é igual a 27-1 


73) (IME-94/95) Determine a 
inteiro m deve satisfazer para 
independente de x no des 


2 


74) (IME-89/90) Os coeficientes dos 52 69е 72 
termos do desenvolvimento (x + 1)" estão nesta 
ordem em PA. Determine n. f 


condição que o 
que exista termo 
envolvimento de 


Exercícios 


1) Provar que: S= HRA 


p=5 


2) Provar que: $ = MIL 
7 


p=1 


3) Mostrar que o termo independente de x de 


(Er) é 455. 
X 


4) Determinar a, b e n sabendo que dois termos 
consecutivos do desenvolvimento de (ax + by) 
são 4860x “y” e 4320х?у?. 

5) Demonstrar que о coeficiente de x" * ' no 
desenvolvimento de (х + 2)".х° é 2n(n- 1). 


: 5 
6) Demonstrar que O coeficiente de x° no 
desenvolvimento de (1 + x +17)" é 1452. 


: 4 
7) Demonstrar que o coeficiente de A no 
desenvolvimento de (1—х—Х°)(1—Х) € 28. 
8) Prove que: 1.2.3 + 2.3.4 + 3.4.5 +... + n(n + 
(п + 2) = (n + 3)(п + 2)(n + Dn/4 


9) Demonstrar que a soma dos qua © 3 к 
primeiros termos da progressáo a (^ 
8, 11, ...) é dada por S = п(бп? + 3n- D/A 

1 + 
10) Se (3х2 — 2x — 1)! = ag! + атх + FA 
ao, então determine ag + as + 24 + 22- 


3_Blnómio de Newton 


2b) 
12) Provar que к ЕЕ) 


13) Empregando as i { 
Pascal, provar айе: Propriedades do triángulo de 


A HC CP 


11) Calcule a soma: Y 2^ 


150 1 


14) Mostrar que о coeficiente de x! no 
desenvolvimento de (1 + Зх + 2x2)" é 3780. 


15) Demonstrar que o termo em x! de 

(a— Ьх – сх?уа + bx) é —5а?ЬЪ? + Засух“. 

16) Demonstrar que o coeficiente de x de: 
(€x) € 0x5! AR (a 
1330. 


17) Mostrar que o coeficiente de x? de 
(1+х+х?)(1-х)'* é -2093. 


18) Demonstrar que, se os coeficientes de x" nos 
desenvolvimentos de (ax + b" e (bx + ant! 


são iguais, a = (n + 1)/(2n + 1). 


19) Demonstrar que o coeficiente de x no 
desenvolvimento de (1 + x + 2x? +... + пх"), 
n 2 p é dado por (p° + 11р)/6. 

20) Da igualdade (1 + х)" = (1 + xY.(1 + x) ^?, 


e HR 


21) Verificar que, quando п é impar: 


AS 
6 


п as 25 
22) Calcule o valor de > 1) Sui 


2k n n 
_1\? : 
23) Calcule o valor de у н Bm = y 


24) Prove que: 159 


i 
Н 

Capítulo 5. Binómio de кеу, 

n+l 32) Prove que se cada coeficiente na Expansão q, * 


DER A 
o opero, | 


25) Prove q 
пл 


a) 1-|" 


b) : n ¡A 


p + =l ar 422 qae s 
e), 2] 772 4 


n 1 n-l E пт 
4) ү: +2º sen z) 


e) 


26) Determine o coeficiente 
desenvolvimento de (1 + x – X). 


27) Calcule o valor de: 


OOOO 


28) Na expansáo, pela fórmula binomial, da 


a 
expressão (+) o coeficiente binomial 
х 


do terceiro termo é 44 unidades maior que o 
segundo coeficiente. Determine o termo que náo 
contem x. 


10 
29) Na expansáo da expressáo \ +x+ d 
X 
determine o termo que nào contem x. 


30) Determine para qual valor de k, o (k + 1) 
ésimo termo da expansáo, pela fórmula binomial, 
da expressáo (+ 43)" é simultaneamente maior 


que o precedente e subsequente termos da 
expansão. 


31) a) Determine a condição sobre a qual a 
expansão de (1 + a)" em potências de a (onde n é 
um inteiro e a * 0) contem dois termos 


consecutivos iguais. b) Pode a expressão possuir 
três termos consecutivos iguais? 


expressão x(1 + x)" em potências de x é dividi, 
pelo expoente da correspondente potência, então 


; ; е Бу 
a soma dos quocientes obtidos é igual a Pa 
n+] 


i i 28 
33) Determine о coeficiente е “м 
desenvolvimento de (x + 2) (х^ — 1). | 


34) Determine о coeficiente de x" m 


desenvolvimento de (1— x) +)". 


35) Calcule o termo máximo € 9 termo mínimo 
do desenvolvimento de (1 + 1/2) 7. 


" n 
36) Calcule: i. 


k=0 


coeficiente de x 


3 3 

` ] YT ү 
desenvolvimento de | 2x +2) (v +>) | 
X^ 2x) 


37) Determine o 


38) Calcule o coeficiente de 
desenvolvimento de (4x” — 2x + з). 


39) Calcule J gl" js. 
zeli 


k=0 


n 2 E 1 
40) Demonstre que: Èd) _ Qn 2 | 
К (n - 1)! 


rzl 


A, 


707/0 de Morton А 
HO de Newton 


с na expansão da - 
sde x é dividido - 
> potência, então : 
iguala 27" -1 


n+l 
e de x? 
n 
-1. o 
e n 
" de x" mg 
o). 


у 2 
) termo mínimo 


PROBABILIDADE Capítulo 6. Probabilidade 


6.1. INTRODUÇÃO 


pira azar, atualmente possuem um papel 
nética, Administragáo e Economia. 


6.2. RESULTADO E EXPERIMENTO ALEATÓRIO 

Quando jogamos um dado podemos esperar que n А 
4, 5 ou 6. Da mesma forma, se jogarmos uma moeda Shen face superior apareçam os números 1, 2, 3, 
cara ou coroa. A tudo que pode ocorrer quando reali mos que podem aparecer na sua face superior 
resultado. zamos determinado experimento chamamos de 

Experimentos aleatórios sáo experimentos que, quando realizados nas mé i 
apresentam nenhuma previsibilidade quanto aos seus resultados. Assim Н bi mas condições, não 
resultados de um experimento aleatório é creditada somente ao acaso Por Мз н dos diferentes 
um número em um bingo, supondo que o método de sorteio é honesto ideada йо зопсатоз 
ser sorteado е náo existe nenhum motivo que leve alguém a prever qual número oe números pode 
próxima extração. Deste modo, o sorteio de um número em um bingo pode ser е п 
experimento aleatório. Da mesma forma, quando arremessamos uma moeda, qualquer um dos 
resultados, cara ou coroa, é possivel. Portanto, o experimento de arremessar uma moeda também pode 
ser considerado um experimento aleatório. 

Você deve agora estar se perguntando quando que um experimento não é aleatório? Por exemplo, 
tome um cubo e escreva nas suas seis faces o número 1. Quando você arremessar o cubo o resultado do 
experimento (número na face superior do dado) é previsível: vai aparecer o número 1. Este é um 
exemplo de experimento não aleatório. Na verdade, qualquer experimento que apresente um único 


resultado possível é um experimento não aleatório. 


6.3. ESPAÇO AMOSTRAL 

Espaço amostral é o conjunto 
aleatório. Representamos O conjunto espago am 
i) quando arremessamos um dado: Q = 
ii) quando arremessamos duas moedas, 
iii) quando tiramos uma carta de um bara 
iv) quando arremessamos uma moeda até q 
Q- ((A B, A), (B, B, B, A), ... : Mv 
үле ү Eua amostral é finito se n(Q) =N, onde N € IN . Os exemplos i), e ы 

1 E mostral é infinito quando О possuir infin! 


acima representam espaços amostrais finitos. Um espaço à stra infinito 
elementos. O exemplo iv) representa um caso de espaço amo 


formado por todos os resultados possíveis de um experimento 
ostral pelo símbolo Q. Observe os exemplos abaixo: 
(1,2,3,4, 5,6]; 
onde A = cara e B 
lho e anotamos o seu naipe: Qa=( 
ue aparega cara pela primeira ve 


= coroa: О = (A, A), (A, B), (В, A), (В, BJ); 
paus, copas, espada, ouro); 
z, onde À = cara € B = coroa: 


arremessamos um dado, 
odem aparecer na face 
(1,2,3, 4, 5,6). 
sdela 
= (1,2, 


6.4. EVENTO do, quando 
Evento é qualquer subconjunto do espaço amoo os pes que p 
podemos definir como evento A O conjunto formado uw um subconjunto de Q.- 
superior do dado, ou seja, A ^ (2, ^ 6). Observe kd И que contém bolas 
Outro exemplo de evento é sortear UM número Ps s 
10. Neste caso o evento citado é o conjunto A que 
3, 4,5, 6,7,8, 9, 10). Mais uma vez temos um caso em q 


Capítulo 6. Probabijy, t 
e o próprio espaço amostral О é um ven i 
ossível no caso de arremessar um dado ¢ 1 
os maiores que 6 na face superior do dado. Um л de ey 
А i do pelos números naturais de l a 6, 
o conjunto А forma 
ara este mesmo espaço amostral, é : Бар 

ШЫ subconjuntos unitários de О são de o qa RO (6) dau de: 

i entares são {1}, , ; , : о lado 
arremessarmos um dado os eventos elem t nofi Jado, - 
quando arremessamos duas moedas, onde A = cara e B = coroa, © olhamos para се Superiore, 


os eventos elementares são (A, A), (A, B), (B, A) e (B, В). 


nado de evento impossível 


conjunto @ é denomi { 
е Um exemplo de evento Imp 


denominado de evento certo. 
conjunto A formado pelos númer 


ento 


{ 
{ 


6.4.1. Evento Complementar 

Suponha que А é um evento asso 
A, simbolizado por АС (lê-se “A complementar 
náo ocorrer. Em linguagem de conjuntos temos que { 
de um baralho e anotamos seu naipe, о espaço amostral é Q 
definirmos o evento A como A = (paus, copas, ouro, O evento comp 


ciado ao espaço amostral О. Defini-se evento complementar de 
»), como o evento que ocorre see somente se O evento A 

AC = О - A. Por exemplo, se retirarmos uma сапа. 
= (paus, copas, espada, ouro). Se 
lementar é АС=О-А= (espada), 


6.4.2. Uniáo de Dois Eventos . 
Suponha que A e B sáo dois eventos associados ao espago amostral О. Definimos A U B como um 


evento que ocorre se e somente se o evento A ocorrer ou o evento B ocorrer. Denominamos A UB 
como a união dos eventos A e В ou como o evento união de A e B. Por exemplo, se arremessamos um ; 
dado e definimos os eventos A = (1, 6) e B = (3, 4, 6) então a união dos eventos A e B é igual ao 


evento AU B = {1, 3, 4, 6}. 


6.4.3. Eventos Mutuamente Exclusivos 

Se A e B são dois eventos associados ao espaço amostral О, definimos A ^ B como um evento 
que ocorre se e somente o evento А e o evento B ocorrem. Chamamos A A B de interseção dos eventos ` 
A e B ou evento interseção de A e B. Usando o mesmo exemplo do item anterior, se Q = {1, 2, 3, 4,5, : 
6}, A = (1,6) e B = {3, 4, 6}, então A N B = (6). 

Se A ^ B = Ø afirmamos que os eventos А e В são mutuamente exclusivos. 


6.5. FREQÜÊNCIA RELATIVA ; 
Em um experimento aleatório, independentemente da imprevisibilidade dos resultados e por maior 
que seja a quantidade de resultados que este possua, é possivel identificar determinados eventos que 
costumam ocorrer mais que outros. Por exemplo, se você possui uma urna com nove bolas vermelhas € 
uma bola branca é razoável de considerar que em uma extração é mais fácil retirar uma bola vermelha do 
que uma bola branca. Entretanto estas expressões “tal evento é mais fácil de ocorrer” ou “espera-se que | 
о evento А ocorra entes que o evento B" sáo absolutamente subjetivas. Para encontrar uma forma de 
quantificar a ocorréncia de um evento vamos definir freqüéncia relativa de um evento da seguinte 
A Seja О = (ai, аз, ..., ак} O espaço amostral associado a um experimento aleatório que é 
Tealizado, nas mesmas condições, N vezes. Se é observado que o evento elementar (ai) ocorreu n; vezes 


então a frequência relativa associada ao evento elementar (a;) é igual a Й ёч, 
i ae 
R NY 


exemplo, se i 
plo, se arremessarmos uma moeda 50 vezes e observarmos que em 26 ocasiões o resultado foi card, 


para 1 < i < k. Por 


então a freqüência relativa associada a este evento elementar é Ё... = 20 0,52 
сага = x : 
so ” 


6.5.1. Propriedades da Freqiié 
; айёпсі : 
i) Uma vez que О< cia Relativa 
real tal que 0 < f; <1; 
ii) A soma das frequências relati 
Р ativas de 
igual a 1. Podemos demonstrar isto a шы. 05 eventos elementar 
e: es associados a и 
m especo amostral é 


б + fo +-+ fk і A 
N 


<NeN > Iva 
о equênci. Tela: 
a tiva O evento eleme аг 
ni {ai} 
então a fr 1 t а € um núm 


n 
++ A 
tnt. tny 
iii) Se o evento A é igual à união ч determi » UNO l 
erminados ey 
entos elemer 
ntares então a fi Kud 
reqüência relativa de A é 
é 


Yn 
_AjEA n; 
CN. У x Y. 


iv) Observa-se experimenta 

P lmente que se realizarmos um experi ajeA ajeA 
rimento aleatório um nú 
número 


relativamente grande de vezes, apesar da imprevisibilidad 
Jan totiida. 

relati vas dos eventos elementares acabam por flutuar em m dos resultados, os valores das frequências 

previstos antes mesmo da realização do experimento. Po rno de determinados valores que podem ser 

certo número de vezes uma moeda que visualmente aparenta ег ек о suponha que vocé arremesse um 

motivo especial, alé i вее попов à 

s a pap do E de acreditar que a face cunhada com cara Hn d 

a Cora: р ^ ir mais ve: 

т adani dende Pd espera-se que as quantidades de vezes que saiam cara e d se d 
р : guais, imp icando em uma freqüéncia relativa próxima de 0,5 para os dois ecd 
elementares (cara е coroa). Existe o registro de um matemático francés chamado B ff j » 
moeda 4040 vezes € observou que em 2048 vezes saiu cara, impli каас то 

ra, implicando para este experimento uma 


igual á soma üénci i 
ig das freqüéncias relativas destes eventos elem 
entares, ou seja: f 
“La 


frequência relativa feara = 0,50643. 


6.6. DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADES 
Uma distribuição de probabilidades consiste е 
stral О = (ai, а, ... o valor p, і < i $ k, de modo que: 


m associar a cada evento elementar {а} de um 


espaço amo: 1 
1)0<р:<1,0<р2<1, La OS pr: 
di) pif pat c rl 

Cada valor de pi, i $1 $ 


er o evento elementar tai). 


k, é denominado de probabilidade de ocorr 


Exemplo: 
1) (FGV-2003) Uma fatia de pão com manteiga pode cair no chão de duas maneiras apenas: 
- Com a manteiga para cima (evento A) 
« Com a manteiga para baixo (evento B) Й 
де probabilidade para esses eventos é: 


Uma possível distribuição o 
a) P(A) = P(B) = 3/7 b) PA) - 0€ "D sn : 
c) P(A) =- 03 e P(B) = 1,3 d) P(A) = 04 e P(B) = 0» 


o os eventos 


e) P(A) = 6/7 e P(B)=0 МЕТ: 

Solugáo: idos, os eventos eBs 

nU foram definidos, Deste modo 

Inicialmente podemos notar qué, da forma como. ssar uma fatia de pão. : 
p mostral 2 definido por qt er 0 <А) SD 0<Р(8)<\© 


elementares associados ао espaço a Q 
E ilidades € 
para que tenhamos uma distribuigáo de probabilida ay = 0,4 e P7 0,6. 


P(A) + P(B) = 1. Isto ocorre somente no € 
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Capítulo б. Probabyy À 
6.6.1. Espaços Amostrais Eqüiprováveis 


C foi visto na propriedade iv) de freqüéncia relativa, quando executamos um EXpenmo i 
mu | relativamente grande de vezes observa-se que os valores das freqüéncias 
estabilizar em torno de certos numeros. Assim, devido à si 


aleatório um n'.. 


ementares tendem a 
dos eventos elementares tenden | s é de se esperar Ж 
уосё ia Е um dado honesto uma grande quantidade N de veze perar que a face Com, 


número 3 aphirega em aproximadamente 1/6 das vezes. Devido a d Mo experimenta 
análise da simetria existente e também ao bom senso, 05 matemáticos a am que pode-se adaptar; 
determinados experimentos aleatórios um modelo matemático em que todos os eventos elementar 1 
possuem а mesma probabilidade de ocorrer. Dizemos, nestes casos, que о espaço amostral E 

equi á u equiprobabilístico. | | | 
аон аа se О = (ai, a2, .... ау) é um espaço amostral su então p, = t : 
= ру =... = ру, onde a distribuição de probabilidades é denominada distribuição uniforme, Desde Que p,* 

+ p: + ру +... + р, = |, temos que em um espaço amostral equiprovável com К eventos elementa; 


1 1 1 
=—, р = —,.. рк =. | 
n7 k k k | 
Por exemplo, se escolhermos ao acaso uma carta de um baralho, como um baralho possui 52 cartas 
e, a princípio, podemos supor que cada carta possua a mesma possibilidade de ser retirada, então Cada 


bs 
Telariy, 
metria n À 


Р l Р 
carta do baralho possui ита probabilidade de e de ser escolhida. 


Perceba que os valores para os quais as freqüéncias relativas dos eventos elementares tendem 
quando um experimento aleatório é realizado um grande número de vezes são exatamente as' 
probabilidades associadas a estes eventos. Portanto, quando arremessamos uma moeda honesta é 
supomos, devido à simetria, que o espaço amostral deste experimento é equiprovável, podemos concluir 
que a probabilidade associada ao evento sair face cara é igual a 1/2, que é exatamente o valor em quea 
freqüéncia relativa deste evento tende a estabilizar quando realizamos o experimento um grande número 
de vezes. Deste modo, a probabilidade de um evento elementar acontece 
esperada deste evento. Em outras palavras, a freqüéncia relativa é o v 
depois que um experimento aleatório é realizado, enquanto que 
ocorra antes que о experimento seja realizado. Assim, se um evento elementar possui 1/3 d 


probabilidade de ocorrer, espera-se que, se realizarmos o experimento um certo número de vezes, este 
evento elementar deva ocorrer em, muito aproximadamente, 1/3 das vezes. 


r está associada à ocorrência 
alor medido experimentalmente 
a probabilidade é o que esperamos que 


6.6.2. Probabilidade de Ocorrer um Evento 


Suponha que um experimento aleatório possua o espaço amostral О = (aj, a ax) e uma 
» а, ..., 


distribuição de probabilidades р, p» ... ру. Definimos probabilidade de ocorréncia de um evento А como 
a soma das probabilidades dos elementos do conjunto A. 


Em linguagem matemática:| p(A) = Ур 

аА 

dado náo-viciado e estamos interessados em 
3. O е$расо amostral deste experimento ale 


(а;) Рог exemplo, suponhamos que arremessamos um | 


quantificar a probabilidade de sair um número múltiplo de 
atório é Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6). Podemos supor, devido à } 


simetria, que este experimento é equiprovável. Assim, ру = 


P? = P3 = ри = ps = pe ` L Como o evento é 


citado é igual a A = 


(3, 6), então sua probabilidades 


É Pa = P3 + pe = il 
6 6 3 


ndem 
te as 
>sta e 
ncluir 
que a 
1mero 
réncia 
mente 
s que 
/3 de 
;, este 


3; Probabilidades de Еу 


Consideremos um experimento 


Espa 9 Equi 


ranita aleató; я " Iprová 
и e uma distribuição de probabili TIO que novel 
ке ¡lidades possüa o car 
hemos x 1 S Pi, pa, ... Pk. U espaço amostral есш 
então sabemos que p, = ү? рә =. - Uma vez, ше оа equiprovava O 77 : 
k^ Рк act Se um e Espaço amostral ¿ipod d 
C Vi ave 


Jementos. entáo podemos afirmar que: 
e que: p(A) = Ур cde 3 
p i X ++ n 
MINES Tk k 
Como o número de elementos do conjunto © é k п vezes 
então podemos afirmar que, em um espa е ота 
0 amos ` mero de 

n(A) ço amostral equiprová e clem 
¿igual a р(А)=——. 
" 1 


ajeA 


\ entos do соп] E 
e ег conjunto 1 
a probabilidade de Po o od j 


Na utilização desta expressão para calcular a pr babili 
considerar os dol conjuntos A e Q e de um evento deve-se ter o cuidado d 
da d OUI bes ena 10 bolas numeradas ds Уз п оао Рог aña 

> , . MB E с : > 
p Я А А a рош ios números nas duas tl qias bolas, sem 
E dai бус que as bolas são retiradas. S pares? Repare que 
espaço amostral é О = ((1, 2), (2, D, (1, 3), (3, 1), . as. Se for considerada a ordem, o 


escolher duas bolas com números pares, é da forma A E UE 2 ^, definido por 
Assim, cada elemento de О é da forma (a, аз), onde para cada um n EN MAS ш 
| existem 9 valores 


de a». Deste modo, n(€2) = 10.9 = 90. Por outro lado, os el 

2 : Е , ement à 

cada um dos 5 valores de b, existem 4 valores de bp. чы заа ку m YU para 

Conseqiientemente, a probabilidade de que ü т s xA) = 54 = 20. 
q ACA). 20 р | que os números nas duas bolas retiraras sejam pares é igual а 

= n(Q) = 90 = 9 . Contudo, poderiamos calcular este valor desconsiderando а ordem com que as 

bolas são retiradas. Isto seria equivalente e pegar com uma das mãos de uma vez só as duas bolas da 

uma. Neste caso, teremos О = {(1, 2), (1, 3), .... (9, 10) e A = (02,4), (2, 6), ... (8, 10)). Os elementos 

de О são da forma (ау, аз), onde devemos escolher dois valores de 1 a 10. Assim, (О) = Cro, = 45. Os 

elementos de A são da forma (bi, b2), onde devemos escolher dois valores de 2, 4, 6, 8 е 10. Deste modo, 


temos que n(A) = Cs, 2 = 10. Portanto, desconsiderando a ordem com que as bolas são sorteadas, а 
je n(A) 10 2 


probabilidade de que os nümeros nas duas bolas retiraras sejam pares é igual a p(A МО) 45 9 ' 


р(А 


dois métodos devem ser iguais. Porém 


Evidentemente, os valores encontrados para p(A) pelos 
rdenados tanto em (2 quanto em A. 


deve-se ter bastante cuidado de considerar ou nào 05 elementos O 


6.7. PROPRIEDADES DA PROBABILIDADE 
i) À probabilidade do evento Impossível é igual а zero: Pá 
Demonstração: 

Sabemos que a probabilidade de ocorre um evento 
deste evento. Quando um evento não possui nenhum € 


associada à ocorrência deste evento é igual a zero. 


ilidades dos elementos 


à robab iE 
| à soma das РО que a probabilidade 4 


é igua 
nte tem 


lemento clarame 


ii А . =1; 
ii) A probabilidade do evento certo é igual a um: po) 


Demonstração: 
Stração: T A) - pa) 
Sabemos que a probabilidade de ocorre O evento À € igual a pl D 


риро Р l. 


Quando A = Q = (ar, аз, BD temos que p(Q = 


„CA : tuto б. Proa dady 


Tm) Se À c B então pA) < (В): ~ 

Demonstração: * 

Se A c Bentão ] 
A = lara en @ © B= іа, а. 
Portanto: p(B} - PLA) = pla) + plaz) ~ | | 

Вэ: P(A) = рбак+1) + p(ar) ng ii ded | 
, iv dia А o rcbabilidade de um evento elementar quaiqueçã p su 0 € p(E) : тов que: 
Ospi) t-> papil => p(B)-- p( A9 2 0 > р(А)Ё р (В). 
А к: 


s eventos da seguinte maneira: 


ч 1, 
„аф, onde К,т е1} 


»odemos representar estes до! Di | 
+р(@)—р(@) + plaz) + t pla) = 


„э aks ак des 
pla) * plak- 1) s 


iv) Se A é um evento, então 0 € p(A) < 1; E 
` Demonstração: 
Sc-A é um evento er 


io @с Ас О => р@)<р(А)<р(О) = 0<р(А)<1. 


p(A) + р(В)-—р(А ^ B). 


y) Se A e B são dois eventos, então p(A U B) = 


- Demonstração: 
7 Sabemos que: pA В) = 2 pis P(A) = Урба) e p(B) = Spa). 


+ » ajcAUB 4¡€A a¡eB a 
-Noté que no valor de p(A) + p(B) contamos duas vezes os valores das probabilidades dos eventos! 
E elementares de A (^ В, Deste modo, para que possamos utilizar esta soma para representar o valor k 
“P(A U B), então do valor de p(A) + p(B) devemos subtrair uma vez o valor de р(А ^ B). Portauej 
| podemos escrever que p(A ы В) = p(4)+p(B) - РА В). 4 
“Em particular, se os eventos A e B são mutuamente exclusivos, ou seja, se AN В = $ € 


3 conseqüentemente р(А ^ В) =0), então a expressão anterior fica da forma p(A U B) = p(A) + p(B). 


| vi) р(А©) = 1 - p(A); 

‚ Demionstração: 

"Desde que A ^ AF =D CAU АС = О então temos que: 
AD АС) SA) SpA pA. AO > 17 p pco = 


Exemplos: 


1) (FGV-2005) Admita que no langamento de um dado, nào viciado e com seis faces numeradas, possam 
ocorre apenas os eventos A, B ou C, cada um com probabilidade pa, Ps € Pc, respectivamente. Sabendo- 
se que pa + брв = ] + 4pc е pa = 2(рв + pc), dentre as altemativas a seguir, a única que pode representar 
o evento A é sair um número 
a) menor que 2. Б) menor ou igual a2. с) maior que 2. d) maior do que 3. e) diferente de 3. 
Solução: 
| Supondo que os eventos são mutuamente exclusivos temos que pa + ps + pc = 1. Deste modo, podemos 
montar o seguinte sistema linear: 


Pa +рв +рс =! 
Pa +6Pg -4pc =1 
PA -2pp -2pc = 0 


| sistema obtemos: 3p. 7 2. > pa=23 > =рс = 

| Sub E ‚Рв = pc = 1/6. 

" a caga ты каеп. um dado não viciado as probabilidades dos seis eventos elementares > 
| 2 = P3 = р = ps = pe = 1/6. Uma vez que pa = 2/3 = 4/6, então qualquer evento que se 


| composto por exatam 
b ente quatro eventos elementares pode representar o evento А. Dentre " 


alternativas da questá І "pP A 
questão, a altemativa с) é a única que pode representar o evento A, pois é composto por 


р seis eventos elementares: А = (3, 4, 5 6) 
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Multipli д а : z E 
iplicando a 1° equação por 2 temos: 2pa + 2рв + 2pc = 2. Somando esta equação à 3º equação do $ 


eventos. 


alor, de! 
ortanio, 


De: 
3 E 


jossam 
bendo- 
sentar 


demos 


ão do 


es 5@0 
je seja 
tre 85 
to por 


ra 
a) Escolhido ao acaso um aluno dent 
re о; 


y 


2) (FGV-2005) Em um curso de 
cada aluno só pode cursar maté 
microeconomia, que seráo minist 


economia, 1 
, 


гі al 
às па sua pró Unos estã 
Tadas em ur Pria tu; 


E amade A tabela a seguir indica а п Mesmo rela 

um semestre do ano. a distribuição us » Cada alo às matérias ma 
inna] Tuma? © alunos, por turma, us matricularse quod € 

Macroeconomia 36 17 » Inscritos nessas к шы 

Microeconomia 29 36 еш 


as matérias nesse semestre? 
p) Escolhidos ao acaso dois alunos q 
evento: ao menos um deles é m a е 

пп 


matérias nesse semestre, náo necessariament 
е a mesm 
a mat 


Solugáo: ri 
Sejam os eventos: A; = alunos da tu Tia para ambos. 
: А гта і А 
matriculados em microeconomia à 1 matriculados em тасг 
X oeconomia 
e B; = aluno 
s da turma i 


Pela teoria dos conjuntos: 
n(A/LA2) =n(A¡) * n(A») - n(A 
= s: NÃ?) > 5023 
(В В;) = n(Bi) + (B2 -n(BinBo) = s0- A | MAIAS) = щАлА)=15 
a) Claramente, neste experimento teremos Q = e (ВВ) > (Вв; sa 
Considerando que todos os al scolher 1 dentre 100 Up 
unos possuem a mesma probabilidad шо, ou seja, n(Q) = 100. 
MAA DAA AB ea q S 
N i (О) e ^ Mts , 
b) Neste experimento temos que О = escolher 2 d 
| entre 100 alunos. Assi p 
Na turma 1 existem n(AiJA;) — АА) = 50 — 15 = 35 Eis р, 
matérias. Na turma 2 existem n(BiUB?) - n(BioB;) = 50-3 = 47 al culados em apenas uma das 
das matérias. Como pelos menos um dos alunos escolhidos d alunos matriculados em apenas uma 
idos deve ser da turma 1, temos dois casos a 


p(Ai ^ 422 У (Bı NB»)]= 


considerar: 
i) escolher um aluno da turma 1 e um aluno da turma x = 2: 35.47 = 1645 possibilidades 


ii) escolher dois alunos da turma 1: y = Cas, = 595. 


À x+y 1645+595 
Assim, p = TEL 2 1872777 = 0,4525252... 
PER 4950 5252 


sentaram-se lado a lado, 


3) (UFRN-2003) José, João, Manoel, Lúcia, Maria e Ana foram ao cinema е 
Lúcia (ou Lúcia e Ana), 


aleatoriamente, numa mesma fila. A probabilidade de José ficar entre Ana € 


lado a lado, é 
a)1/2 b)14/15 с) 1/30 d)1/15 


Solucáo: 
Sejam: A = permutações em qu 


Considere o seguinte esquema. 


os 4 elementos aci 
remos 
Ana e Lúcia é 41.2 = 48. | iy As | 
= 720. Assim: PA = (e) 720 15º 


e José fica entre Ana € Lúcia; О = permutações sem restrições. 


vez que além da 


is multiplicar por 2, uma | 
is P ro de maneiras de 


Assim, devemos permutar < дпа, Portanto o núme 


seqüência Ana-José-Lúcia também pode 
destas seis pessoas sentarem сот José entre 
; é 6! 
Evidentemente, o número de elementos do espaço amostral é 
$ Я ados com 05 
3 (UFF-2004) Considere o conjunto S = P de ше distintos que podem ser form 
eja М o conjunto de todos 05 números de ie 


elementos de S. 


Capítulo 6. Proba, 


= 7 »ntos de M. di 
a) Dete número de elementos de | А , de de o elemento escolh; 3 
о еним lemento de М, qual a probabilida olhido Ser yp 

M 


b) Escolhendo-se, ao acaso, um e q 
múltiplo de 3? Е | | 

Solugáo: : - centenas existem 5 possibilidades e para a escolh po 

ра ага а escolha do algarismo das centena s! gae vis ber Escolha y 

pied ееп: existem 4 possibilidades e para a А do algaris unidades Existem y 
possibilidades, entáo o número de tdt a a кре seus dígitos é múltiplo de 3, Podem 2 
Sabemos que um número é múltiplo de + 97 7" нр E. A р 
o ууа somente 4 subconjuntos de S com be E yum erde e Жш 0, 
ОЕ AS T 28 2 91 С = 11,3, 8) єр = 11 8,73. DE а múlti a 

seja múltiplo de 3: A = (1, 2. 3}, B (1,2,25, t id j Š ДИ 
de 3 pod 4 btido ela ermutação dos elementos dos subconjuntos A, B, C e D, então a Quantidade S 
e 3 pode ser obtido pela p EN A Dn : 
24. Portanto, a probabilidade pedida é igual a p = as UM | 


de múltiplos de 3 é 4.3! = 


5) (PUC/SP-2005) Aser, Bia, Cacá e Dedé fazem parte de um grupo de s Paetus que serão colocada 
lado a lado para tirar uma única fotografia. Se os lugares em que eles icarão posicionados forem 
aleatoriamente escolhidos, a probabilidade de que, nessa foto, Aser e Bia apareçam um ao lado do ош, 


e Cacá e Dedé não apareçam um ao lado do outro será: 
a)5/28 b)3/14 c)7/28 d)2/7 с) 9/28 
Solugáo: . 
Claramente o espago amostral deste experimento consiste em permutar livremente 8 pessoas, onde temos 
que (92) = 8! = 40320. Observe o se ruinte esquema, onde as letras indicam as 8 pessoas: 

Cate] [с] [o] [E] LE] [o] [н] . 
Vamos definir o evento X como o conjunto das permutações em que as letras A e B estão juntas e as 
letras C e D estão separadas. Para contar o número de elementos de A vamos utilizar o método indireto 
de contagem. Vamos calcular inicialmente o número de permutações dos 7 elementos acima e subtrair 
deste valor o número de permutações em que as letras С e D estão juntas (lembrando da permutação 
interna das letras C e D). Como além da sequência A-B também podemos ter B-A, no final devemos 
n(X) 7200 5 
n(Q) 40320 28 


multiplicar tudo por 2. Assim, п(Х) = (7! – 6!.2!)2 = 7200. Assim, px 


6) (PUC/SP-2004) Na figura tem-se um octógono regular inscrito em uma circunferéncia. 
A 


Selecionando-se aleatoria e tre rti de que eles deter 
А ment s vértices desse octó ili i 
| : gono, a probabilidade 


а) 9/14 b)4/7 c)3/7 d)3/14 е) /17 
Solucáo: 

Definimos о espaço amostral como o c 
octógono. O evento A consiste em es 
retángulo. Claramente temos n(Q) = 
uma semi-circunferéncia onde a 


onjunto de todos os ternos de vértices a partir dos vértices d0 
colher 3 vértices de modo que o triángulo determinado seja 
Mn = 56. Sabemos que todo triángulo retángulo está inscrito em 

potenusa coincide com o seu diámetro. Desta forma, par 


Selecionamos um triângulo retá 
- Angulo b, 
ast 


К » . а esc, 
possibilidades. Assim, temos que (А) Scolher 


a 
mn ви, Ро 
Mi 
4 UFPE-2004) Um economista ; 
` АЭ bilidade de ele se mista apresenta 
"nog proba 94 © Ser contratado el Proposta d 
‘ntos 0,53 e a de ser contratado pelas Чаа à empresa X é E trabalho às em 
tin] nào ser contratado por nenhum empresas é de q © 0,61,a des Presas X e Y de 
Plo _ Ў а das empresas « 027. Determine q, "Ontratad › de modo que: a 
dada Solução: E € indique 100, Mine a probabiliá O pela empresa Y é de 
Sejam os eventos: А = a empresa X contrat i ade (p) de o economista 
p(^ Y B) = Р(А) + р(В) - P(A ^ B)=0 61 a сопотма; B=a 
mp[(AUB)]=1- , у > 2 а empresa 
\ Ev PER а 0,8729 Pu -08. Y contrata o economista 
adas t А "2 => 100р= | 
das 1 7) Em uma urna existem 100 bol pita, 
Tem 5 Н а as, numeradas de 1. 
е 1 anota-se seu nümero. Coloca-se de volta est e l a100. Retira-se aleatori 
tro ў também seu número. Qual a probabilidade Муш па/йгпа e Кайа rc чта bola da uma e 
{ ane ео А atori: 
{ Solução: | | » à | Segundo número seja So dius outra bola, anotando 
3 Seja x o número da primeira bola e y o núme Que o primeiro? ғ 
ў caso em que y > x existe um caso simétri TO da segunda bola sorte da. Pod 
mo $ E ; étrico em que y < ada. Podemos nota 
5 i valores de x e y. Por exemplo, se x = 4e у= 25 ( Y < X, bastando para isso fazer s Te paa pada 
ў $ к = | 
Ш se y = 4) que não satisfaz. Assim, para cada ¿que satisfaz o enunciado), temos о a da 
à satisfaz o enunciado, c vice-versa. Portanto demon! me y < x, existe exatamente qu (х= 
е аѕ | igual à probabilidade de ocorrer y < x. S afirmar que a probabilidade de pa 35 xe 
reto i Uma vez que somente podem ocorrer 3 situação: y >x, y - x e y<x . | 
trair i exclusivos, então temos que: p(y > x) + p(y=x)+ a 2 e es Situação são mutuamente 
ção 1 n(y-x) 100 1 (у> x) +ply=x)= 1. > 
| Claramente: p(y = X) = = E 
mos { (О) 100.100 100. 
y к 1 99 
1 
? Assim: 2.р(у > х) + — =! > >х)=—— 
| 100 PRESB 200 | 
i s | 
i 8) (UERJ-2004) Numa sala existem cinco cadeiras numeradas de 1 a 5. António, Bernardo, Carlos, | 
E Daniel e Eduardo devem se sentar nestas cadeiras. A probabilidade de que nem Carlos se sente na | 
cadeira 3, nem Daniel na cadeira 4, equivale a: ў 
a)16% Ы) 54% с) 65% d) 96% 2 
Solugáo: y 
Consideremos os seguintes eventos: À — permutações em que С arlos não está sentado na cadeira 3eB- 
permutações em que Daniel não está sentado na cadeira 4. Estes eventos estão associados ao espaço 
amostral que consiste nas permutações livres das 5 pessoas. | 
C va 1 B 4 | 
(AO) 4 2o =l-p c =1-= 
Observemos que: . = = МА /=—=- 2 ра Р Pas 5 5 | 
s que: Pa › Pay ) n(Q) 45 
n(ANB) 5-3 19 
Por outro lado Piang) = Ber Васа ` 
¡em (AnB) ^ (О) $5 2 
н T _4,4_19 „13 065=65%. 
- sim: Prom) = pa) Pa PANOS s 20 20 
E dia. 
do istam duas que {асат aniversário по mesmo 
Ў e А TS náo ext 
si 9) Calcule a probabilidade que entre 23 pessoas ! aniversário. Desta 
ii Solução: ; 365 ossibilidades para 0 а mo dia, devemos 
Como o ano possui 365 dias, cada pessoa aa Р а fazendo anivers i» ч B 3 ' 
а Maneira n(Q) = 365? до existam duas р© m: n(A) = 368.23" 
а = 2 ue náo ех ‚ Assim: 169 
(Q) = 365”. Para q buir entre as pe soas 


distri 


кесле ios 
Colher 23 dias distintos no ano para 


: ош 

= pj=ud+ патната + Md 4 die + Ed + Pd сй td idet y 1d ecd uid 
:S2PepI11qeqold әр og3inqunsip eum Jeyuosordos шәләр so s 

udg = dg = oido = 609 = ває = tdg =9dg =$ de="dg=tdç = B n ker" 


:onb sowa; operounuo op sopep sojag 


no 
:ogónjog 
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эм “wanas as anb sua)! so ang|nf *sagdipuoo sussoN 
юм “al 
10$ "101 '6) oxunfuos ор ѕозашпи sop шп т ayuapuodsauos ogioq 1anbjenb 1енәйр vja әр әрериц!дедоға 
0 (e троҳор о 2 'zaA ens 10d “¡enb e *(g */ *9 ‘S "p є} ojunfuoo op ѕозәшпи sop шп e ajuapuodsanios ogioq 
1$ә1 mbjenb meade ejo әр apepiiqeqold ep ojdui о 9 {с “10 "17 “2 “e-) ojunfuoo ор ѕозәшпи sop um 
(zI tamapuodsa1109 ород 1onb[enb зерәйв eja әр opepiiqeqoud e *euanbod oynu ерше Jos 10d ‘sew *oseoe 
a opoq wn guade euena y “OLYIP2 ор sojosqns зәң so шејшәѕәздә1 soaneZau возәшци SO ә 09.191 
npu O vju2sa1do1 0192 o1aumu o onb шә “nãos v enBy eu opensny! ошоо So1sodsip 08159 1opeAo[o op 
¡pued ор S9Q10q SO 021091 IEP? OU Ol IPA LUN әр гореләјә шп шә egua в3ивиә etur) (o00z-8ND) (LI 
uod 
“92 N  2uinsai os ogóenbouy 
Poginjos e ogiua | z оләш 2 N ошо? 'T/[ 1 = N NO C/L > N 5009190 ewe og5enbaul е ориәлоѕәҹ 
Z = © C I-NT I-NOZ o 
(v)u o ы МЕ _ = №0 DT TNT ,. or .( 5 ^d 
Ouxw = 02 амс O n м 1 N T 
(I-N2Z — Им) (0)ч ма ile 
N KC-NO;N (v)u 


102 = NON = (v)u aussy "sapep! 9104 ¡(7 — NT) ureisixo seossad 
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ə um jeziue81o sotuA "Ioui ешп 
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10851105 
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:(v)u 1e]no[e? елей euronbs 


Уой фе 9 шәшоц um 9 гру eu vossad „| е ӘП шә sogómquisip 


ouisaul OU OLgSIoAIUU 


= Vd anb 22л ешп ‘%06 onb 1о1їёш ӯ 


ошәро 
seossod [p onuo onb toques 10104 sí 

e АР weej onb seossad senp sououu ojod 
шелтејз 19S ET Әр sesade ‘anb 2412500 
59€ (Qu. Yd :ошенод 


== —= 


6670 = Cou (uy 


-1 


1qegos 
$әш OU 0117519; 


AS exista 

à 0 
as façam 
з, 


Seja PN a 
пе a partir 


a 
" pessoa é 


escolha da 
iais 2N - 2 


O. 
solução da 
s do painel 
nta o andar 
m botão ao 
;pondente à 
ar qualquer 


o dobro da 
(9, 10, 11, 


es a um dos 
5 ou o botão 


o O é menor 


12 


тт DADA 


= > 
S) епо рар. үү Po= P= pp = 7/5 


2; no = 
P2 + р; = ~2*P.1=6/5 P= Pio= pispa 
(3) FALSO. po= 6/56 > 1/10 Pa = 6/52 +2152 = 2/13 Mur *652- 9/26 hen T 
12) (UFG-2005) Um campeonato de fut 
divididos ет seis grupos ou chaves (A, В, 
dos Seis primeiros colocados no campeonat 


ebol é orpan: 
Baniz 
C,D,E,F Ea Com 24 clubes 


6). » Previamente defini 
des O anterior PO tem um efinidos 
: enqu Cabeça-de- Кш. 
sorteio, de modo que, primeiro, monta-se q grupo WA 05 demais integrantes is ere 
colocado no campeonato anterior), depois о grupo В que tem como Cabeça-de-ch escolhidos por 
chave) e assim por diante. que tem o segundo coloca ave O Primeiro 


do como cabe 
ça-de- 
Фа А quantas mane; " | 
p) Antes de iniciar o sorteio, qual a probabil enerras diferentes о grupo Ср 


idade de oderá ser ? 
o В? Um clube Х, Que náo é cabesa de chave. f no | 
wed os seis cabegas de chave já estáo definidos e distribui | 
») dis 16 chbes vas ó chaves, Vina. vez montados cc кан. e então temos que dividir | 
clubes. Destes, 3 devem ser escolhidos para ficar no grupo C. Assim, eo. s Saa distribuir 12 
b) Sejam: Q = distribuições dos 12 clubes que não dia 
em que O clube X está no grupo B. Assim: 


18! 15 12 9 е 18 | 
å ductos ica I sm 
ips Сез Савана кааз 151.31121:3191.3161313131 7 an 


її! 15 121 9 q Am 
(А) = Сит, з.Сз,2. Сз, з-Со, з.Се,з.Сз,з E TETE 547 


141.3113121913161313131— 263^ 


220 maneiras. | 


são cabeças de chave nas 6 chaves; A = distribuições 


15.17! 
n(A) 26307 _ 5 
Portanto: P(A)= (gy 7 18 52 


E 


12) (Prováo-2003) As probabilidades dos eventos X, Y ex ^ Y são iguais а 0,6; 0,5 e 0,1, 
respectivamente. Quanto vale a probabilidade do evento X- Y? 

a) 0,1 b) 0,2 c) 0,3 d) 0,4 e) 0,5 

Solucáo: a 
Notemos que: p(X Y Y) =P CP dels 
Neste caso temos que X- Y = Y" > р(х —Y) = s ) 


O 99 ÃO entrar em casa de amigos cinco pessoas deixam seus guarda-chuvas com à dona da 
1 
casa Q j g , 
а | 2: pessoas resolvem pedi-los de volta para sair, à dona da casa constata qu e to 
gu , S l e distribui-l $ . 
ente iguais, € re olv os ao acaso Qual a probabilidade de que exatamente três 


C a-chuva? 
pessoas recebam cada uma o seu próprio gue 1 = 120 
JU b)1/6 o4 di3 95 aane 
Solução: bl te dua recebem е а до 
Claramente o número de maneiras de а -chuva então exatamen ber o guarda-chu 
Se exatamente trés pessoas recebem seu 
Chuva um do M Qm fazer isto basta escol 


= j Y=0. 
=0,6+0,5-0,1= 1, ou seja, ХУ 
iq i р(Ү)=1 -0,5=0,5. 


—. 


2—— 710 | 
_ по, Desta forma: PA) S). 120 


- C52 
Ошто, Como existem cinco pessoas, n(A) m 


Capítulo 6, p à 
3m ES А A TO; 
14) (Olimpíada da Holanda-92) Quatro dados não-viciados são jogados. Qual é a Probabili tay 
e 
Que y 


> А — 9 
produto dos números que aparecem nas faces superiores dos dados seja 36º 


Solução: o 
Existem quatro diferentes possibilidades do produto valer 36: 


e y 4! 
ii) {2, 2, 3, 3): ocorre em 35i^ 6 maneiras 


! 
i) (1, 1, 6,6]: ocorre em £ =6 maneiras 


iv) {1, 2, 3, 6}: ocorre em 4! = 24 Maneiras 


4 ; 
iii) (1, 4, 3, 3): ocorre em "E 12 maneiras 


, 6+6+12+24 1 
Desta forma, a probabilidade do produto ser 36 é p = 6 = 2 


15) (AIME-98) Nove cartões numerados com 1, 2, 3, ... , 9 são aleatoriamente divididos ent 
pessoas, cada um recebendo trés cartóes. Determine a probabilidade que a soma dos números MU 
de cada pessoa seja um número impar. 

Solução: 

Seja A o evento que consiste em separar os 9 números em 3 temos de modo que a soma dos nú 
dos ternos seja ímpar. O espaço amostral é formado por todos os conjuntos de 3 temos que ide 
formar com nove primeiros inteiros positivos. Para o cálculo de п(О) devemos inicialmente р, 
trés números que ficaráo com a primeira pessoa, depois escolher os trés números que ficarã 8 
segunda pessoa e finalmente escolher os 3 números que ficaráo com a terceira pessoa. каң 

Assim, temos que n(Q) = Cy з.Се,з.Сзз = 84.20.1 = 1680. 

Сото de la 9 existem 5 inteiros ímpares e 4 pares a única possibilidade de que a soma 3 t 

números seja impar é que um deles receba 3 números impares, outro receba um número í ia 

pares e o último receba também um número impar e dois pares. траге dois 

Temos o seguinte esquema de distribuicáo dos números: 

[1]Р | 
Deste modo, n(A) = (Cs, з)(С›. ¡.Ca, MC, 1.Ca, шышы 1) = 120. 
(А) 120 | 


Portanto: p, = n(Q) ^ 1680 = TÉ 


dos Cartões 


16) (Olimpíada da Bélgica-2001) E 
-2 m um programa de TV três | i 

Да ) nomens escolhem, inde 
o е no três mulheres e, ao mesmo tempo, estas três lbs nba 
я са um homem е uma mulher escolhem um ao outro entáo ele h ag 

à probabilidade que o programa distribua três viagens? i TATUS 
2)0,2% )08% 25% d40% IGT 
Solução: С? 
Sejam os homens dados pelas letras A, Be Се as mulheres dad 
[o espaço amostral de modo que seus elementos sejam da forma 
a = ы escolhida pelo homem А; X? = mulher escolhid 
omem C; xy = h Ч i ) 
Nus 4 = homem escolhido pela mulher a; Xs = homem escolhi 
e ido pela mulher с. Como cada x, d cona o e Eripe pne 

ча А O evento pedido no enunciado. "i e ко З SS 

seqUéncia xa sejam todas dist: | | eráo distribuídas nos casos em que as letras da 
exemplo, se as escolhas dos homens, ne o das Tels el e ч 


sta order j z 
ser, nesta ordem, B-A-C. Borisns pes a Pa b-a-c, então as escolhas das mulheres devem 
ў Ida а seqüéncia x m а 
1-X2-X3 (com letras distintas), 


Seqüéncia x4 


as pelas letras a, b e c. Vamos organiza 
Xt X2, Хз, Xa, Xs, X6), onde: 
a pelo homem B; x; = mulher escolhida pelo 


e e : 
5-Xs Já está definida. Concluímos, entáo que 
, 


n(A) -3!. род) = 20 _ 2 08% 
(О) 3$ 


tre trés 
Cartões 


Ümeros 
demos 
lher os 

com a 


mos de 
е dois 


mente, 
n seus 
jagem. 


anizar 


a pelo 
omem 


ras da 
6. Por 
jevem 
as), à 


A. 


17) (USAMO-73) Trés Vértice 


S distin 


tos sã 
de 2n + 1 lados. Se todos 3$ escolhas эло: тү e 
dado polígono pertença ao interior do iängulo qe ni 
| o 
Solução: І E 
2n*t1——.. 2 i 
2 2 | Fixemos O Vértice 1 
" 3 triángulo, Tome do; Psi, iis 
| va — Vértices | e2 E 
de 
" | temos SOMente ЫЫ 
| is cas rti 
ч ) О O vértice n 4 3 de s 
j polígono. Se ои 
зоп escolhermos rtices y 
q E. Possibilidades (Vértices vou: 
N, М | 
nt n do triângulo. s n 


— Puer € escol 
n+2 n+l Possibilidades hermos 


Sri vértice 
ре verti , A 
( ces n + tem três 


5 > terceiro 
» O Número de cas 

tnm nna уу os 
tamos escolhe 


- Portanto, a Probabilidade Tequerida é: p= 


е4 B 
AS Notemos que exis 
фы сун s ssi ; 1 
favoráveis e. (A) - 1.24. a diante. Assi 
Como estamos fixando um vértice (no caso о vértice 1) e es 
ndo os outros dois, entá 
, Então о 
n(n 
да +1) _ n+1 


2n 22n-1) \ 
(a) | 


triángulo. Estando a formiga em um 
cada um dos outros dois vértices no 
Ovimentos a formiga esteja NQ vértice 


número de casos totais é 


18) (AIME-2003) Uma formiga move-se sobre os lados de um 
vértice, existe 50% de probabilidade da formiga se dirigir para 
próximo movimento. Qual é a probabilidade que depois de 10 m 
inicial? 
ão: . 
Soluc Suponha que quando a formiga está em um vértice e vai decidir em que 
D diregáo seguir esta fica virada de frente para o interior do triángulo. 
Assim, terá que definir se vai para a sua direita (D) ou esquerda (E), 
como está indicado na figura ao lado. Desta forma, qualquer seqüéncia 
de 10 letras, onde cada letra pode ser D ou E, representa um caminho 
diferente. . 
: ibili Ї total de caminhos da 
Como para cada um das letras existem duas possibilidades de escolha, o número 


10 
iga é igual а2,2.2.22.22222=2'% _ | ad q ЛУГ 
a entidade de letras D em um caminho e y a quantidade de letras E. Desde q ce inicial а 


a f 3 У : as 
E Б d erc 1 lados e no fina $5 E Ы по шоо хепи 

| dos da 1gura e par 1 que a formiga р rcorra 0 final est | | 

tração X y deve ser múltiplo de 3. Сото xXTty- 10, existem 3 possibilidades | | 


à ao re $ 
ї)х = 5 е у = 5: os caminhos são representado 


! as А 
caso existem zi possibilidades. DDDDEE. Assim, neste 


д DDD 
rmutagóes de D 
" x tados pelas permu 
ii)x = 8 e y = 2: os caminhos são represen 


im, neste 
caso existem ЛО. possibilidades. DEEEEEEEE. Assim 
81.2! 


ões de D 
são representados pelas permutaço 


iil) x 22e y = 8: os caminhos 


! 
Caso existem d possibilidades. 
21.81 


г 10! 
a MET 171 
Desta forma: p= 5!.5! za D 2 | 


s equiprov 
s comuns (com 6 faces eq 
19) (OBM-2002) Jogamos 10 dados с ss seja Igual a 20; 
probabilidade de que a soma dos 10 resulta 
i і,1= 1, 2, ..., 10 
Solução: face superior do dado i, i = 1, 2, ..., 10. 
> = nú > e aparece na кы 
Considere que x; = ени proposto sendo formado pelas POT ма Positivas da ^ 
Portanto, porn 20, onde] & x56, i= 1, 2, do 10. O espago amostral é formado por todos og nor 
x1t+x2 +... t Хо 40, ОПУ = Ж) 
ir a seqüéncia (Xi, X2, ---» X10)- HE: : mo 

s rd esa Xi l Р < 10, temos 6 valores possíveis, segue корны ag [14 
Como du ie de n(A) vamos utilizar o método indireto de eun п d que o nimen q 
хк без inteiras positivas de xı + xa +... + Хо = 20 é igual a Cp, res) a SONG наны deste va 
ад de solugóes em que alguma(s) variável(is) seja(m) maior : Н i ade, como бу 
sinis de сайа x, é 1, se duas variáveis forem maiores que 6, então xi + X» к х0 27434 De 
due é um absurdo Assim, no máximo uma das variáveis pode ser maior que 6. Uponhamos, somen 

; : i < р 
ече efeito de análise, que xi > 7. Assim temos que X2 + Xs +... + Xio S 13. No capítulo sob 


, 


combinagóes vimos duas maneiras de calcular o número de soluções inteiras positivas da pres 


anterior. Vamos analisar casa a caso: Е Е 
X2 * Xi +... + X10 = 13 possui Cy», з soluções inteiras positivas. 


хз X3 +... + xi = 12 possui Cr, в soluções inteiras positivas. 
x2+x3+...+Xx10= 11 possui Со, s soluções inteiras positivas. 
X2 + X3 +... + хо = 10 possui Cy, s soluções inteiras positivas. | 


x2 X3 +... + X19 = 9 possui Са, з soluções inteiras positivas. u 1 
Aplicando o teorema das colunas (consulte o capítulo sobre Binómio de Newton), temos que a express 
linear x; + Хз +... + xio € 13 possui Св, 8 + Со, в + Cio, + Cii s + Ciz, в = Суз, soluções inteiras positiva 
Como a escolha de x, como sendo a variável maior ou igual a sete foi completamente aleatória, qualqug 
uma das dez variáveis poderia ter sido escolhida. Deste modo, o número de soluções inteiras Positivas di 
equação x, + X2 +... + X10 = 20 onde exatamente uma das variáveis é maior ou igual a sete vale 10.054 


n(A) S Cigg —10.C;39 a 92378- 7150 " 21307 a 0,0014. 


sal a "D 60466176 15116544 


que |b| < 4 e |c| < 4. Escolhendo-se, ao acaso, ui 


20) Considere todos os pares (b, c) de inteiros tais 
equação x" + 2bx + c = 0 possuir raizes distinta 


desses pares (b, c), determine a probabilidade de a 
positivas. 

Solugáo: 

O espaço amostral О é formado por todos pares (b, с) de inteiros tais que |b] < 4 e el < 4, ou seja, Qs 
((4, 4), (4, 3), (3, 4), (3, 3), ..., (4, - 3), (- 4, - 4)). Como para b existem 9 possibilidades e parat 
existem 9 possibilidades, então MO) = 9.9 = 81. A equação x! + 2bx + c = O possui raízes distintas s 
seu discriminante é maior que zero: 4b? — 4c >0 > b'>c 

Por outro lado, as raízes da equação são positivas se: 


-2b+V4b? — 4c 

— Fo? -e»0 > -b-yb?-c>0 e -b+Vb?-c>0. 

Como yb? -c > 0, então teremos - b — Jb? =c > 0 somente se b < 0. 
-с > Ы. c>0. , 
em com que a equação x? + 2bx + с = 0 possua б 


sfazemb<0,c>0eb?>c, 
(3, 4), (- 3,3), (-3, 2), (-3, 1), €- 2, 3), (2,2, 2D 


Conseqüentemente: P(A) = ДА) E . 
(O) 81 


'SSáo 
vas, 
quer 
is da 
3, 9. 


zes 


БЕ 


n" 


M ame cao 


——— 


afirmar que p(A B) = 


ROBABILIDADE CONDICION 
Observe O seguinte problema: Quana 
na face superior do dado é par, qual y Proba тете о, 
os seguintes eventos: A = conjuntos doske abilidad 

dos números pares que podem aparecer 
amostral do experimento que se baseia 


6.8. P 


^l “ado na 
últiplos d qu Seja múlti 80-vic a 
em € 3 que Plo 

Um dado, K Podem a 


podemos lembrar que a definição de espaço SAL um dado é 13, ( 

experimento. Como é informado que o nú, тохта A doin 3 

impossíveis. Portanto, Рага o cálculo de род рр), Sorteado é pay uo de todos os 

que coincide en da Perceba que dentro de vemos cons derar Suit 

que nada mais © que à interseção dos eventos 4 e p. DNO amostral o po p тоша SP = (2,4, 6) 

apenas um interessa, então podemos afitm ` Deste modo, o reed Eagle 16), 
si 


а 

аА "que р(А |В) 21. Veis 
Vamos agora Voltar аб CASO Peri Cages 3 

número N muito grande de vezes, observand 
ocorreu Ny vezes € 900 05 eventos A e B 


| vez o experimento. Pergunta-se:- Qual а 


> 


| ; N(ANB) 
, К o e ТЕ 
Dividindo o numerador e o denominador por N temos que: fap = Мала 
NO) m 
: N 
Como o experimento foi realizado um grande número de vezes, então as frequências relativas de 
'ocorréncia dos eventos são aproximadamente iguais às suas respectivas probabilidades. Assim, podemos 
P(A NB) 
p(B), 
6.8.1. Independência de Eventos -se a probabilidade de 
Sibah que você arremessa simultaneamente uma moeda e ш d jet э аа ену 
aparecer о número 2 no dado sabendo que nº w M A nn fedis nào interfere em nada na | 
We ENT £ informação , 
probabilidade condicional, porém neste caso à derar que o resultado da moeda em nada interfere no 


proba ji і 1 V ue é razoável con i Н y oeda e B 
ilidade pedida, uma vez q in П $. Se A=sairo numero 2 па i 

i to Бп 
resultado do dado. A isto damos o nome de eve l еп! B não possui nenhum 


s igual a A), pois o evento "7. B são 
= sair cara na moeda, temos que A | В = А (А dado б que dois eventos não vazios À € 


dade condicional: 


mpre dE 
fluénc; Kaum ento A. Portanto, se d robabili А 
ido e is x тош A (В) = р(А). Substituindo па T pm eventos independentes. | 
OS que ANB)= p(A).p(B) , quando «^ vazios A € B são independentes: 
MANB)=p(A1B)p(B) > P B), entáo os eventos náo vazi 
Por outro lado, se p(A N В) = p(A).p(B) (В) n p(A) = P (^ 18) 
= р(А | В)Р s 
Üp(A ^ B)-p(A|B)p(B) — p(A).p(B) pl | мар p(B) = (B | А) 


DAN B)=p(B|A).p(a) > PAP? pi 
ortanto, podemos concluir que: 


175 


“DAL AS 


© podemos afirmar que B=( 
:I<i<on, são mutuamente exclusivos então: 
= P(B с А) + P(B С Аз) +. PB AAG (0 


А . e ғ БУ 
2) Trove que 5 ois eventos A e B são ind 
seus comp ementares també 


8.2. Teorema da Probabilidade Total PA | 
Dizemos que OS шок Ат. Аз, тїсї do espaço ато Ta 
DA O A = О. para todo i +, l£ ¡Sm 
„мы Ano Э; 
iii) 0 = pL) < T. para todo i tal que 1 <isn. | | 
Ay formam uma partição do espaço amostra О. Se B é um evento de е 

‚(В An). Uma vez que todos os eventos B ~ E 


formam uma pa 


Sunonha que Aj. А> e 
вс Ау) (B NADO. 


. : ) 
da i tal que 1<1<©п, podemos escrever g.. 
qui 


P(B) = PIB ^^ AU (BN AS) U „(В су An] 
Pela expressão da probabilidade condicional, para ca 
). Substituindo em (*) obtemos: 


LA 7 POS). P(B. A3) 7 o 


a expressão em um exemplo. Suponha que uma determinada peça 
A, B e C. Sabe-se que A produz O dobro de pegas que B e que B ЕС 
de pegas. Sabe-se ainda que 2% das peças produzidas por A e por B sã 
defeituosas, enquanto que 4% das produzidas por C são defeituosas. Todas as peças produzidas Ex 
misturadas e colocadas em um depósito. Se do depósito for retirada uma peça ao acaso, qual | 
probabilidade de que ela seja defeituosa? Na resolugáo desta questão vamos considerar о es Hg 
amostral formado por todas peças € OS seguintes eventos: A, = conjunto das peças odio Ded 
máquina A, А; = conjunto das peças produzidas pela máquina B, A; = conjunto das pegas ойы. 
ре!а тадшпа С, В = conjunto das pegas defeituosas. Podemos observar que Ar, Аз е Аз formam Шү 
partigáo de О, uma vez que toda pega foi fabricada por exatamente uma das máquinas e tod: Е 
máquinas foram utilizadas. Assim, pelo teorema da probabilidade total: TN 
P(B) = P(A1).P(B | A) + P(A3).P(B | Az) + F(A3).P(B | Аз) > 

111,1 1-21 „о,025=2,5% 


pB-llelLl4——- 2.5 
2:50 450 425 40 À 


+ PAn PB An) 


Vamos aplicar est 
manufaturada por 3 fábricas: 
produzem o mesmo número 


Exemplos: 


1) a) Construa o espaço amostral formado pelas oito sibili istribui 
) i possibilidades de distribuição de sex 5 
trés filhos de um casal. Determine nesse espago os subconjuntos со Шы cola М OM 
A — Existem criangas de sexos diferentes; B — Existem pelo menos duas meninas ed 
b) Supondo que as oito possibilidades são igualmente prováveis mostre " 
Pda ta 5, stre que A е В sáo eventos 
Solução: 
a) Q = ((M, M, М); (M, М, F); (М F, F); (M, F, M 

5 , M, M); (M, M, F); (M, F, F); (M, F, M); (F, M, M); (F, M, F); 5 
A = (М, M, P); (M, F, F); (M, F, M); (E, M, М), (F, M, F); (F н 


B = ((M, Е, Р); (F, M, F); (E, F, F); (Е, F, М)} 
b) A ^B = ((M, F, F); (Е, М, F); (F, Е, M)) 
: A) 6 3 
Assim: (Аў ЛО A . _MB)_4_1 
КОШ Йе-е ега ra КАВ). 
Deste modo: p(A). B z2 1_3_ 
' КА , 42 8 р(А NB), que prova que os eventos A e В são independentes. 


independentes. m sio 
Solucáo: 
“ACABE = (AUB) = ыб 

наре p(A*^B^) = P[(AUB)] = 1 - 
Se A е В são independentes, então p(ANB) = Ab аи = 1 — р(А) - p(B) + p(ANB) 
[6 P(B): 


о Ж 5 
$8. Se Bg um e. 
Ver 


ue todos vs event 
Ux 


ima determinada 
pegas que B e que v £ 
luzidas por A e por o 
5 as peças Produzidas a 
а peça ao acaso, gial | 
mos considerar y es | 
las pegas Produzidas КЬ 
into das peças produzidas 
A1, Az е Az formam uma 
das máquinas e todas as 


ão de sexo (М ou F) dos 
s aos eventos: 

nas. 

ue A e B sáo eventos 


F); (F, F, M) 
3 
z: 


ão independentes. 


o 
-mentares também s 


+ p(ANB) 


EE C = 
p(ACNB)= 1 - p(A) - p(B) + 
sáo eventos independentes. ) + PCA).P(B) = (1 


= АІ — = Capítulo б. 
(1 - p(B)) = PAS BS, че ру е АСЫ 

3) Prove que para todos trés eventos náo nulos А 

p(ANBAC)=p(A).p(B | A). ACIANB , B eC temos que: 

Solução: ). 

КА nB) ^C] = 


4 


A 
PCA A BIAC | A ^B) = p(A) p(B |Ap(CIA A B). 


dos compradores de 


apenas 40% a probabilidade de um mau pa; ш E Sea E 
cartão de 


comprador de carro usado dessa comunidad. ili 
a) 56% b)64% с) 70% d)32% e) 100% dos 
Solução: 
Considere os seguintes eventos: 
A = bons compradores de carros; B = maus co 

20! атто; тргай : 
de crédito; D = maus compradores com cartão de icr SE 
Como os eventos А e C são independentes: p(A A C) = p(A).p(C) = (0 80)(0,70) = 0,5 
Como os eventos B e D são independentes: p(B ^ D) = p(B).p(D) = (0.20Y0,40 OE 
Como (A ^^ C) n (B ^ D) = Ø, então: ' PORE 
p[(A ^ C) ^ (B ^ D)] = (A ^ C) + p(B A D) = 0,56 + 0,08 = 0,64 = 64%. 


Carros usados sào bons compradores 
crédito € de 70%, enquantó que é de 
crédito. Selecionando-se ao acaso um 
que ele tenha cartáo de crédito é de: 


C = bons compradores com cartáo 


5) (FGV-2004) Uma caixa contém duas moedas honestas e uma com duas caras. Uma moeda é 

о ao acaso e langada duas vezes. Se ocorrem duas caras, a probabilidade de a moeda ter duas 

a)1/2 b)1/3 c)1/6 d)1/4 е) 2/3 

Solução: 

Considere os eventos: 

A = a moeda escolhida possui duas caras; B = ocorrem duas caras em dois lançamentos de uma moeda; 

C = a moeda escolhida é honesta. 

O evento A с\В consiste em escolher 

ocorrerem duas caras. Para tanto basta calcular a prob; 

Como existem 3 moedas e somente | com duas caras, temos que p(A NB) 

=(AN B) U (C ^ B) e que (A ^ B) A (C ^ В) = Ø, então: 
(B|A)+p(C)p(B|C) = 


a moeda que possui duas caras e, ao lançar a moeda duas vezes, 
abilidade de escolher a moeda com duas caras. 
=1/3. 


Desde que B 
P(B) = РКА ^ B) v (C ^ B) = (A ^ B) + p(C ^ B) = р(А)р 
p(B) = (1/3)(1) + (2/3)(1/4) = 1/2. 

Portanto: p(A | B) = pac» = 


6) (FGV-2003) Uma Escola comprou computadores de 3 fabricantes: A, BeC. тора аре, 
comprados de А, trinta рог cento de B, e o restante de C. A probabilidade de um xa dados ке 
рог A apresentar algum tipo de problema, nos próximos 30 meses, é 0,1. As mesmas р 

fabricantes B e C são respectivamente 0,15 e 0,2. 

a) Qual a probabilidade de que um computador escolhido ao acaso, 
algum problema nos próximos 30 meses? 
b) Se um computador apresentar algum р 
tenha sido fabricado por A? 
Solução: 

Considere os seguintes eventos: 
conjunto dos computadores compra 
conjunto dos computadores com defeito. 


seja fabricada'por A e apresente 


roblema nos próximos 30 meses, qual a probabilidade de que 


comprados do fabricante А; 


mputadores s comprados de C;D- 


= conjunto dos co 
А a to dos computadore 


dos de В; С = conjun 


| 
h 


a) P(A ^ D) = р(А).р(Р | A) = (0,3)(0,1) = 0,03. 


Capítulo б. 
—— 707 
b) Pelo teorema da probabilidade total: 


р(Р) = р(А).р(Р [A) + p(B).p(D | B) + p(C.p(D | C) = (030,1) + (0,3)(0,15) + (0,4)(0,2) = 0,155 
(AND) 003 6 _ ¡935% 
р(0) 0155 31 


Assim: р(А | D) = 
7) (UFU-2000) От conhecido jogo, presente ет muitas festas populares, j^ ос da sorte, па qua 
gira-se o ponteiro e anota-se o número que este aponta ao parar (ег figura). Após duas rodadas, qual a 
probabilidade de que a soma dos dois números obtidos seja igual a 5? "" | | 

Obs: Considere que área de todos os setores circulares em que os números estáo inseridos é a mesma, 


oe 


a)4/9 b)4/27 c)2/27 d)2/9 
Solução: 
Existem duas maneiras de obter soma 5: 


i) na 1º rodada sair o número 2 e na 2º rodada sair o número 3: Pa =ProDos 


ii) na 1º rodada sair o número 3 e na 2º rodada sair o número 2: = р.р, = 
Рв = Pi3-P2-2 


Сото ocorre a situagáo (i) ou a situação (ii), e as situações são mutuamente exclusivas, então: 
Psoma 5 = Pa + рв = 1/9 + 1/9 = 2/9, 
8) (UFRJ-2005) Um novo exame para detectar certa doen 
duzentas sadias e cem portadoras da tal doença. A, 
pessoas sadias, cento e setenta resultaram negativ 
doença, noventa resultaram positivos. 
a) Sorteando ao acaso um desses trezentos laudos, calcule a probabilidade de que ele seja positivo. 
b) Sorteado um dos trezentos laudos, verificou-se que ele era positivo. 
Determine a probabilidade de que a pessoa correspondente ao laudo sorteado tenha realmente a doença. 
Solução: 


Pelos dados do enunciado, das 200 Pessoas sadias, 170 deram resultado negativo e 30 deram positivo, 


enquanto que das 100 pessoas infectadas, 10 deram resultado negativo e 90 deram positivo. Deste modo, 
no teste 180 pessoas deram resultado negativo e 120 deram positivo. 


Considere Os eventos: A = conjunto dos laudos positivos; B = 
, 
possuem a doenga. 


ça foi testado em trezentas pessoas, sendo 
POS O teste verificou-se que, dos laudos referentes à 
Os e, dos laudos referentes a pessoas portadoras da 


conjunto das pessoas que realmente 


A)= 2) 120 2. 
а n(Q) 300 5 ^4 


b) MBA)" SO). os, 


+ 3 ~ Q 


IS, então: 


tas pessoas, sendo 
laudos referentes a 
oas portadoras da 
Ја positivo. 


mente a doença. ` 


) deram positivo, 
ivo. Deste modo, 


is que realmente 


na caixa, se três bolas são Tetirada 
vermelhas é 1/6. Nessas condi s 
Solução: 

Suponha que a quantidade de bolas na 


ao acaso, t. 5 
ções, calcule a ambém sem Е 
d €a quanti reposição, а шо б. 
dade de bolas que há e ilidade d 
à caixa, 


extraída ser vermelha é iguala X -1 
- Como 


n- 


Endentes então X X-1 _ 


Substituindo em (1): —* . X-1 1 E : 
2x-2 2x-3 3 Х = 3x=4x -0+6 5 y 
x- - 
(x-D(x-670 = x = 1 (não convém) ou x = 6 prets os 
Desdequex=6 > n=2.6-2=10. t 


dado A 
E 
4 | 


Solução: 
E que no dado A a maior probabilidade é de sair 4, no dado B é de sair 3, no dado C é de sair 2 e 
no dado D é de sair 1 ou 5, as somas com mais probabilidades de ocorrência são 4 * 3 +2 + 1 = 10 ou 4 
+3+2+5= 14, O valor de cada uma destas probabilidades vale: 

4643 2 
Psoma100u 14 = РА-4-Рв-з:Рс-2-Ро-юиѕ = $666 9 


eliminatórias, estáo inscritos 8 


; êni idas são 
11) (Fuvest-98) Num torneio de tênis, no qual todas as partidas s pistas sig 


Jogadores. Para definir a primeira rodada do tomeio realiza-se um 5 
jogadores em 4 grupos de 2 jogadores cada um. o 
a) De quantas maneiras diferentes pode ser constitui 
b) No torneio estáo inscritos quatro amigos A, B, d 
Outros logo na primeira rodada do torneio. Qual é a кораш ен 
с) Sabendo que pelo menos um dos jogos da primeira roda rodada? 
probabilidade condicional de que A e В se enfrentem na primeira 

Solugáo: 


j imeira rodada? 
ela de jogos da primeira ro 
c Nido dde gostaria de enfrentar um dos 
i ade de que esse desejo seja satisfeito? | 
2 dos 4 amigos, qual é a 


. Acaso e colocado sobre uma mesa. Se a cor exposta é y 


Capítulo 6. Ргойайуу, 
xistem Су, 2 possibilidades, para a escolha do 2” par Existem e 
par exis ж, 2 


a daua Уд o ^ 
possibilidades e para a о do 4º par existe 
üéncias de jogos € Igual a Cs, 2.C,, 2С, , 
licando que о número de maneiras de Coste 
4 


ra escolis 1° 
a) Para a escolha do ? nar existem Ca, 2 
possibilidades, para a escolha do 3 a de pra 
2% PES д. g ú S 
C», з possibilidades. Desta pings A interessa, imp 
БЕ üénci ná e 
Entretanto, a seqüéncia dos 4 jogos 


C, Cs Caro. 
1º rodada é AESA SEO = 105. 


4! 
b) O oponente de А pode ser es 
maneiras, o oponente de С pode se 


AE 432. 8 
maneira. Assim, p = BET = a 
Sejam X oia do 4 jogos da 1º rodada de modo que iid Ee а dos 4 
a i se ntem. : 
озы rodada de modo que pelo menos um par de amigos se enfre 


(61:42:08) 


кк nente de В pode ser escolhid 
ido de 4 maneiras, O оро do 
ondo de 2 maneiras e o oponente de D pode ser escolhido &| 


“es 5 
p(XoY) 105 ==. 
X|Y)= = 
Pec p(Y) TS 27 
35 


12) (ITA-2004) Uma caixa branca contém 5 bolas verdes e 3 azuis, e и н verdes 
e 2 azuis. Pretende-se retirar uma bola de uma das caixas. Para tanto, 2 da NR s. Se à soma 
resultante dos dois dados for menor que 4, retira-se uma bola da caixa майса. Os demais caso, retira-se 
uma bola da caixa preta. Qual é a probabilidade de se retirar uma bola verde? 

"ENT MM de sair a bola verde na uma l e p; a probabilidade de sair a bola verde na ита? 
Seja x o valor que aparece no 1? dado e y o valor que aparece no 2 dado. 
Como existem 6 valores para x e 6 valores para y, existem 36 maneiras de escrevermos a soma x + y 
levando em consideração a ordem dos termos (3 + 4 é diferente de 4 + 3). | 
Рагах + y < 4 temos as seguintes possibilidades: 1+1, 1+2 e 2 +1, ou seja, 3 casos. 


Ls 3 | К 
Portanto, a probabilidade da soma dos números nos dados ser menor que 4 é igual a 56 = P" e sair soma 


aus 1 
maior que ou igual a 4 probabilidade de 1-9 = 


А 
15 5 113 и 
Desta forma: P1 = Psoma <4:Р verde urna | “28 96 * P2 = Psoma > 4 P verde uma 2 EVERETT 
Р 5 | 2 
Como a bola verde sai da uma 1 ou da uma 2: Pverde = P1 +P> sou = 289 
7 96 20 480 


13) (ITA-2005) Sáo dados dois cartóes, sendo que um deles tem 


ambos os lados na cor vermelha, 
enquanto o outro tem um lado na cor vermelha 


© o outro lado na cor azul. Um dos cartões é escolhido 40 


ermelha, calcule a probabilidade de o cartão 
escolhido ter a outra cor também vermelha. 


1* Solugáo: 

Numeremos as faces, colocando os números le 2 1 
os números 3 e 4 no cartáo que possui uma face 
Analisemos todas as possibilidades de um cartá 
I) Face exposta: |; Face oposta: 2 

II) Face exposta: 2; Face oposta: | 

Ш) Face exposta: 3; Face oposta: 4 


Deste modo, das 3 possibilidade de face exposta vermelha, em duas del 
А 2 
seja, р= ^, 

Р 3 


10 cartão todo vermelho (um número em cada Ёсе)“ 
vermelha (número 3) e outra face azul (número 4). 
O ficar com a face vermelha exposta: 


А ш 
as a face oposta é vermelha, 


^ se 


п; а 
nod 


г escolhi 


O do 
de ser escolhido de, 


istribuição dos 
o: 3 


ntém 3 bolas Verdes 
atirados. Se a Soma 


lemais caso, retira 


ola 


-$е 


verde na urna 2. 


ermos a soma x + y, 
casos. 

E 2 UN e sair soma 
36 12 

пзп 

125 20 


9s па cor vermelha, 
ido ao 
artóes é escolhido а 


bilidade de 


nero em Са 


о cartão 


da face) € 


ul (número 4). 


705 


u 
é vermelb? р 
а 


= йо: А 
y SA = a face oposta é vermelha; 
even 


ev ы 
ento B a face Exposta é Vermelh 


а 


ОВМ-2001) Uma rifa foi organizada entre 
14) ( das de 1 a 30 foram colocadas em uma y 
na no chão e se perdeu e uma segunda 
bola lidade de que o número de Pedro tenh 
729 Ы) 1/30 c) 1/31 d)1/60 e)2/1 

a) 1/2 


Os 30 alunos 
Ina. Um: 
bola tey 


OBM-2003) Beatriz, Isabele e Nicole estáo dis 

15) ans moeda. Beatriz ganha se, em dois lança 

com do coroa. Isabele ganha se forem obtidas duas coroas em dois lancamentos consecutivos, 

ирг se forem obtidas duas caras em dois langamentos consecutivos. Elas 

ganha н das jogadoras seja vencedora. Qual(is) Jogadora(s) 

ipee b)Isabele с) Nicole d) Beatriz e Nicole 

a 

Fus diagramas abaixo, onde K = cara e C = coroa: 
C: Beatriz ganha 


putando um Jogo fazendo lancamentos Sucessivos 
mentos consecutivos, o Primeiro resultar cara e o 


€ Nicole 
fazem os lançamentos até 
Possuem menos chances de ganhar o jogo? 

e) As três têm a mesma chance. 


K: Nicole ganha 


C: Isabele ganha: 


K: Nicole ganha 


har são: 
Portanto, as probabilidades de Ra uma gan А 
113 Lo pra a 
Pia, + =, русс 74 8 8 har. 
4 8 8 chance de gan azul. O 
Üonseqüentemente, Isabele é a que tem menos intadas de vermelho jo jogados 
; uas faces pi cubos são J 


dois tas 
; s possuem S! uando 05 1/2. Quan 
16) (Canadá Open Challenge-97) Dois cubos р Q sma é 


a 
uma face a 
A aa rmelhas € 

Primeiro cubo possui cinco faces ve cor da face Sul 


aj еа 
Simultaneamente, a probabilidade de qu 


bo? 181 
X65 vermelhas existem-no segundo cubo 
Solução: 


Capítulo б. Erobabiny 
de de faces vermelhas no segundo cubo. Como os lançamentos são independen 


Seja x a quantida | re 
babilidade “> ^s duas faces superiores sejam vermelhas ё р, = = 

rol 

| 1 (6-x) 


probabilidade de que as duas faces superiores sejam azuis é: Pay) = =: E 


6-x 


‚ 5х Е mi 
Portanto: 36 36 2 


17) (Olimpíada da Bélgica-2001) Uma primeira urna possui 2 bolas prense 2 D Uma Segunda y 
possui 4 bolas verdes e 6 vermelhas. Uma bola é aleatoriamente escolhida da кн айтас colocada p 
primeira. Então, uma bola é aleatoriamente escolhida da primeira uma e colocada na segunda, Qui, 
probabilidade que as urnas mantenham a composição original das bolas? 

а) 50% b)36% c)2496 d)1896 е) 12% 


Solugáo: de E 

Inicialmente podemos reparar que as escolhas das bolas sáo independentes. eparemos em casos: 

i) a bola escolhida da 2º uma é vermelha: para que a composição inicial se mantenha devemos Escolhe 
13 


esta mesma bola vermelha na 1° uma: p, 2 —.— = —. 
a Pos 25 " 
ii) a bola escolhida da 2* urna é verde: para manter a composicào inicial devemos escolher uma bola 


=> 6+4х=18 > x=3. 


verde da 1* uma: p, = 


6 9 


D+ = =0,36=36%. 
25 25 25 


Deste modo: p= p, +p, = 


18) (AIME-2001) Em um torneio o clube X joga contra cada um dos outros seis times uma única vez 
Para cada joga existe uma igual probabilidade de vencer, perder ou empatar. Determine a probabilidade 
que X termine o tomeio com mais vitórias que derrotas. 


Solução: 
r O tomeio com mais vitórias que derrotas 


e vitórias com o número derrotas, em queo 

partir da campanha 3 vitórias, 2 empates е! 

empates e 3 derrotas) em que o clube X tet 

cluir que a probabilidade do clube X acaba 

que derrotas é igual à probabilidade de acabar com mais derrotas qu 

vitórias. Como além destas duas possibilidades temos acabar o torneio com um igual número de vitórias 

e derrotas, então: Pvitórias>derrotas  Pyitórias=derrotas + Pvitórias<derrotas = 1 => 2.Pyitórias>derrotas + Pvitóriassdemous = 1 
Como em cada um dos Seis jogos existem 3 resultados possiveis, então n(Q) = 3° = 729. 

Vamos agora calcular o valor de Pvitórias=derrotas. Separemos a análise em casos: 
i) campanha: 3 vitórias (V) e 3 derrotas (D) = o número de campanhas é igual ao número de 


permutações das letras VVVDDD: n= £ =20. 
13! 


ii) campanha: 2 vitórias (V), 2 derrotas (D)e2 empates (E) = o número de campanhas é igual do 


número de permutações das letras VVDDEE: n= 90 


К кр 2121217 
iii) campanha: | vitória (V), 1 derrota (D) e 4 empates (E) — o número de campanhas é igual 10 


número de permutações das letras VDEEEE: n; = s =30 
4! 


iv) campanha: TE Eu ^ 78 
EEEEEE: n, —. (ирга (E) = o número de campanhas é igual ao número de permutações das е 


& tro 


Analogamente 
‚а 


та Segunda и 
na © colocada па 
segunda. Qual а 


m casos: 
- VEMOS Escolher 


olher uma bola 


uma única vez. 
a probabilidade 


is que derrotas 
otas, em quc 0 
2 empates e] 
o clube X teve 
:lube X acabar 
s derrotas que 
ero de vitórias 


1. 


tórias=derrotas ^ 


ao número de 
has é igual a0 
ras é igual 20 


des das letras 


арду, 
independen 
»a 


- 20+90+3041 
em, 


m: Pruórias derrotas — 729 m 47 


ASS! Веру 
As 243 
portanto: 2.pvnórias>derrotas + Pyiónas=derrotas = p 5 
Pra demo "RU i 
ema de Monty Hall Б 
19) pe ida a ж/е, E "m Programa І ч Piti om, = 28 
escolhido da р угаа та de trés asin itório, o a 25 
e uma das ponas premio, enquanto que na Nicialmente ac tador convid 
escolher ита das portas o apresentador então abr uas não há y. y Sonido o a um Participante 
" rémio. Sobram duas portas: uma com o © uma das án Depoi Presentador atrás 
articipante se ele prefere ficar na porta que Pa e ез ando que he Participante 
A а оц O, les 
rta ou mudar de porta) far. mud; apresi porta па 
mesma PO porta) fará com que o participante E rta, Determine que Pergunta para o 
Solução: nha maior probab;j; 4421 decisão (fi 
abilidade d icar na 
е 


Este roblema, um dos mais controvertid 


; OS de tod 
, a is 
apresentador do programa de Let's Make a Deal Bb Matemática, leya d 
jogo televisivo, posteriormente copiado em vários pa; 190 nos Estados Unidos nome de Monty Hall 


E a lé 1 : i ue foi : 
pessoa que lé rapidamente as regras do jogo é que, co e no Brasil, AA © foi o criador deste 
mio, a probabilidade de ganhar ficando na mesm, mo sobra 


ё m duas 
Pade. ш el аше distintas que пора dando ар ia está o 
d a probabilida € a probabili, 1 Isto nào é 
a dm p de de ganhar ficando na mesma ку obabilidade de ganhar mudando de 
Suponhamos que as portas sejam identificadas pelas letras A, B 
Observe a simulação: > Be Ce que o prêmio está atrás da porta А 
1° caso: ` 
ропаА | porta B | porta C [ aberta pelo resultado 
(prémio) apresentador 


| Bouc 
Y caso 
porta B porta C | porta aberta pelo resultado 
apresentador 
articipante С апһа se mudar de porta 


porta aberta pelo resultado 


apresentador 


Desta forma, em dois dos três casos possíveis O participante ganha se mud 
Probabilidade de ganhar o prêmio mudando de porta é igual a 2/3, enquanto que 
mesma porta é igual a 1/3. 
? Análise: к 
No inicio do jogo, cada porta possui a probabilidade de 1/3 de o participante po 
"nicipante escolha a porta A. Portanto, mantendo-se nesta porta das portas a proba 
Pobabilidade de ganhar o prêmio. Antes do aprese 
Ea estar atrás da porta B ou da porta C é igual a 2/ 
ш 036 que está vazia. A probabilidade de 0 quo Sc B 
чы S que a probabilidade de o carro e igit atrás da por 
р lá. Portanto, a probabilidade de 0 са 2/3 рага С. 
bilidades ainda é igual a 1: 1/3 para А, O para B, 22P 


183 


ar de porta. Assim, a 
a de ganhar ficando na 


émio. Suponhamos que o 
ssui 1/3 de 


bilidade do 


entador abre a porta B 
eu C ainda é de 213, 


85 


Capítulo б. Probi E 
6.9. TEOREMA DA PROBABILIDADE BINOMIAL 


i 
| 
Considere que os eventos náo vazios A e B formam uma parução vu jc c Mel 9, | 
seja, Ач В= Ое А ^^ В = ©. Assim, podemos assumir que P(A) Re e ds ondes e que uy. } 
experimento aleatório é realizado um certo número п de vezes, pe Й que E ick. es, c Pode-se 4 
considerar que os experimentos são independentes, ou seja, os resu ado: р se os Já realizado, iB 
nào influenciam nos resultados subseqüentes. Como estamos considerando гош ois eventos | 
A € B, então a seqüéncia dos resultados dos n experimentos pode ser representa рог ита Sequência q, + 
п letras, cada uma podendo ser A ou В. Assim, o número de maneiras do evento A ocorrer Exatamente y і 
vezes nos п experimentos é igual ao número de permutações de AMA... AABBB...BB. Como se trata do | 


k vezes n-k vezes 


n! n C d 
ы am ; m DPI . Como o event B 
permutação com repetição este número é igual a Kin =)! (+) ОА розу : 


probabilidade р de ocorre е o evento В possui probabilidade igual a 1 — р de Ocorrer, então à 


\ 
\ 


x Cr ud ‚. 2: n-k “ n 

probabilidade de ocorrência de cada uma destas seqüéncias é igual a p“(1 — p" *. Como existem hj | 
| 
4 
seqüéncias, entào a probabilidade de que o evento A ocorra exatamente k vezes quando o experimento é 


: e mpra, 
realizado n vezes é igual a ipa m 


Por exemplo, suponhamos que um dado é jogado oito vezes e estamos interessados em calcular y + 


1 k . 
probabilidade que o número 2 apareça exatamente duas vezes. Uma vez que p; = =, então podemos · Ё 


6 
8 


8 
2 


sy | 
calcular a probabilidade pedida por | | = 0,2605. 


Exemplos: 


1) (FGV-2001) Em uma eleigáo para a prefeitura de uma cidade, 30% dos eleitores sáo favoráveis a um 
certo candidato A. Se uma pesquisa eleitoral for feita sorteando-se 10 pessoas (sorteio com reposição) . 
entre os eleitores, qual a probabilidade de que, nessa amostra: j 
a) todos sejam favoráveis ao candidato A; 

b) haja exatamente 3 eleitores favoráveis ао candidato A. 

Solução: 


a) Pelo Teorema da Probabilidade Binomial, a probabilidade que exatamente 10 dentre as 10 pessoas 


10 7 0 
>) (15) = 0,0000059 


10 
sejam favoráveis é | [ T 


10) (10 


б ) 3 7 
b) A probabilidade pedida é igual a 5 Ia) | 7 | = 0,267 


2) (UERJ-2005) Uma pesquisa realizada em um hospital indicou que a probabilidade de um paciente ` B 


morrer no prazo de um més, após determinada operação de câncer, é igual a 20%. 

Se trés pacientes sáo submetidos a essa operação, calcule a probabilidade de, nesse prazo: 
a) todos sobreviverem; | 

Ь) apenas dois sobreviverem. 

Solugáo: 


л © Сү” 


~ 


^A IAG AD ANDA 


rO amostra] 

. Suponh 
Н а 

dições, e А B 

р. Odense > = Assim, a probabilida e А 

ntos já realizado e: р ade de exatamente trés sobreviverem é 3 

Jr eventos em з * ` 

ima Seqüéncia de E 


que um + a) Se a probabilidade de uma pessoa morrer € de 20% 
o, então a 


Ter exatamente ES 


Como se trata de ^ 
1 


b) A probabilidade de exatamente d 
а e dois sobreviverem é |? ё 
m é (7 (08) (0,2)! = 0,384. 


ento A К & 3 
POssuj É ; questóes na prova é: 
М 3 
correr, E ў а) 36/5 Ы) 34/5 се) 42/50 4) 48/55 e 5 
› então à А Solução: dE e 
10 existem n) 4 1 A probabilidade de acertar oito questóes na id 
x Sn а prova é igual a ili 
КЇ questões que ele “chutou”. Como a probabilidade de Pe ala exatamente 4 das 6 
experimento é . | sa ue “iguala 1/5, então 
a probabilidade de acertar exatamente 4 das 6 questão no “chute” vale f j 4|. 48 
4ASJAS) ss: 
4) (UNB-2002) Para ganhar na loteria LOTOGOL, da Cai ômi 
ет calcular а ғ | cartela ao lado, o apostador deve acertar o ero е ad cli 
atea ge j participantes em 5 jogos de futebol. Mais precisamente о apostado, d о а чое 
podemos - | 1, 2, 3 ou mais de 3 gols. Para cada jogo, o apostador de n ais D ERE шкап, 1а 
; Conseqüentemente, o número de possíveis apostas Mentes са a Ше 
" 9.765.625). Supondo que os 9.765.625 resultados diferentes sejam SP i EA un к e E 
À seguintes, considerando um apostador que preencha uma única cartela de ad ее 
y | (1) A probabilidade de o apostador acertar os resultados dos 5 jogos é igual a 1/5" 
tr | (2) E mais provável o apostador obter 20 caras ao langar ao acaso 20 у i ici 
as а 20 vezes ào-viciad: 
que acertar os resultados dos 5 jogos. ЧЕЧЕ ВЕ 
PN en 1 E (3) A probabilidade de o apostador acertar os resultados de somente 4 jogos © igual a 120 vezes a 
OR ү 4 probabilidade de ele acertar os resultados dos $ jogos, 
posição) , (4) A probabilidade de o apostador acertar os resultados de apenas 3 jogos é igual a 5.760 vezes a 
probabilidade de ele acertar os resultados dos 5 jogos. 
p Solugáo: 
ч Я (1) VERDADEIRO. Podemos observar que а probabilidade de acertar o resultado de um jogo ё igual а 
i 5 5 0 
ma 1 ` 1 > | 
| 10 pessoas : 1/5. Portanto, a probabilidade de acertar os resultados dos cinco jogos é igual a AE o L, 
t x 5\25] 125 5" 


i (2) VERDADEIRO. Como a probabilidade de sair cara quando jogamos uma moeda é igual a 1/2, entào 
a probabilidade de sair exatamente 20 caras quando jogamos uma moeda 20 vezes é igual a 

20y 1 Y? riy А " 1.1 

| E) B = Por outro !адо:2°<5 = (22)° < 5^ > Pes! > TE 


20h42) (2) 2% 
xatamente 4 jogos é igual a 


(3) VERDADEIRO. A probabilidade de o apostador acertar о resultado de e 


5y 1 Y(24Y 24 2 24 120 
I zy EA $e 


m paciente ER 
4N 25 25 
(4) VERDADEIRO. A probabilidade de o ap 


SY 1Y(24y _1152 1152 _ 5760 
He (5) и agora que $ sa 


ostador acertar o resultado de exatamente 4 jogos é igual a 


Capítulo б. Proba ў 
E er um 6 quando um dado é lan Me j 
5) (Olimpíada da Bélgica-2002) Seja pi a probabilidade de obter u ipei 


1 
o di são lançados e рз a probabilid "SB 
probabilidade de obter exatamente um 6 quando dois o a И ade de Obter ; 
exatamente dois 6's quando três dados são lançados. pa 3 > e)p <р: <р 
4)р!<р,<р; Б)р <р <р: с)рг <р <р Фр: <р: <Р! 
Solugáo: 


; ial das babilidades: 
Claramente p, = ! = 0,1666... Pelo Teorema Binomial das Pro 
y 


——— 


' (үзү зү! 5 E зү 
p. =] Is) (5) oam em = [2 
| Н IA6)L6) 18 = 


Portanto: P < pi <р». 


ИСЕ 
à) - 3 -0,069444.... 
6) 72 


МИР 1 И: 
6) (ОВМ-2002) Quantos dados devem ser langados ао mesmo tempo para maximizar а probabilidade de 
se obter exatamente um 2? 
| Solução: 


| Digamos que sejam langados ao mesmo tempo п dados. A probabilidade de se obter exatamente um 24 
| 


EEN eu Я à . 
iguala p, = ny1) Е «82 -. Vamos agora resolver а inequação p, > pn- |: М 
3 ^ A6) Ls) 6" 
gn- 1 sn-2 s n 
n3 Q0-05"7 > n-i » 15] n € 6. ; 
б" 6^7! 6 6 


Portanto, а inequação p, > pp _ , é válida para todo inteiro n tal que 2 < n < 6. Por outro lado, podemos : | 


Bi 
observar que p, = р; = (6 > рц. 
Assim, sobre a ordem dos valores de p, 


podemos afirmar que Рі < P2 < P3 <р; <р; = pe 
Deste modo, os maiores valores de pn 


^p?ps?p. : 
ocorrem para n= 5 ou 6. 

7) (AIME-89) Uma moeda possui probabilidade p de sair cara. Se a moeda é Jogada 5 vezes, sabe-se que 
a probabilidade que sair exatamente duas caras e a mesma probabilidade de sair exatamente uma cara, 
Determine a probabilidade que saia exatamente três caras em cinco jogadas da moeda. 
Solução: 


Quando jogamos uma mesma moed. 


aja ameta tatit 


à cinco vezes, a probabilidade de sair cara exatamente k vezes (0<k 
/ 5 А $-k 
5 5) é igual a p, = (So... YU Peara). Pelo enunciado: 


$5 з [5 4 Po 1 
P=p > Pü-p'-| bpü-p* = 2p=1-p > p=. 
2 1 pel 3 


Portanto, a probabilidade de sair trés ca 


o Tags 


Tas em cinco lançamentos é igual a: 


nos 


ue 


finitos. Vamos agora anali А 
juntos ui analisar experime 
conjuntos que possuem infinitos element Fios em que os 
ocorra o resultado cara. Sendo A = са s Como espaços amostrais são form: 
Ex: ra e = 


Q possui infinitos elementos 
з A, associado a um espago 
elementos de A. Quando A também 


for infinito, o valor da sua probabili ^ o 
р ilidade de ocorrência fi la f ( 
) > p(a,), onde exi 
na р(А 12. existem 


infini e Ari 

ona кы Entretanto, como 0 < P(A) < 1 aA 

5 ergente. esafio "e S l, os valore 

desta seqüéncia convergente. Na чыз dis € descobrir uma le ч СЫЛЫ EA Tonnan uma 

a A А С па dos caso: UE ar a soma dos t 
razáo está entre 0 e 1, cujo val S, esta segiiência é ermos 
or da soma dos i > ia é uma progressă ; А 
A infini А É gressão geométrica с 

Os exemplos seguintes mostram os tos termos é conhecida. uja 


PU Amd principais i 
amostrais infinitos. pais casos de experimentos aleatórios com espaços 


Exemplos: 


1) Um jogo é composto das seguintes regras: 
i) Um dado não-viciado é jogado; 

ii) Se sair o número 3 o jogador I ganha e se saírem os números 4, 5 ou 6 o jogador 11 ganha; 

iii) Se saírem os números 1 ou 2 joga-se novamente o dado, até sair 3, 4, 5 ou 6 а 

еса , ‚4, e seja declarado o 

Determine a probabilidade de o jogador II ganhar o jogo. 

Solução: 

A probabilidade de o jogador IT ganhar jogando o dado exatamente uma vez é: p, 


| 
Y 
A probabilidade de o jogador П ganhar jogando o dado exatamente duas vezesé: p ===. 
23:26 
A probabilidade de o jogador III ganhar jogando o dado exatamente três vezes é: рз = 557 = 5 
18 


obabilidade de o jogador Il ganhar jogando o dado exatamente К vezes ©: / 
| 


Generalizando, a pr 
А x x А ; 1 1 1l 1/2 
‚ Assim, a probabilidade de o jogador II ganhar o jogo е: P= > КЕЛЕГ “Түз = 


Pk 7 ael 


ar а posse de um objeto num jogo de 
s e Bruno 2 moedas, simultaneamente. Vence o jogo, € 
o maior número de caras. Ocorrendo 
até que haja um vencedor. 


2) (FGV-2004) Dois amigos, Alfredo e Bruno, combinam disput 


“cara ou coroa”. Alfredo lança 3 moeda 
consequentemente, fica com o objeto, aquele que conseguir T 
empate, a experiéncia será repetida, tantas vezes quantas forem necessarias, 


Calcule: au i» 
a) a probabilidade de que Alfredo venga a disputa na primeira experiéncia. 
b) A probabilidade de que Alfredo venga а disputa. 
Solução: 

| de à probabilidade de Alfr 
a) Considere que p(na, ng) corresponde ds айы de rus ш, 


Conseguir ng caras. Vamos construir a distri A sire a 
yy era Te yet] зүтүүг TBIG nd 
J JE) BB B =з PO = (12 12) Po A2 702 | 2 

2 2 0AZ 


p(0,0) = | 0 


edo conseguir na caras © Bruno 
perimento aleatório: 


187 


` Capítulo 6. p, A: 


Dor OTTO 


tar 


Portanto, a probabilidade de Alfredo ganhar na 1* experiéncia é igual a: 


3. 3 1162,1 _16_\ | 
pa = p(1,0) + p(2,0) + p(3,0) + р(2,1) + р(3,1) + р(3,2) = MEE T3558 sp yy > 
b) A probabilidade de em uma experiéncia ocorrer empate é igual a: 

1.6 3 5 
Pe = p(0,0) + p(1,1) + p(2,2) E cu cc) me 
ЗЕТЕ 5 5 5 1 5" 
A probabilidade de Alfredo ganhar na nº experiência é iguala: pe Pe-PePa = TE IM E : 
uui ur У, 


Notemos que a seqüéncia formada pelos valores das probabilidades de Alfredo ganhar em сай 
experiéncia é uma progressáo geométrica infinita de razào 5/16. 


Assim, a probabilidade de Alfredo ganhar vale: pa, = 


3) (Olimpíada da Espanha-2003) Por vez, em ordem alfabética, três amigos lançam um dado. Quem 
obter um 6 em primeiro lugar ganha a aposta. Por cada euro que aposte Carlos, que quantidade devem 


apostar Ana e Blas para equilibrar o jogo e fazer com que este seja equitativo, ou seja, para que todos, 


esperem ganhar a mesma quantidade de dinheiro no jogo? 

Solução: 

Sabemos que a probabilidade de sair um 6 quando jogamos um dado é igual a 1/6 e a probabilidade de 
sair um número diferente de 6 é igual a 5/6. Assim, as probabilidades de cada um ganhar é igual a: 


1 5551 5555551 1/6 

Pana TFT t A KK 
6 6666 6666666 1-5/6 
51 55551 5555555 

PBus LOT FDA A LA S joue di 
66 66666 66666666 6 


1-52 /6° 
1,555551,555555551, 5 М6 
6 666666 666666666 " 62 (153763 


—- 
Carlos 66 


Desta forma, temos que Pana 


5 
então para cada euro apostado por Carlos, Ana deve apostar 1,44 euros e Blas 1,2 euros. 


36 6 ОСЕ 
= 95 Pearlos € Peus = Pci; OU Seja, рага que о jogo seja equitativo. ` 


/ 


ativo, 


Questões de Vestibu lares 


1) Uma caixa contém 20 peças em boas condi X 
e 15 em más condições. Uma amostra de 10 Б m 
é extraída. Calcular a probabilidade de que = 
menos uma peça na amostra seja defeituosa. 


2) Cinco dados são jogados simultan 
resultados são classificados em: 
Ау: todos diferentes; 

Ay: dois pares; 

As: três iguais e dois iguais, Ag: quatro iguais; 
Аз: cinco iguais; Ag: uma seqüéncia. 
Calcular as probabilidades de A, i = | 2 8. 


$465 


eamente e os 


Аз: um par; 
As: trés iguais; 


3) Uma cidade tem 30.000 habitantes de 3 jornais 
A, B e C. Uma pesquisa de opiniào revela que: 
1200 lêem A; 8000 léem B; 7000 lêem A e B; 
6000 lêem C; 4500 lêem A eC; 1000 léem B 
e С; 500 léem A, Be C. 

Qual é a probabilidade de que um habitante leia: 
a) pelo menos um jomal; 

b) só um jornal. 


4) Os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, sáo escritos em 5 
cartões diferentes. Estes cartões são escolhidos 
(sem reposição) aleatoriamente e os algarismos 
que vão aparecendo são escritos da esquerda para 
a direita, formando um número de cinco 
algarismos. 

a) Calcular a probabilidade de que o número 
escrito seja par. 

b) Se a escolha fosse com reposição qual seria a 
probabilidade? 


5) Colocam-se aleatoriamente b bolas em b umas. 
Calcular a probabilidade de que exatamente uma 
urna seja deixada desocupada. 


6) Dez pessoas são separadas em dois grupos de 5 
pessoas cada um. Qual é a probabilidade de que 
duas pessoas determinadas A e B façam parte do 
mesmo grupo. 


7) Cinco homens e cinco mulheres compram 10 
cadeiras consecutivas na mesma fila de um teatro. 
Supondo que elas se sentarem aleatoriamente nas 
10 cadeiras, calcular: . 

a) A probabilidade de que se sentem em cadeiras 
alternadas; 

b) A probabilidade de que as mulheres se sentem 
juntas. 


é €scolhido 
5 Probabilidade de que 


E E P 
9) m um armário hán Pares de Sapatos. Retirar \- 
Se ao acaso P pés de Sapatos desse armário. Qual a 


haver ent А 
М те es; 
K pares de sapatos? SS pés exatamente 


10) Aos números inteiros entre | 
designadas Probabilidades Proporcionais aos s 
valores. Calcular P(i) para 1<i<n. in 
11) Trés dados Sào jogados Simultaneamente 
Calcular à probabilidade de obter 12 como soma 
dos resultados dos 3 dados. Í 


12) Dois dados são jogados simultaneamente. 


Calcular a probabilidade de obter 7 como soma 
dos resultados. 


13) Consideremos uma urna contendo n bolas, das 
quais n, > | são brancas e m > 1 são pretas com n 
= п + пз. Escolhe-se, ao acaso, uma amostra de r 
bolas, com r < nı e r < m. Qual a probabilidade de 
que exatamente k bolas nessa amostra sejam 
brancas, se 0 < k <r. 


14) Uma moeda equilibrada (probabilidade de cara 
= probabilidade de coroa) é jogada n vezes. 
Calcular a probabilidade de obter-se exatamente k 
caras, 0 <k <n. 


15) Sejam A e B eventos tais que: 

P(A) = 1/2, P(B) = 1/4 e P(A 0B) = 1/5. 
Calcular: 

a) P(AUA); b) P(A"; с) P(B’); d) P(ANB”) 
e) P(A'^B); f) Р(А'СВ”); g)P(A'UB). 


16) Uma uma contém 4 bolas brancas, 4 bolas 
pretas e 4 bolas vermelhas. Sacam-se 6 bolas dessa 
uma. Determine a probabilidade de serem sacadas 
2 bolas de cada cor: Ma 
a) supondo a extração com reposição; 
b) supondo a extração sem reposição. 


j são sorteadas 6 dezenas 

17) No jogo da Sena E m 

151 entre as dezenas ) 

Mo escolhe 6 dessas 50 е 

а {айо se são sorteadas 4 (quadras), Саи 
Ee incipal) das dezenas por ele esco 

6 (Sena Princip ен 


ou se as dezenas sorteadas são escolhidas 
aumentadas (Sena Anterior) ou diminuídas (Sena 
Posterior) de uma unidade (50 + 1 = 01, 0! — 1 = 
50). Determine а probabilidade de um apostador 
fazer: 

a) uma quadra; 

b) uma quina; 

с) A Sena Principal; 

d) a Sena Anterior ou Posterior. 


18) Um carro estaciona entre n outros em fila e 
náo numa ponta. Quando o dono retorna ainda 
estáo estacionados m dos n carros. Qual é a 
probabilidade das duas vagas adjacentes ao seu 
carro estarem vazias? 


19) Se n homens, entre os quais Joáo e Pedro, sáo 
postos ао acaso em uma fila, qual é a 
probabilidade de haver exatamente m pessoas 
entre João e Pedro? 


20) Em uma roda são colocadas, ao acaso, n 
pessoas. Qual é a probabilidade de duas 
determinadas dessas pessoas ficarem juntas? 


21) Escolhe-se ao acaso um número entre | e 50. 
Se o nümero é primo qual é a probabilidade de que 
seja ímpar? 


22) Uma moeda é jogada 6 vezes. Sabendo-se que 
no primeiro lançamento deu coroa, calcular a 
probabilidade condicional de que o número de 
caras nos seis lançamentos supere o número de 
coroas. 


23) Uma moeda é jogada 4 vezes. Sabendo que no 
primeiro resultado foi cara, calcular a 
probabilidade condicional de obter pelo menos 2 
caras. 


24) Jogue um dado duas vezes. Calcule a 
probabilidade que no primeiro de obter 3 na 
primeira jogada, sabendo que a soma dos 
resultados foi 7. 


25) Duas máquinas A e B produzem 3000 peças 
em um dia. A máquina A produz 1000 peças, das 
quais 3% são defeituosas. A máquina B produz as 
restantes 2000, das quais 1% são defeituosas. Da 
produção total de um dia uma peça é escolhida ao 
acaso e, examinando-a, constata-se que é 


26) Três umas I, Пе [LI contém Fespecti 


Vamo. - grui 
bola branca e 2 pretas, 2 brancas e à Men gu 
brancas e 2 pretas. Uma uma é escolhida a cá elir 
e dela é retirada uma bola, que é branca D ad 3 56 
probabilidade condicional de que a uma еу | e 
foi a II? hig { " 

i pr 
27) Um estudante resolve um teste com qu i ра 
do tipo verdadeiro-falso. Ela sabe бага Bei. 
correta para 40% das questóes, Quando À > 
responde uma questão cuja solução conhece 4 T 
resposta correta, € nos Outros casos decide нр \ р 
ou coroa. Se uma questão foi tesponi E р 
corretamente, qual é a probabilidade de que à 3 : 
saiba a resposta? 3 


28) Se A e B sáo eventos independentes tais Que \ 


Р(А) = 1/3 е Р(В) = 12. Calcule МАД 
P(A'UB”) e Р(А`СВ). : 


29) Sejam A e B dois eventos independentes ры 
que P(A) = 1/4 e P(AUB) = 1/3. Calcule P(B). 


30) Uma moeda equilibrada é jogada duas vezes 
Sejam A e Bos eventos: 

А: cara na primeira jogada; 

B: cara na segunda jogada. 

Verifique que A e B são independentes. 


31) Determine a probabilidade de obter: | 
a) ao menos um 6 em quatro lançamentos de um É 
dado; a. 


b) ao menos um duplo 6 em 24 lançamentos de ur 
dado. E 


32) A probabilidade de um homem ser canhoto é É 
1/10. Qual é a probabilidade de, em um grupo de 
10 homens, haver pelo menos um canhoto? 


33) Um exame de laboratório tem eficiência & 
95% para detectar uma doença quando & E 
doença existe de fato. Entretanto o teste aponta un | 
resultado “falso positivo” para 1% das pes. 
sadias testadas. Se 0,5% da população tem *- | 
doenga, qual é a probabilidade de que uma pesso 
ter a doença dado que o seu exame foi positivo: 


TM e 
34) 2" jogadores de tênis de igual habi 
disputam um tomeio. Eles são divididos 


NA RA 


erupos de 2, ао acaso, e jogadores de um mesmo 
grupo jogam entre si. Os perdedores sáo 
eliminados e Os vencedores são divididos 
novamente em grupos de 2 e assim por diante até 
restar apenas um jogador que é proclamado 
campeão. Qual é a probabilidade de dois Jogadores 
A e B se enfrentarem durante o torneio? Qual é a 
pope do jogador A jogar exatamente k 41) (UFC 99) Consi 
ы E on 
p шшде pelos ры ЕИ тн 
кошы formados pelos algarismos 2, 3, 4 e S, 
© a opção em que consta a probabilidade de 
que ao escolhermos um destes números. 
aleatoriamente, este seja múltiplo de 3 | 
a) 1/3 b)1/4 c)U2 d)2/3 e)3/4 


35) Dois adversários A e B disputam uma série de 
10 partidas. A probabilidade de A ganhar uma 
partida é 0,6 e não há empates. Qual é a 
probabilidade de A ganhar a série? 


36) Lança-se repetidamente um par de dados não 
tendenciosos. Qual é a probabilidade de obtermos 
duas somas iguais a 7 antes de obtermos três 
somas iguais a 3? 


42) (UFC-2000) Oito pessoas, sendo 5 homens e 3 
mulheres, serão organizados em uma fila A 
probabilidade das pessoas do mesmo sexo ficarem 
Juntas é: 

a) 1/28 b)1/18 c)3/28 d)5/18 e) 1/38 


Questões de Vestibular 
43) (UF G-2000) Dispondo-se de 4 cores distintas, 
deseja-se pintar uma bandeira composta de 4 
listras, de forma que listras vizinhas tenham cores 
diferentes. 

a) De quantas maneiras distintas a bandeira pode 
ser pintada? Justifique. 

b) Escolhendo-se aleatoriamente uma das formas 
possíveis de pintar a bandeira, qual é a 
probabilidade de que a forma escolhida seja uma 
que contenha as 4 cores? 


37) (UFRN-98) Uma caixa contém 20 bolas 
brancas e 15 bolas vermelhas. Retira-se uma 
amostra de 10 bolas. A probabilidade de que todas 
as bolas retiradas sejam vermelhas é: 

15 b Сэоло с) _2 d) Cisão 


a) д 
Cssão C3510 C3510 C3510 


38) (UFRN-2001) Para acessar o sistema de 
computadores da empresa, cada funcionário digita 
sua senha pessoal, formada por 4 letras distintas 
do nosso alfabeto (que possui 23 letras), numa 
ordem preestabelecida. Certa vez, um funcionário 
esqueceu a respectiva senha, lembrando apenas 
que ela começava com X e terminava com F. A 
probabilidade de ele ter acertado a senha ao acaso, 
numa única tentativa, é: 

А) 1/326 В) 1/529 C)1/253 D) 1/420 


44) (UFV-2000) Numa Olimpiada de Matemática 
estão participando todos os estados da região 
Sudeste, cada um representado por uma única 
equipe. No final, serão premiadas apenas as 
equipes classificadas em 1° ou 2º lugar. Supondo 
que as equipes estejam igualmente preparadas, a 
PROBABILIDADE de Minas Gerais ser premiada 


é: 
39) (UFRN-2002) “Blocos Lógicos” é uma а)0,7 b)0,6 c)! 00,5 e) 0,3 
coleção de peças utilizada no ensino de 
Matemática. São 48 peças construídas 
combinando-se 3 cores (azul, vermelha e amarela), 
4 formas (triangular, quadrada, retangular e 
circular), 2 tamanhos (grande e pequeno) € 2 
espessuras (grossa e fina). Cada peça tem apenas 
uma cor, uma forma, um tamanho e uma 
espessura. Se uma criança pegar uma peça, 
aleatoriamente, a probabilidade dessa peça Ser 
amarela e grande é 

A)1/12 B)1/6 C)1/3 D)1/2 


45) (UFU-99) Das 40 pessoas participantes de um 
bingo beneficente, verificou-se que 40% eram 
estreantes nesse jogo е que 40% eram do sexo 
masculino. Se 50% das mulheres presentes Já 
haviam participado de bingos beneficentes, qual é 
a probabilidade de que O ganhador do bingo seja 


um homem estreante? 


a) 2/10 b) 4/10 с) 3/10 d) 1/10 


acaso ит dos 
abilidade de ele 
tural é igual 


(UFU-2000) Escolhido ao 
ositivos de 100, a prob 
de um número na 


46) 
divisores p 
ХАО ser o quadrado 


d) 1/3 


а: „ 
а) 5/9 b)4/9 с) 2/3 
47) (РОС MG-2000) Em uma uma 10 fichas 
ide a" „гада de 1 a 10. Retiram-se + 
idénticas, numeradas de р ГИ 
fichas ao acaso (sem reposição). A o с 
a dos dois números seja iguala 14 E: 

“а e) 4/45 


te que a som 
de que a so с) 3/65 d) 1/50 


a) 1/100 6) 9/100 


48) (UFRRJ-2001) Em uma prova de recuperação, 
um professor formulou 5 questões € pediu Pai 
que cada aluno escolhesse duas. A probabilidade 


ñ as sere ^ secti 'as 5: 
1s questões escolhidas serem consecutivas с 


1а | 
с) 40%. d) 50%. е) 60%. 


а) 20%. Б) 30%. 


49) (UFRRJ-2001) Uma urna contém 8 bolas 
numeradas de 1 a 8. Retirando-se 4 bolas, sem 
reposição, qual a probabilidade de que as bolas 
retiradas sejam 1, 2, 3 e 4, nesta ordem? 


50) (UFF-2001) Avaliou-se um grupo de alunos da 
UFF, classificando-se, cada um deles, em doente 
ou saudável. Em relação a esse grupo, garante-se 
que dentre os alunos saudáveis em um dia, 90% 
ainda estarão saudáveis no dia seguinte e dentre os 
doentes, 60% ainda estarão doentes no dia 
seguinte. Considere a observação desse grupo de 
alunos em três dias consecutivos. Sabe-se que no 
primeiro dia 20% dos alunos estejam doentes. 

a) Determine a porcentagem de alunos que ainda 
estarão doentes no segundo dia. 

b) Escolhido um aluno ao acaso, no terceiro dia. 
determine a probabilidade de ele estar saudável. 


51) (UFF-2001) Os cavalos X, Y e Z disputam 
uma prova ao final da qual não poderá ocorrer 
empate. Sabe-se que a probabilidade de X vencer é 
igual ao dobro da probabilidade de Y vencer. Da 
mesma forma, a probabilidade de Y vencer é igual 
ao dobro da probabilidade de Z vencer. E 
Calcule a probabilidade de: 
a) X vencer: b) Y vencer; с) Z vencer. 
52) (UERJ-2001) Uma prova é composta por 6 
questões com 4 alternativas de resposta cada uma 
das quais apenas uma delas é correta. Cada 
resposta correta corresponde a 3 i 
$ pontos ganhos; 
cada erro ou questão não respondida, : Г 
perdido. Calcule а probabilid. Sae 
idade de um aluno que 


192 


tulo б. Ро Н 


tenha respondido aleatoriamente 4 


r 3 toda 
questões obter um total de pontos cia È 


igual a 10. 


53) (UERJ-2002) Cinco casais formados, ad 
por marido € mulher, sáo aleatoriamente 5 la 
em grupos de duas pessoas cada um, 
probabilidade de que todos os grup 
formados por: 

(A) um marido e sua mulher; 

(B) pessoas de sexos diferentes. 


Spo; Н 
Calcule 
% sp É, 


54) (UFRJ-97) Um estudante caminha diariame 

de casa para o colégio, onde não é репти 
ingressar após as 7h 30min. No trajeto d 
obrigado a cruzar trés ruas. Em cada ii. 
travessia de pedestres é controlada por sinais ^ 
tránsito nào sincronizados. A Probabilidade q 
cada sinal estar aberto para o pedestre é igual 225 
e a probabilidade de estar fechado é igual a 13 
Cada sinal aberto náo atrasa о estudante, porém 
cada sinal fechado o retém por 1 minuto, Q 
estudante caminha sempre com a Mesma 
velocidade. Quando os três sinais estão abertos, i 
estudante gasta exatamente 20 minutos para fazer 
o trajeto. Em um certo dia, o estudante saiu de 
casa às 7h 09min. Determine a probabilidade фео 
estudante, nesse dia, chegar atrasado ao colégio, 
ou seja, chegar após as 7h 30min. 


55) (UFRJ-98) Duzentas bolas pretas e duzentas 
bolas brancas são distribuídas em duas umas, de 
modo que cada uma delas contenha cem bolas 
pretas e cem brancas. Uma pessoa retira ao acaso 
uma bola de cada uma. Determine a probabilidad: 
de que as duas bolas retiradas sejam de cores 
distintas, 


56) (UFRJ-99) Dispomos de quatro umas, cadi 
uma contendo dez bolas numeradas de 0 а. 
Sorteando ao acaso uma bola de cada um. 
formamos um número entre 0 e 9.999. Lembrando 
que zero é múltiplo de qualquer número inteiro. 
determine a probabilidade de o número sorteado 
ser múltiplo de 8. 


57) (UFRJ-2000) Fernando e Cláudio forum 
pescar num lago onde só existem trutas e сар > 
Fernando pescou, no total, o triplo da quantidade 
pescada por Cláudio. Fernando pescou duas vez 
mais trutas do que carpas, enquanto Cláudio 
Pescou quantidades iguais de carpas e trutas. | 


peixes foram todos Jogados num E 
truta foi escolhida до acaso 
Determine a probabilidade de 
sido pescada por Fernando 


aio 
desse 
que esta trut 


58) (UFRJ-2002) O setor de 
de uma pequena confecção 
das peças produzidas, 

aproveitáveis ou — nào 


Controle de 
fez um levantamento 
Classificando-as Como 

AProveitáveis, 


Qualidade 


As 
porcentagens de peças aproveitáveis estão na 
tabela abaixo. Um segundo levantamento verificou 
que 75% das camisetas 


М5 aproveitáveis, 90% d 
bermudas — aprovcitáveis с 85% 
aproveitáveis são de ]* ualidade. 
Peca Aproveitável 

Camiseta 96% 

Bermuda 98% 

Calça [90% 

Escolhendo-se aleatoriamente uma c 


das Calças 


alça e uma 
camiseta dessa confecção, calcule à Probabilidade 


p de que as condições a Seguir sejam ambas 
satisfeitas: a camiseta ser de ]* qualidade e a calça 
não ser aproveitável. 


59) (UFRJ-2002) Duas umas contêm, cada uma, 
100 bolinhas numeradas de 1 a 100. Retira-se ao 
acaso uma bolinha de cada uma. Sabendo-se que 
todas as bolinhas têm a mesma probabilidade de 
serem retiradas, qual a probabilidade p de que a 
soma dos números obtidos seja par? 


60) (PUC/SP-2000) Considere uma família 
numerosa tal que: | 

* cada filho do sexo masculino tem um número de 
irmás igual ao dobro do número de irmãos, 

* cada filho do sexo feminino tem um número de 
irmãs igual ao de irmãos acrescido de 2 unidades. 
Ao escolher-se ao acaso 2 filhos dessa família, a 
probabilidade de eles serem de sexos opostos é К 
а) 4/13 Б) 20/39 с) 7/12 4) 11/13 e)11/12 


61) (UFSCar-2001) Gustavo e sua irmá Caroline 
viajaram de férias para cidades distintas. Os eo 
recomendam que ambos telefonem quando 
chegarem ao destino. A experiência em férias 
anteriores mostra que nem sempre ke 
Caroline cumprem esse desejo dos pais. a 
probabilidade de Gustavo telefonar CN 
probabilidade de Caroline telefonar é кле 
probabilidade de pelo menos um dos filhos 
contactar os pais é: 

a) 0,20 b) 0,48 c)0,64 d)0,86 е) 0,92 


бај tuto б. Probabilidade 
venie i ЕУ Contém 2 bolas brancas, 


Pretas, Retiradas 
Я аз, а abi : 
Fist ES Probabilidade de 


€) 5/12 


> tetras serem Sorteada 

à 30, uma a i em 
PRA Apos a outra, formando essa 
a) 1/8! b) 2/81 


С) 8% дула с) 8/81 

64) (Mack. e | 

A на otl) Sempre Que joga, um jogador de 
Jogando 4 partidas Ер ilidad leol Мы 
time Pig: s ade de ele vencer 
a) 4/27 b) 8/81 с) 2/27 d)16/81 e) 8/27 
65) (Mack-2001) A Probabilidade de 
um filho do sexo masculino é 1/4. En 
que 0 casal venha a ter três filhos, a Probabilidade 
de serem exatamente dois do Mesmo sexo é: 

a) 3/16 b) 1/16 с)3/8 d)/18 е) 9/16 


um casal ter 
tão, supondo 


66) (Mack-2001) Considere 
algarismos distintos que podem ser formados 
Utilizando-se |. 2,3,4, 5е6 -Escolhido ао acaso 
um desses números, a probabilidade de ele conter 
o algarismo 3 e não conter O algarismo 5 é: 

а) 7/15 b)1112 0815 d) 4/15 e) 5/12 


todos os números de 4 


67) (Mack-2002) Retirados, ao acaso, trés 
nümeros do conjunto (1; 2; 3; ..; 20), o valor 
mais próximo da probabilidade de pelo menos um 
deles ser divisivel por 5 é: 

a)50% b)35% c)40% d)30% e)25% 


j de 8 pessoas, 5 
68) (Mack-2002) Num conjunto с 
А. óculos. Escolhidas ao acaso duas pe e 
conjunto, a probabilidade de somente uma delas 


óculos é: 
2) 15/28 o) 15/56 с) 8/28 d)5/56 е) 3/28 


А déncia (2,3, 
-2002 Considere a seqüénci 
n pra maiores pi l e о 
| i B ois deles, 
. Escolhidos ao acaso n 
d iiis de serem impares ed é 
E b) 5/66 c) 2/33 d) 1/33 e) 
a 


193 


70) (Mack-2002) Dois prêmios iguais o 
sorteados entre 6 pessoas, sendo 4 homens 52 
mulheres. Supondo que uma mesma o ae 
possa ganhar os 2 prêmios, a probabilidade e pe 

menos um homem ser sorteado e: , 
а) 5/6 b)7/8 с) 14/15 d) 13/14 e)8/9 


71) (Fei-2000) Na inspeção de qualidade de 
produção de um tipo de pega, adota-se O seguinte 
procedimento: de cada lote com 20 pegas 
produzidas sáo separadas aleatoriamente 2 pecas; 
depois essas 2 pegas sáo testadas e se pelo menos 
uma delas apresentar algum defeito, o lote é 
rejeitado. Sabendo-se que num determinado lote 
há 6 peças defeituosas e 14 peças perfeitas, qual a 
probabilidade desse lote ser aprovado? 

a)1/2 b)3/10 с) 3/20 d)6/91 е) 91/190 


72) (UMC-2001) A tabela a seguir fornece, por 

sexo e área escolhida, o número de inscritos em 

um Vestibular para ingresso no curso superior: 

Masculino | 2500 1500 1500 

Feminino 1000 2000 
Escolhido, ao acaso, um dos inscritos € 
representando por py a probabilidade do escolhido 
ser do sexo masculino e ter optado por Exatas е p> 
a probabilidade do escolhido ser do sexo feminino 
sabendo que optou por Biomédicas, pode-se 
concluir que 

a)p¡=0,6 e p2=0,375 

b) pi = 0,6 ep” 0,15 

c) рг = 0,15 e рг = 0,15 

4) рг = 0,15 е р = 0,375 

e) pi = 0,375 e p= 0,15 


73) (Unifesp-2002) Uma pessoa comprou um 
número (de dois algarismos) de uma rifa, 
constante de números de 00 a 99. O sorteio será 
feito de uma das duas maneiras descritas a seguir. 

A. Em uma uma, sáo colocadas 100 bolas, 
numeradas de 00 a 99, de onde será retirada uma 
única bola. 

B. Em uma uma, são colocadas 20 bolas, 
numeradas de 0 a 9,sendo duas com número 0, 


Capítulo б. POR | 


74) (ESPM-99) No programa de TV do 
apresentador Vudu, um candidato a um ртт 
RS 50,00 deve sortear uma bola branca 94: 
ита que contém 4 bolas brancas е 6 Pretas, i ч, 
Caso ganhe o prêmio, cle pode concorrer ag is, 
prêmio de R$ 1 000,00. Basta sortear mais to 
bola branca da mesma uma que, nesta кү 
etapa, contém uma bola branca a me da; 


А Nos, 
probabilidade do candidato ganhar os dois Prêmio, 


famos, 


é: 
а) 3/25 b)2/15 c)7/15 d)7/10 е) 115 


75) (FGV-2000) Uma шта contém 15 bolinha 
numeradas de Іа 15. 

a) Se uma bolinha for sorteada, qual : 
probabilidade de que o nümero observado жй 
divisível por 3? 

b) Se duas bolinhas forem бопем 
sucessivamente sem reposição (a ordem das 
números não é levada em consideração), qual a 
probabilidade de que os números observados 
sejam consecutivos”? 


76) (FGV-2002) Uma uma contém 6 bola 
vermelhas e 4 brancas. Três bolas sip 
sucessivamente sorteadas, sem reposição. A 
probabilidade de observar-mos 3 bolas brancas é: 
а) 1/15 Ы) 1/20 c)1/25 d) 1/30 e) 1/35 


77) (Unicamp-99) Em uma festa рага calouros 
estão presentes 250 calouros e 350 calouras. Par 
dangar, cada calouro escolhe uma caloura ao acaso 
formando um par. Pergunta-se: 

a) Quantos pares podem ser formados? 

b) Qual a probabilidade de que uma determinada 
caloura não esteja dançando no momento em qu 
todos os 250 calouros estão dançando? 


78) (Unicamp-2000) Para representar um número 
natural positivo na base 2, escreve-se esse número 
como soma de potências de 2. Por exemplo. 
1321-22 41.22 «0-2! 41-22 = 1101. 
a) Escreva o número 2º +13 na base 2. 
b) Quantos números naturais positivos podem $ 


duas com número 1, ... , até duas numeradas com 
9. Uma bola é retirada, formando o algarismo das 
dezenas e, depois, sem reposição da primeira bola, 
outra é retirada, formando o algarismo das 
unidades. 

a) Qual é a probabilidade de ganhar no sorteio A? 
b) Qual é a probabilidade de ganhar no sorteio B? 


escritos na base 2 usando-se exatamente cinco 
algarismos? | 
с) Escolhendo-se ao acaso um número natural T p 
que 1< n <2% , qual a probabilidade de que = 
usados exatamente quarenta e cinco algms" 
para representar o número n na base 2? 


—— ` 


\ 
ісатр-2001) O sistema de Numeração na Daba: Capítulo 6, Probabilidade > 
do f, 197 dl normalmente, os dígitos de Uva Probabilidade de ocorrer O eve 

А Amoso base ¿presentar os números naturai 

m Prêmio de para repr 

nca de y 


5, sendo que o 


do é aceito como o primeir 
áo é ace 
zero n 


O algarismo da 
А " ergunta-se: 
retas, Iguais, esquerda. Perg 


P(A) = 1-10 
Ter a Outro 


nto А é dada por 


4 O número Máximo de elementos 
de A é 


antos são os números naturais de. cinco | 9 10 b) 11 ©) 14 d) 15 
a) Quan s formados por cinco digitos diferentes? 
T Mais uma ра ао acaso um desses 
Уа Segunda b) Escolhe 
Menos. 


85) (AFA-2001/2002) Na Academia da Força 
erea, existem 8 Professores de matemática e 6 de 
Sica. Para Participar de um Congresso no Rio de 

Janeiro, deverá ser formada uma comissão de 4 

Professores. A Probabilidade de Participarem dessa 

Comissão 3 Professores de matemática e | de fisica 

é de: 

а) 3/1001 


Números do 
m a, qual a probabilidade de que 
nem а, 


Seus cinco 
Igarismos estejam em ordem crescente? 
algaris 


ois Prêmios 


) 11/15 


Fuvest-2000) Um arquivo de escritório possui 

uvest- 

80) (F tas, chamadas a, b, c, d. Em cada gaveta 

4 gave E máximo 5 pastas. Uma Secretária 

cabem : 18 pastas nesse arquivo. Qual é 
p u, ao acaso, p 

guardo , 


3 bolinhas 


b) 48/143 с) 21/286 а) 4/13 
obabilidade de haver exatamente 4 pastas па 86) (Aman-2005) Um grupo é constituido de 5 
qual a un a? homens e 3 mulheres. Três pessoas são 
rvado sej a b) 1/40 c)3/20 d)1/20 e) 1/30 selecionadas ao acaso, sem reposição. Qual a 
Ы 290 | А probabilidade de que ao menos duas sejam 
-2002) Dois triângulos congruentes, mulheres? 
ig 81) (Puvest dis sáo indistinguíveis se podem a)1/14 b)2/7 С) 3/8 d)2/9 е)4/7 
гает dos com lados colo de tal modo que as cores dos lados 
о QUA a н Dados dois | 7 (FGV.2005) Uma uma contém quatro fichas 
bservados coincidentes ma eros congruentes, cada um de numeradas, sendo: 
triángulos equi do com uma cor escolhida dentre | . A 1° com o número 5 
seus lados é pinta com mal probabilidade. | A | .A2com o número 10 
6 bolas duas маде de que esses triângulos sejam |, д ya ш A 
á a * A 4º com o núm А 
olas são probabi íveis é de: А А número anotado е é 
icã indistinguíveis é de: /32 ha é sorteada, tem seu i Я 
оа RS AO OS ин na шта; em seguida outra ficha é 
ancas é; аре | $ tado seu número. MG 
5 99) A probabilidade de observarmos sorteada ОП de que a média aritmética dos 
82) (AFA-98/ face superior de um dado viciado é | A probabilida Е de cati Өш DE ©: 
1 се T . Ао is nümeros sorte: 
m nümero na face st esse número dois nú 3 
as. Para diretamente ү киыры блм de ocorrer а) 5/12 v) qe й 
ras. da o, a e 
esse d) 7/14 
ao acaso lançarmos h i 
^ ré colocados 
D12 eum or nni M) (ESEM:2003) Numia- uma: со O 
a = do os nümeri 
i А а ргеѓа ões conten : te 
erminada a urna contém | bola preta | 900 cart ão é retirado aleatoriamen diga 
› em que 83) (AFA-99/2000) Um da urna contém x bolas | 999. Um hys bendo-se que no número > ia 
a - a e 
eo branças, Mma Б Cue num total de 10 | dessa тр ен é 5, a probabilidade 
restantes Н tira-se 0 | coma dos 
rai primeiro experimento, те segundo | número 500 é: 
número bolas. Em pu de cada urna. Em um 
A a bola 
- número acaso um 
xemplo: 


reu i uma 
exper! S sáo те nidas em 

р imento todas as bolas $ | 

üni rna 8 аџаѕ são retiradas, ao gi uma 
única u : 

seguida à йй: $ет reposição. о menor valor de 


Ms 
1119 by QUIT @116 e) 
a) 


em 5 bolas 
a contem 
-2003) Uma um 
89) (ESPM 


é retirada 
bola é retira 
1 a 5. Uma bo ado. 
` radas de : é observ 
em duas bolas | ¡dénticas, namente e seu Ap deixada fora 
bilidade de se obter ndo | da uma aleato impar essa bola é d ma. Em 
х, tal que a probabi maior no segu for um número imp ela retorna à ur da. À 
dem se; pretas seja estritamente еч mas, se for par, da bola é retirada. r 
inco i é da uma uma segun m número pa 
E cut d)4 ambos os Casos e ela apresente U 
Aba de | probabilidade de qu 
tal amostral pro 
ral n Seja S o espaço 
; eja 
m 84) (AFA-2000/2001) 
ie seja 
: 05 
arism 


de S. A 
Sri evento 
um experimento aleatório e А um 


195 
é: 


a)32% Б) 46% с) 48% ) 52% е) 64% 


90) (IBMEC-2004) Num determinado Jogo. Em 
apostadores A, B c C lançam uma moeda de 
1,00 e aquele cuja moeda cair com a face diferente 


virada para cima, fica com as três moedas. Caso as 
três moedas fiquem com a mesma face voltada 
para cima, o jogo empata e cada um dos tres pega 
sua moeda de volta. 
a) Calcule a probabilidade de um dos Jogadores 
ganhar os R$ 3,00, assim como a probabilidade de 
empate, a cada jogada, com moedas equilibradas. 
b) Calcule as mesmas probabilidades do item а 
supondo que as moedas do jogador А estão 
viciadas e sempre caem com a mesma face voltada 
para cima. 
c) Suponha agora que A e B conseguiram moedas 
viciadas de tal forma que as moedas de А sempre 
caem com a face cara voltada para cima, e as 
moedas de B sempre caem com a face coroa 
voltada para cima. Calcule então as 
probabilidades do item a 


mesmas 


d) No caso de A e B terem sido enganados pelo 
seu fornecedor de moedas viciadas e tiverem 
ambos recebido moedas que sempre caem com 
face cara voltada para cima, quais seriam os 
valores das probabilidades solicitadas no item a? 


91) (IBMEC-2003) Preocupados em proteger seus 
clientes de fraudes eletrônicas, dois bancos 
adotaram os seguintes procedimentos de entrada 
de senhas em seus terminais eletrônicos de 
atendimento. Banco X: para digitar sua senha de 
seis algarismos, o cliente dispõe de um teclado 
eletrônico gerado aleatoriamente em cada 
utilização de algum cliente, conforme figura 
abaixo. 


Assim, para inserir cada letra de sua sen 
cliente deve tocar sobre o retángulo que conti 7 
respectiva letra. От viláo tenta descobrir 4 Ra 
de um cliente de cada um dos bancos X e 
observando e anotando os dígitos ou as le 
retángulos sobre os quais o cliente toca. 

a) Buscando fraudar a conta de cada um dy 
clientes via intemet, o vilão precisa digitar a se 6 


tras do, 


de cada um deles nas respectivas telas de ace 
virtual às contas de cada um dos bancos 
Determine a probabilidade do vilão acertar um 
uma única tentativa a senha do cliente do banco x 
e a probabilidade do vilão acertar em uma Única 
tentativa a senha do cliente do banco Y. 

b) Suponha que nestes acessos via internet ambo: 
os bancos bloqueiem qualquer acesso às contas de 
seus clientes depois de 3 tentativas falhas de 
inserção de senhas, introduzindo como regra de 
desbloqueio que o cliente dirija-se pessoalmente з 
sua agência para escolher uma outra senha 
Calcule a probabilidade de o vilão fraudar a con 
do cliente do banco X e a probabilidade de o уй 
fraudar a conta do cliente do banco Y. Qual destes 
dois “experimentos” é mais provável? 


92) (IBMEC-2001) Marco quer enviar um e-mail a 


Assim, para inserir cada dígito de sua senha, o 
cliente deve tocar sobre o retángulo que contiver o 
respectivo dígito. 

Banco Y: para digitar sua senha de trés letras, o 
cliente dispõe de um teclado eletrônico gerado 
aleatoriamente em cada utilização de algum 
cliente, conforme figura abaixo. 


Márcia. A probabilidade de que Marco escreva e 
e-mail é de 8/10. A probabilidade de que o 
computador de Marco não o perca é de 9/10. À 
probabilidade de que o servidor o envie é de 9/10 
Então, a probabilidade de Márcia não receber o © 
mail é: 

a) 352/1000 
d) 2/9 


b) 72/1000 
e) 9/10 


с) 8/100 


93) (IBMEC-2001) Um determinado sistema de 
segurança funciona com computadores qu 
operam independentemente onde cada computador 
tem uma probabilidade p de falhar ( 0 € p£ 1) Un 
sistema de segurança é mais eficiente se à maiori 
de seus computadores funciona. Para que v 
de p um sistema de segurança macia 


ua Senha, 
| contiver q 
brir a Senha 
Cos X « Y 


IS letras dos 


1а um dos 
Itar a Senha 
› de acesso 
S bancos, 
acertar em 
O banco X 
uma única 


net ambos 
contas de 
falhas de 
regra de 
ilmente a 
a senha. 
r a conta 
e o vilão 
al destes 


e-mail a 
screva o 

que o 
9/10. A 
le 9/10. 
Jer O €- 


AA o 


A cnc re TR e et 


computadores é mais eficiente que um si 
ourança com 5 computadores? 
segura! A 
b)p-1/3 c)p> 1/4 


Siema de 


М 
а)р | = 
с 


djp> 1/5 ©) p> 1/6 


94) (IBMEC -2001) Durante o més de M 


4 ато no 
campeonato de Fórmula 1 a Probabilidade de Ё 
chover em um dia determinado é 4/10, А equipe a) V Busto? Mesmo plantão | 
Ferrari ganha uma corrida em um dia com chuva ta Б) 3/14 €)2/5 q 
com probabilidade igual a 6/10 e em um dia sem 101 a > 415 у 2/15 | 
chuva com probabilidade igual a 4/10, Sabendo-se ) (UEL-2004) Numa 


. t 
que a Ferrari ganhou uma corrida naquele dia de 


Março. qual a probabilidade de que choveu nesse 


5 acertos, Cada ; 
Números. Qual ; 


números de la2 


22 , à probabilidad 
йа ha acertar җе ade de um 3 
a)4/10 b)6/10 c)1/3 d)1/2 еуі к bh dos 5 Yero sorteados? apostador 
M d) 15/15 c) 7515504 
95) (IBMEC-2002) Lücia ganhou dois gatos, um 304 9) 515504 


preto c um branco. Lúcia sabe que um deles é 
femea. Qual a probabilidade de ambos os gatos 


2 ac? 
serem femeas: 


96) (IBMEC-2000) E um concurso vestibular hà 3 
alternativas para cada pergunta e apenas uma delas 
é correta. Desse modo, para cada pergunta, um 
candidato tem probabilidade 1/3 de escolher a 
resposta certa se ele está "chutando" e | se ele 
sabe a resposta. Um candidato sabe 30% das 
respostas do concurso. Se ele deu a resposta 
correta para uma das perguntas, então, а 
probabilidade dele ter “chutado” é: 
а) 1/16 6) 3/16 c)5/16 4) 7/16 е) 9/16 
97) (IBMEC-2000) Uma moeda é viciada de tal 
forma que a probabilidade de sair сага num 
lançamento é o quádruplo da de sair coroa. 
a) Lançando-se uma vez à moeda qual a 
probabilidade de sair coroa. | 
b) Lançando-se quatro vezes a moeda, gun a 
probabilidade de sair exatamente uma coroa 


98) (UFRRJ-99) Cinco dados usuais, de seis faces, 
são lançados ao mesmo tempo. Qual а 
probabilidade de obtermos em todos 05 dados O 
mesmo número? 


99) (PUC/RJ-2002) De sua turma de 30 alunos, " 
escolhida uma comissáo de 3 representantes. Она 
a probabilidade de você fazer parte da comissdo: 
21/10 b)1/12 ¢)5/24 d)1/3 029 


: ense de 10 
100) (PUC/PR-2004) Um hospital dispõe de 1 


102) (UFG-2000) Uma s 
um computador, é form 
атас, dos quais c é 
senha é válida, se 


enha, a ser digitada em 
паба Por trés algarismos, 
0 algarismo de controle, A 
йн : © € 0 resto da divisão do número 
a 2а› Я X c 

н 2 рог ^: Рог exemplo, 090 é uma senha 
válida, Assim, julgue os itens: 
0 a senha 310 é uma senha válida. 

(2) o maior número de senhas válidas que podem 

ser formadas é 100. 

(3) a probabilidade de uma senha válida, tomada 

ao acaso, possuir o segundo algarismo igual a 3 é 
1/3. 

(4) a probabilidade de uma senha válida, tomada 
ао acaso, possuir algarismo de controle igual a 1 é 
1/10. 


103) (Cesgranrio-2004) Um dado comum (nào 
viciado) teve quatro de suas faces pintadas de 
vermelho e as outras duas, de azul. Se esse dado 
for lançado três vezes, a probabilidade de que, em 
no minimo dois lançamentos, a face voltada para 
cima seja azul será, aproximadamente, de: 
а) 22,2% b)25,9% с) 44,4% 
d) 52,6% œ) 66,7% 
а de um 

104) (Mackenzie-2005) wp pue b 
dado viciado, 05 resultados e mios 

dada 1/4 de ocorrer. Se cada 7 | 
probabilidade 1/ ТОРИ provável, a 
demais resultados © 15 em dois 


oma 7, 
- e se obter 5 " 
probabilidade : utivos desse dado, c: 


nsec E 

EE ni с) 1/36 as 955 
a) 1/4 o 
içã a prefeitura 
/ Em uma eleição para a рге! e 

i s 4, dos eleitores SãO favoráveis 
0 


MANET 
de uma cidade, 30 E 


Mid А . nédicos 
enfermeiras (Vera é uma delas) € бп 


um certo candidato A. Se uma pesquisa eleitoral 
for feita sorteando-se 10 pessoas (sorteio com 
reposição) entre os eleitores, qual a probabilidade 
de que, nessa amostra: | 

a) todos sejam favoráveis ао candidato A | 

b) haja exatamente 3 eleitores favoráveis ao 


candidato A. 


106) (FEI-2004) Numa caixa têm-se 9 fichas 
numeradas de 1 a 9. Três fichas são escolhidas ao 
acaso e sem reposição. A probabilidade de não sair 
a ficha número 7 é: 

a)l/6 b)1/3 c)2/9 d)1/4 е) 2/3 
107) (UEL-2005) Entre 100 participantes de um 
sorteio, seráo distribuídos, para diferentes pessoas, 
trés prémios: R$ 1 000,00 (um mil reais) para o 
primeiro prémio, R$ 700,00 (setecentos reais) para 
o segundo prémio e R$ 300,00 (trezentos reais) 
para o terceiro prémio. Qual a probabilidade de 
uma família com 5 membros participantes obter os 
R$ 2000,00 (dois mil reais) pagos na premiação? 
a) 1/970200 Ы) 1/323400 с) 1/16170 

d) 1/5390 е) 1/3234 


108) (UEL-2004) Três moedas são jogadas 
simultaneamente. Qual é a probabilidade de se 
obter, pelo menos, 2 caras? 
a)1/8 b)1/4 c)3/8 d)1/2 e)2/3 

109) (UFAL-2002) Num campeonato de vólei de 
praia participam 6 duplas brasileiras e 4 duplas 
estrangeiras. Se todas as duplas se enfrentam uma 
única vez, ao se sortear duas duplas para um jogo, 
qual a probabilidade delas serem: 

a) duas duplas brasileiras? 

b) uma dupla brasileira e uma dupla estrangeira? 


110) (UFJF-2002) Um soldado do esquadráo anti- 
bombas tenta desativar um certo artefato explosivo 
que possui 5 fios expostos. Para desativá-lo, o 
soldado precisa cortar 2 fios específicos, um de 
cada vez, em uma determinada ordem. Se cortar 
um fio errado ou na ordem errada, o artefato 
explodirá. Se o soldado escolher aleatoriamente 2 
fios para cortar, numa determinada ordem, a 
probabilidade do artefato náo explodir ao cortá-los 
é igual a: 

а) 2/25 b)1/20 с) 2/5 d)1/10 e)9/20 
111) (UFLA-2005) João e Pedro jogam dois 
dados, com algumas faces pintadas de vermelho e 


outras de azul, ao mesmo tempo, João 


sempre que as duas faces são da Ra Ban, 
Pedro ganha sempre que são de cores ы é 
Pedro pintou um dos dados com 4 faces ү стеу 
e 2 azuis. Сото Joáo deve pintar o PA. as 
para que as oportunidades de ganhar sejam ato 
para os dois? Quai. 
a) 2 faces vermelhas e 4 faces azuis. 

b) 4 faces vermelhas e 2 faces azuis, 

c) 1 face vermelha e 5 faces azuis. 

d) 3 faces vermelhas e 3 faces azuis. 


e) 5 faces vermelhas e 1 face azul. 


112) (UFLA-2003) Em certa cidade da Кер, 
Norte do País, durante a estação chuvosa à 
probabilidade de que chova em um dia qualquer é 
igual a 50%. Assim, a probabilidade de que chova 
em um fim de semana (sábado, domingo, o 
ambos) é de 

а) 75% Ы) 100% с) 50% d)25% е) 90%, 
113) (ОРГА -2003) Em uma corrida de fórmula | 
temos 10 carros. А equipe "Sai da frente 
concorre com 2 carros. Os dois pilotos da equipe 
entraram em um acordo: se ao final da corrida 
piloto B estiver na frente e o piloto A estiver na 
segunda posição, o piloto B desacelerará e deixarà 
que o piloto А ganhe a corrida. Nessa corrida, em 
razão da chuva forte, se todas as vantagens 
mecânicas dos carros e se as diferenças de 
habilidade entre os pilotos não afetarem o 
resultado da corrida, a classificação final será 
aleatória. Calcule a probabilidade de o piloto A 


ganhar a corrida. 


114) (UFPB-2004) Em um hexágono regular 
foram escolhidos aleatoriamente dois lados 
distintos. Calcule a probabilidade de que esses 
dois lados sejam paralelos. 


115) (UFPB-2003) Uma fábrica usa, nos seus 
produtos, um sistema de codificação, cujos 
códigos são formados por uma das 26 letras do 
alfabeto e dois dígitos (exemplos: 590, KD) 
Calcule a probabilidade de um código des 
sistema, escolhido aleatoriamente, ter uma vos? 
ou dois dígitos iguais. 

116) (UFPR-2003) Uma loja tem um lote de 
aparelhos de rádio/CD e sabe-se que nesse ім 
existem 2 aparelhos сот defeito, po 
somente após uso continuado. Um consum! 


€) 90% 


le fórmula 1 
да frente" 
5 da equipe 
la corrida о 
| estiver na 
á e deixará 
orrida, em 
vantagens 
renças de 
etarem o 
final será 
“piloto A 


| regular 
s lados 
ue esses 


compra dois aparelhos do Toe, 
aleatoriamente. Então, é correto afirmar. 
A probabilidade de o consumidor 
somente aparelhos sem defeito é 28/45, — OMPrar 
(2) А probabilidade de о consumidor ы 
menos um aparelho defeituoso é 0,70. 

A probabilidade de o consumidor 
dois aparelhos defeituosos é 1/45. 

4) À probabilidade de o primeir 
escolhido ser defeituoso é 0,20. 

(5) А probabilidade de o segundo E 
escolhido Ser defeituoso, sendo que o ртс n: 
está escolhido, é 10/45. iro já 


escolhidos 


Prar pelo 
Comprar os 


O aparelho 


117) (UFPR-2002) Uma pessoa coloca as 
bicicleta na Única vaga ainda vazia na grade PR 
estacionamento de bicicletas de um supermercad à 
Observa que a sua bicicleta está entre 9 outras En 
vaga que ocupa náo fica em qualquer das duas 
extremidades da grade. Depois das compras a 
pessoa volta e encontra, além da sua, apenas 5 das 
9 bicicletas ainda estacionadas na grade. Então, é 
correto afirmar: к 
(1) A probabilidade de a pessoa encontrar vazia a 
vaga adjacente à direita da sua bicicleta é 5/9. 
(2) A probabilidade de a pessoa encontrar vazias 
as duas vagas adjacentes à da sua bicicleta é 1/6. 
(3) A probabilidade de a pessoa encontrar vazia a 
vaga adjacente à esquerda da sua bicicleta ou a 
vaga adjacente à direita da sua bicicleta, 
admitindo-se que os dois eventos sejam 
independentes, é 8/9. 
(4) A probabilidade de a pessoa encontrar vazia a 
vaga da extremidade esquerda da grade é 4/9. 


118) (UFPR-2001) Sabe-se que, na fabricação de 
certo equipamento contendo uma parte móvel e 
uma parte fixa, a probabilidade de ocorrer defeito 
na parte móvel é de 0,5% e na parte fixa é de 
01% Os tipos de defeito ocorrem 
independentemente um do outro. Assim, se O 
Supervisor do controle de qualidade da fábrica 
verificar um equipamento que foi escolhido ao 
acaso na saida da linha de montagem, é correto 
afirmar: 

А a Probabilidade de o equipamento não 
Q) pe defeito na parte móvel é de 95%. 

efeit, Probabilidade de o equipamento apresentar 
móv O em pelo menos uma das partes, fixa ou 

el, é de 0,4%. 
É e obabilidade de o equipamento apresentar 
em ambas as partes é de 5.107 . 


шн a qual todas as mulheres que tivessem um 
lho homem não mais poderiam ter filhos. As 


122) (UFRN-2005) Por - 
medida de segurança, r Го ТА 
para se efetuar um : 
saque num caixa 2 |a ом [Е 
eletrónico de um certo E 
banco, é necessário 
digitar uma senha com x 
6 (seis) digitos numéricos € um código contendo 3 
(trés) letras dispostas aleatoriamente no painel. 
Um cliente digita o código com letras não 
repetidas, sendo que à primeira, à йш : E 
ira sáo digitadas respectivamente na prime” 
a terceira linha da parte do paine 
figura ao lado. À probabilidade de 


letras O e E é de: 
j 1112 0116 


terce 
na segunda en 
representada na 
o código conter à 
a) 11/12 b) 15/16 ©) 
João, Manoel, Lúcia, 
e sentaram-se lado a 
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2003) José, 
123) (ШЕ т ao cinema 


Maria e Ana fora 


Capítulo б. Роја, 


lado. aleatoriamente, numa mesma tila A 
probabilidade de José ficar entre Ana e Lúcia (ou 
lado a lado, é 


c) 1/30 


Lucia e Ana) 


a)L2 b)14/15 


d) 1/15 

124) (UFRRJ-2003) O pai de Ney, Sr. Carlos, é 
síndico do prédio em que mora e tem que presidir 
uma reunido de condominio. Ele está preocupado 
com o fato de que os moradores Pedro e Manoel 
nào se sentem juntos, pois será dificil conté-los em 
questões polémicas. Como a mesa de reuniões é 
circular, e ele sabe que as pessoas sentam-se 
aleatoriamente, para a reunião, o Sr. Carlos pediu, 
entáo, a seu filho Ney, Calcular a probabilidade de 
que Pedro e Manocl se sentem separados, supondo 
que os 9 condóminos estejam presentes. Supondo 
que Ney tenha calculado corretamente, qual a 


probabilidade encontrada por ele? 


125) (UFU-2004) Oito 
uma 


soldados serão dispostos 
fila. Sabendo-se que 
exatamente tres soldados possuem a mesma altura, 
distintas, a 


aleator tamente em 


е que os demais tém alturas 
probabilidade de que nenhum dos soldados seja 
mais baixo do que 
imediatamente à sua frente é igual à 


а) 51781 Ь)1/8! c)3U8! d)31.51/81 


que o soldado está 


126) (UFU-2004) Considere que um dado honesto 
€ langado duas vezes e que os nümeros observados 
na face superior sáo anotados. A probabilidade de 


que a soma dos dois nümeros anotados seja 
múltiplo de 4 é igual a 
а) 1/5 b)1/6 c)34 d)1/4 


127) (Unesp-2004) Um colégio possui duas salas, 
A e B, de determinada série, Na sala A, estudam 
20 alunos e na B, 30 alunos Dois amigos, Pedro e 
João, estudam na sala A. Um aluno é sorteado da 
sala A e transferido para a B. Posteriormente, um 
aluno é sorteado e transferido da sala B para a sala 
A. 

a) No primeiro sorteio, qual 
qualquer um dos dois 
sala A para a B? 


à probabilidade de 
amigos ser transferido da 


b) Qual a probabilidade, no final das 
transferências, de os amigos ficarem na mesma 


sala? 


128) (Unesp-2004) Uma urna contém as 
2 Jm: р 1 as letras: А, 
C, D, D, E, E, F, тет. | 


a) Se todas as letras forem retiradas da urna 40 

apos а outra, sem reposição, , 

probabilidade de, na seqúéncia das " 

formada a palavra FELICIDADE, 

b) Se somente duas letras forem Fetiradas da К 

uma após a outra, sem reposição, caleu & 
à 


probabilidade de serem retiradas duas letras ig 
^ Bua 


" Th 
Caleuj, ^ 


Curadas : 4 


(Unesp-2004) Um 


129) Jogo Consiste " 
dispositivo eletrónico na forma de Um cir um 

: ; к 
dividido em 10 setores iguais numerados, кү 
с. n 


mostra a figura. 
T G Eae 
10 1 


AS 
/ ne, 
4 6 s Y 
SL 


Em cada jogada, um único setor do circulo se 
ilumina. Todos os setores com números Pares tim 
a mesma probabilidade de ocorrer, o mesmo 
acontecendo com os setores Com números 
impares. Além disso. à probabilidade de ocorrer o 
número 3 é o dobro da probabilidade de ocorre q 
número 4. Denotando por p(1) a probabilidade de, 
numa jogada, ocorrer o número i, determine: 

à) p(3) e p(4). 

b) a probabilidade de, numa Jogada, ocorrer um 
húmero primo maior ou igual a 2. 


130) (UFSCar-2005) Juntam-se 27 cubos brancos. 
cada um com | em” de volume, Formando um 
cubo de 27 em”. Em seguida, pinta-se de preto 
cada uma das seis faces do cubo de 27 cm', como 
indica a figura |. 


Separa-se novamente os 27 cubos. Aleatoriamente 
© de uma única vez, 2 desses cubos são sorteados 
Com os cubos sorteados, deseja-se formar um 
paralelepípedo de 2 ст? com cinco faces brancas € 
apenas uma preta, da forma indicada na figura 2. 


círculo se 
pares têm 
о mesmo 
números 


ocorrer о 
* OCOITe о 
lidade de, 


ne: 


orrer um 


brancos, 
ndo um 
le preto 
$ como 


А probabilidade de que esse paralele 


Pipedo poss, 
formado com os cubos sorteados é Рота 


igual a 


2 3 6) 17/39 с) 29/117 4) 2/9 е) 5/117 
131) (UI SCar-2005) No volante do jogo d 
Б а 


LOTECA. para cada um dos 14 Jogos de futebol 
indicados. o apostador deverá marcar q seu 
: .CO'Unà 2 ou coluna 
do meio (vitória do time I, vitória do time 


empate, respectivamente), Quando O jogador 
assinala apenas uma das três colunas em um jogo 
dizemos que ele assinalou palpite simples nesse 
jogo. Dependendo do valor disponível para a 
aposta e de limites de aposta Por volante, о 
jogador também poderá marcar alguns palpites 
duplos e/ou triplos. Em um palpite duplo, como 
por exemplo, colunas 1 e do meio, o apostador só 
errará O jogo se o resultado final for coluna 2, Em 
um palpite triplo (colunas 1, 2 e do meio), o 
apostador sempre acertará o Jogo. Em relação a 
um cartão da LOTECA com palpite duplo em um 
dos jogos e palpites simples nos demais, 
preenchido aleatoriamente, e supondo que as três 
colunas são igualmente possíveis em todos os 
Jogos, pergunta-se: 
a) Qual é a probabilidade de esse cartão ser 
contemplado com o prêmio máximo, que 
corresponde ao acerto dos 14 Jogos? 
b) Qual é a probabilidade de esse cartão ser 
contemplado com o segundo prêmio, que 
corresponde ao acerto de pelo menos 13 Jogos? 


palpite, que pode ser coluna 1, colun 


132) (UFSCar-2004) Em uma comissão composta 
Por 24 deputados e deputadas federais, 16 votaram 
à favor do encaminhamento de um projeto ao 
Congresso, e 8 votaram contra. Do total de 
membros da comissão, 25% são mulheres, e todas 
elas votaram a favor do encaminhamento do 
Projeto. 

3) Do tor 


Porcentag 


al de homens da comissão. calcule a 

em, aproximada, dos que votaram contra 

0 encaminhamento do projeto. 

i ento Jomalista sortear aleatoriamente e 

Probabi Svista 6 membros da comissão, quel és 
abilidade de que exatamente 4 dos sorteados 


ca 
bom 
rior 
noze ad 
ore E ку) Cchei 
Irarm à caix d не 
il Че Че = 
Sabor é , йй, 
| Or é, “Proximadar У 
а) 7,5% ) 119 inr 


135) (IBMEC-2002 
numeradas de | 4 k 
COM os números de 
dessa шта uma 
probabilidade de 
7? 


) Uma Uma contém k bolas 
А média aritmética calculada 
ssas bolas é 139. Se extrairmos 

bola ао acaso, qual a 
Seu número ser um múltiplo de 


Questões de Olimpíadas 


136) (Goiás) Considere O conjunto А de todas as 
combinações simples de 10 elementos em grupos 
de 5. Duas combinações distintas são escolhidas 
do acaso no conjunto A. Determine as 
probabilidades de que elas; 

a) não tenham nenhum elemento em comum; 

b) tenham exatamente 4 elementos em comum. 


137) (Rio Grande do Sul-98) De cada uma de três 
/aretas de mesmo comprimento 1, quebrou-se in 
abili p n se a 
pedago. Calcular a probabilidade de que xi 
М 14 эсс Tes 
possível construir um triángulo com esses tre 
pedaços. 
és ра e óculos, um 
138) (OBM-99) José tem três pares ie iyd n 
ciano. Todo dia 
amarelo e um ciani | 
agenta, UM amar dq ia 
manhã ele escolhe um ao acaso, anis а 
ЕШ » nunca usar o mesmo que ms 
peus donet aciro de agosto ele uso 
anterior. Se dia abilidade de que dia 31 de 
a proba І 
in jun Par o magenta? 
agosto ele volte a us? g 
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isputar uma 


q 2 ао а 
2002) Duas pessoas và 
а ar. Elas não gostam do zero 


y 1.2,3,400 5 dedos 
> assim, cada uma coloca 1, 2, >». : 
cn Тапа! probabilidade. A probabilidade de que 
pessoa que escolheu par ganhe é: 
a)1/2 b)2/5 ©) 3/5 d) 12/25 


139) (OB А 
partida de par oU їтїр 


e) 13/25 


140) (OBM-2004) Dois cubos tém faces pines 
| de ocre ou magenta. O primeiro cubo tem : o 
i faces ocres e uma face magenta. Quando os dot 
cubos são lançados, a probabilidade de as faces 
viradas para cima dos dois cubos serem са ше 
cor (sim, ocre € magenta sáo cores!) é 1/2. 
Quantas faces ocres têm O segundo cubo? 


a)l b)2 c)3 d4 95 


141) (Canadá Open Challenge-98) Existem 10 
prêmios, cinco A's, três B's е dois C's, colocados 
em envelopes idênticos, para OS 10 primeiros 
colocados de uma competição de matemática. 
Seguindo a ordem de classificação, do primeiro ao 
último, cada competidor deve escolher 
aleatoriamente um envelope. Quando o oitavo 
classificado for escolher seu envelope, qual a 
probabilidade que os três prêmios que ainda 
restam sejam um A, um B e um С. 


142) (USAMO-72) A cada segundo um número é 
selecionado aleatoriamente do conjunto 1, 2, ..., 9, 
e estas seleções são feitas com igual probabilidade. 
Determine a probabilidade que depois de n 
seleções (n > 1), o produto dos n números 
selecionados seja divisível por 10. 


143) (OBM-2003) Um quadrado de lado 3 é 
dividido em 9 quadrados de lado unitário, 
formando um quadriculado. Cada quadrado 


s l 
tem probabilidade 3 de ser escolhida e a cor de 


mesma cor? 


unitário é pintado de azul ou vermelho. Cada cor 


cada quadrado é escolhida independentemente das 
demais. Qual a probabilidade de obtermos, após 
| colorirmos todos os quadrados unitários, um 
ti quadrado de lado 2 pintado inteiramente de uma 


náo possuam pontos comuns. 


145) (Bélgica-92) Seja A = 11, 2, 3, 4) Quando ; 
escolhida aleatoriamente uma das a 
funções f: А > A, qual é a probabilidade de Bo 
seja bijetora? er 


а) 1/4 b)1/6 с) 1/16 


d) 3/32 e) 1/64 
146) (Bélgica-99) Se os números de 1 а й 
escritos em uma ordem qualquer, obtém-se М 0 
número de 6 dígitos. Qual é a Probabilidade q 
que este número seja divisível por 6? e 
a)1/6 b)1/3 c)U2 dD23 е) 5/6 


147) (AIME-2000) Uma mesa possui espalhados 
40 cartões, cada quatro marcados com os números 
1,2, Зу: узу. 10. Dois cartóes com os mesmos 
números são retirados da mesa. Determine , 
probabilidade de se escolher aleatoriamente dos 
cartões dos 38 restantes de modo que estes — 
possuam o mesmo nümero. 


148) (AIME-2000) Duas umas contém, no total, 
25 bolas. Todas as bolas sáo brancas ou pretas, 
Uma bola de cada urna é aleatoriamente escolhida. 
A probabilidade que ambas serem pretas é 27/50, 
Calcule a probabilidade de ambas serem brancas. 


149) (Espanha-93) Uma máquina de jogo de um 
cassino tem uma tela que mostra um esquema 
como o da figura. Para começar o jogo, aparece 
uma bola no ponto S. A cada impulso que recebe 
do jogador, essa bola se move até uma das letras 
imediatas com a mesma probabilidade para cada 


uma delas. 
C 


5 D G 


A partida termina ao ocorrer o primeiro dos dois 
fatos seguintes: 


a) A bola volta a S e entáo o jogador perde. 


144) (USAMO-83) Em uma dada circunferência 
seis pontos A, B, C, D, E, F são escolhidos 
aleatoriamente, independentemente e 
uniformemente com respeito ao comprimento do 
arco. Determine a probabilidade que os dois 


b) A bola chega a G e então o jogador ganha. 
Pede-se a probabilidade de que o jogador ganhe. 


150) (Hong Kong-95) Um número de três dígitos é 
selecionado aleatoriamente. Determine ° 
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ois 


Do 


“dade que O número seleci | 
pabilidade que us 
Madrado perfeito? S 
51) (OBM-2004) Há 1002 balas de ba 
102 balas de maçã numa caixa. Lara ti 
1002 o sabor, биаз balas da caixa. $ 
? obabilidade de as duas balas fed 
sabor e seja q à probabilidade de 
52 
serem de , 
diferenga entre p e q? 
| 2 

zo cds A | 

90 b) 2004 2003 2003 e) TTE 


nana e 
ra, sem 
eja p a 
9 mesmo 


: as duas b 
sabores diferentes, Quanto ao 
ta 


152) (AIME-99) 40 times participam de um 
torneio. Cada time Joga contra outro apenas uma 
vez. Em cada jogo existe um time vencedor e um 
perdedor. Se cada time tem probabilidade de 50% 
de vencer cada jogo, determine a probabilidade 
que o torneio termine com todos os times com um 
número diferente de vitórias. 


153) (AIME-95) Um objeto move-se em uma 
seqüéncia de passos unitários. Cada passo pode ser 
em direção Norte, Sul, Leste ou Oeste com igual 
probabilidade. Se o objeto inicial seu movimento 
da origem, calcule a probabilidade que ele esteja 
no ponto (2, 2) em menos de 7 passos. 


154) (Bélgica-2003) Escolhendo-se aleatoriamente 
dois diferentes números do conjunto (1, 2, 3, ..., 
n- І, n}, a probabilidade que os números sejam 
naturais consecutivos é 20%. Determine n. 


а)5 b)6 с)10 d)ll e)nda 


155) (Bélgica-96) A família Petersen possui 4 
crianças. O mais velho é um garoto e ao menos um 
dos outros filhos é garoto. Qual a probabilidade 
que a criança mais nova seja uma garota? 

314 b)1/3 c)3/7 d)1/2 e)4/7 


50 (Bélgica-90) Determine a probabilidade da 
ocorrência da seqüéncia “0123456789” em um 


ties N consistindo de 21 dígitos (N pode iniciar 
por 0). 


ы Polya Competition-98) Um time de seis 
ntes compete em uma corrida de bicicletas. 
з. ido, antes do início da corrida, : 
est iZação da competição misturou as bicicleta 

““Quipe. Para não perder tempo па corrida, 05 


estu d 
dantes escolhem aleatoriamente as bicicletas. 


ya Compe i ion 97 
; tition- 
€petidamente arremessado | 
T » qual 


que exatamente dois 4's e y 
ocorrer o primeiro 6. ú 


Se um dado é 
la Probabilidade 
apareçam antes de 


inicia o jogo arremessand 
probabilidade de ganhar? Op ENG 
161) (Panamá-2001) Ao lançar um par de dados, a 
probabilidade de que a soma dos pontos náo seja 
igual a 7, nem a 8 e nem a 9 é: 

а) 5/12 b)1/2 c)2/3 d)7/12 e)1/3 


162) (Panamá-2003) Uma caixa contém trés 
moedas, duas com cara e coroa e outra com duas 
coroas. Escolhe-se uma moeda aleatoriamente e 
lança-se. Qual a probabilidade de sair coroa? 

a) 1/3 b)3/15 c)1/2 d 213 e)5/6 


-99) Um cubo possui todas as faces 
da pen sA são aleatoriamente escolhidos 
e pintados de vermelho. Qual a probabilidade que 
estes dois lados possuem шта е 
a) 5/6 Ы) 4/5 с) 34 425 е) 


ste uma шта сот 16 bolas. 
о pintadas de preto, 
estáo pintadas de 


olas pretas IM 
а)9 b) 10 с) 203 


Capítulo б. pro, 
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К “te i ^a 
165) (Invitational Challenge-2001) nid £ 
probabilidade que um inteiro positivo menor que 
1000 contenha exatamente dois dígitos iguais. 


166) (Mandelbot-97) Joe e Andy participam de um 
jogo em um tabuleiro circular que possui n casas 
ao longo do seu perímetro. Inicialmente Joe 
avança sua peça cinco espaços a partir da casa 
inicial, então Andy avança sua peça sete casas, 
então Joe avança cinco casas, então Andy avança 
sete casas, assim por diante. O primeiro Jogador 
que ocupar a cada inicial vence. Se n é um número 
de dois digitos aleatoriamente escolhido, qual a 
probabilidade que Joc vença? 


167) (British Columbia Colleges-2001) Uma uma 
contém bolas de duas cores distintas: azul e verde. 
Existem 3 bolas azuis. Se duas bolas são 
aleatoriamente retiradas (simultaneamente), a 
probabilidade que exista uma bola de cada cor é 
1/2. Quantas bolas verdes existem na urna? 


168) (British Columbia Colleges-2001) Um 
ingresso para uma peça de teatro custa um dólar. 
Sempre na abertura da bilheteria não há troco no 
caixa. Oito pessoas formam a fila inicial para 
comprar o ingresso: quatro delas possuem uma 
moeda de um dólar e as outras quatro possuem 
uma moeda de dois dólares. Dependendo de como 
as pessoas estão ordenadas na fila, o bilheteiro 
pode ou não ter troco (quando for o caso) para 
todas as pessoas na fila. Suponha que as pessoas 
formam a fila em ordem aleatória e não é sabido 
quem possui as moedas de um e dois dólares. 
Calcule a probabilidade que o bilheteiro seja capaz 
dar o troco de todas as pessoas na fila. 
а) 1/70 Б) 1/14 1/7 ds e) 1/4 


169) (Apics-82) Se a c b são inteiros positivos, 
determine a probabilidade que (a° + )/5 seja um 
inteiro. 


170) (Zimbábue-2004) Um júri de 12 pessoas deve 
decidir se um réu é culpado ou não. Uma maioria 


é, 7 ou mais pessoas) é necessária 
para uma decisão. Sabe-se que 4 pessoas do júri já 
se decidiram pelo SIM (culpado) e outras 3 
Pessoas já se decidiram pelo NÃO (inocente). Dos 
Outros, 4 vão jogar uma mocda para se decidir e o 
último vai votar com a maioria. Qual a 
probabilidade que o réu seja considerado culpado? 


absoluta (isto 


a) 11/16 b)1/4 [EL 


171) (Pennsylvania-96) Suponha Que três q 
honestos são arremessados. A Probabilidade e 
soma dos números obtidos seja igual a 10 é; Mea 
а) 5/72 Б) 7/72 25216 d)1B ур, 


172) (Rio Grande do 501-2004) Uma empresa ү 
cinco (5) diretores e adotou como regra que ш 
cofre pode ser aberto, € somente, por uma moro 
(três, ou mais) de diretores. Esse cofre tem do 
(10) fechaduras, cada uma com Uma cha, 
diferente, e só abre quando todas as fechadura, 
tiverem sido abertas. 

Diariamente, é sorteado um número N do Conjumo 
(4, 5, 6, 7, 8, 9, 10) e cada um dos diretor, 
recebe N chaves diferentes. Qual a probabilidade 
de que o sorteio do número N impossibilite , 
abertura do cofre? 


173) (Canadá Open Challenge-2003) Dois 
diferentes números são escolhidos aleatoriamente 
do conjunto (0, 1, 2, 3, 4). Qual a probabilidade 
que a sua soma seja maior que seu produto? 


174) (Canadá Open Challenge-2002) Suponha que 
M é um inteiro com a propriedade que se x é 
escolhido aleatoriamente do conjunto fl, 2,3, .. 
999, 1000}, a probabilidade que x seja um divisor 
de M é 1/100. Se M x 1000, determine o máximo 
valor possivel de M. 


175) (Hong Kong-2002) 20 bolas sáo colocadas 
em duas urnas com 10 bolas em cada uma. As 
bolas em cada urna são numeradas de ] a 10, todas 
as bolas de uma uma são brancas e todas as bolas 
da outra uma sáo pretas. Se uma bola é sorteada de 
cada urna, calcule a probabilidade que o número 
da bola branca seja maior que o número da bola 
preta. 


| Suponha que 
> que se x é 
›{1,2,3,.., 
ja um divisor 
ne O máximo 


io. colocadas 
da uma. As 
| a 10, todas 
das as bolas 
sorteada de 
> O número 
ero da bola 


O PRINCÍPIO DE pj 


nbém conhecido cómo Principi "T 
BITS Ob ques io d; 
Cm a uma Poderosa ferrament Gay 
certas propriedades. O БАШЫ, 2 Para 
s forem colocados "clado mais 
AXIMO, n 


em, no m 


q Mjetos.” 


nunciado por se Pelo me 
Por ser generalizado: Menos uma delas cont 
4 Н 3 eT; 


i > › máximo 
пло» uma delas conterá pelo menos n 10, m gavetas e 


17) objetos,” 


A pelo з 


s forem colocados em, n 


ПЕ o E ү, 
ПЧ tr, onde qe IN 


er = IN enio 


Exemplos: 


1) Mostre que se um subconjunto com j + 
este subconjunto necessariamente contém u 
Solução: 

Sabemos que dois inteiros consecutivos são primos e 
Podemos separar os 2n inteiros da seguinte forma: (3 si. 
temos n conjuntos. Quando escolhemos n + 1 é ER 
implicando que são primos entre si. 


l ele sé 
lementos é Escolhido do соп; 


m par de números Primos entre E A 


? x 
ә еп) então 


3,41. (5,6), (7,8), 


“o Pn-1,> 
lementos, pelo menos 2 são do n= 1,2n) onde 


do mesmo conjunto, | 


2) Mostre que em qualquer coleção de » inteiros há Um subconjunto cui 
por n. y 


Solução: 
Podemos separar os n inteiros (ai, a», ..., an) da Seguinte forma: 


à soma dos elementos é divisivel 


а 

ata 

а +а + аз 

а +а +... dn 

Se ит destes somatórios for divisivel por п, entáo acabou o problema, 

Caso nenhum destes somatórios seja divisível por n, temos n — | restos de divisão por n que estes termos 


podem assumir. Como temos n termos e n — | restos possíveis, teremos dois termos com mesmo resto 


quando dividido por n. 


Subtraindo estes dois termos obteremos um termo que é divisivel porn e da forma aj * àj«i +... + 


3) Mostre que entre sete inteiros positivos distintos menores do que 127 podemos escolher um par, 


digamos x, y, tal que 1 « Ў7<2. 
127 da seguinte 


Solução: А ; 

A Wigs eros de 1 até 

Notemos inicialmente que 2 = 128 = 127 + 1. Podemos dividir os 127 números de 

forma: „62}, (63, 64, ..., 126) 


А 
( ..,30), 31,32, -. 
11,2), (3,4, 5, 6), (7, 8, 9, 10, 11, 12,13, 141, (15, 16, . n ti ts 
Como temos 6 conjuntos e 7 inteiros para escolher, terer ря 
conjunto, e para estes dois números do mesmo conjunto teremos o | 
5 deles cuja soma seja divisível por >. 
à egar 
entào basta pega 
ivisà 0,1,2,3,9 
i $ sáo por 5 (0, 
¿e cinco restos da divisão PU. ~ 2 
oben ümeros vai Ser divisivel S nc PS 
i bram quà нүш, к 
A mesmo resto na divisào po 
e deixam 0 E 


:« g mossivel escolher 
4) Mostre que dados 17 números naturais © possível esco 


Solução: 

Se entre os 17 números existirem t : 

UM número de cada resto que a soma destes cinco n © 

Suponhamos agora que um dos restos não a 5 qu 

Como 17=44 + 1 anan evictem entre os 17 numeros - 
17=4.4 + ], entáo existem entre 


Capítulo 7 Prime 
inci ойе буу, 
soma destes 5 números é divisível por 5. h 


С d C а а : . 
. Norte-98) Durante o ano de 1998, uma pequena livraria, que ab ia 
5) (Olimpíada do Rio Grande do ! ; lia e um total de 600 livros no año nos 
DO M З vendeu no minimo um livro por dia odo 
sete dias da semana. ve 


: : - Di 

ri > dias consecutivos onde fo a, 
iustificando. se existiu, obrigatoriamente, um período de di tam Vendido, 
justificando, se c d Е 


exatamente 129 livros 
Зов; idos até o final do i-ésimo dia. 
а > livros vendidos até o fin: | ; 
Seja a, o total acumulado de liv Mo uinto dia азу — ay, = total de livros vendidos entre os dia; з 
Por exemplo: as = total vendidos até o q 35 jg 
32 (inclusive). 1 
Então: ар < az < a3 <... < азо < A35 = 600 (1) | ООО b dafs c a 
Resta agora analisar se existem а, a, (i,j € N menores que 365, , lj — di 
а г alis: n 
Somemos agora a cada termo de (1) o valor $ed А 2595555 
а,+129<а;+ 129 < ау + 129 <... < azs4 + 129 < аз + 12 ; = N 
Е j e < <р = 2 
Chamemos estes termos de b, (b, > а, + 129): bj < bz € by <... 364 6, Hr 
Temos então 730 termos, 365 termos a, e 365 termos b, com a; + a, (i +j) € bp bi (p #0). 
Notemos que estes 730 termos naturais estão entre | e 729, ou seja, existem dois valo 
(princípios das casas dos pombos ou Princípio das Gavetas de Dirichet) entre estes 730 te 
cada a, é distinto e cada б, é distinto, então existe um Am que é igual a um 5: 
= 199 
an= br => as7a,*129 > а„-а„=129 | | | 
Que prova que existe um periodo de dias consecutivos (m — n dias) onde foram vendidos exatamente 129 
livros. 


res iguais 
Tmos, Como 


6) (Olimpíada da Argentina-95) Demonstrar que entre 50 números inteiros 
que 100 sempre pode-se eleger alguns (eventualmente um) 
perfeito. 


Solugáo: 
Podemos organizar os números da seguinte forma: (1, 99 
(49, 51), (50, 100) onde temos 50 pares de números. 

Caso sejam escolhidos dois números de um mesmo par entáo basta 
10°. Caso seja escolhido exatamente um número de cada par (totali 
| número do par (36, 64), sendo este 


positivos menores Ой ¡guais 
de modo que sua soma seja um Quadrado 


3, (2, 98), 13, 971, (4, 96), ..., 136, 64), .., 


somar estes dois que a soma é 100 = 


zando $0 no total), teremos escolhido 
número um quadrado perfeito. 


7) (International Talent Search) Seja A um subconjunto de (1, 2,3 
elementos, e tal que náo existam dois elementos diferindo por 6, 9, 12 
elementos de A devem diferir por 3. 

Solução: 

Sejam os conjuntos: 


A = (1,4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34,37, 40, 43, 46, 49, 52, 55, 58, 61, 64, 67, 70, 73, 76, 79, 
82, 85, 88, 91, 94, 97, 100, 103, 106} 

B= (2, 5, 8, 11,14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 38, 41, 44, 47, 50, 53, 56, 59, 62, 65, 68 71, 74, 77, 30, 
83, 86, 89, 92, 95, 98, 101, 104} Ha 

C= {3, 6,9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 37, 42, 45 8, 8l, 
АЕА 37, 42, 45, 48, 51, 54, 57, 60, 63, 66, 69, 72, 75, 7 
Como 16 = 3,5 + 1, temos que em um dos 
escolhidos, que nào podem ter como diferenca 6, 
Como dentro de cada conjunto os elementos dife 
nümeros deve ser igual a 3 ou um múltiplo de 3 ү 
Como 1*524- 121 > 106, nào é possível esc 
implicando que obrigatoriamente teremos númer 


» = 106), consistindo de 16 
» 15, 18 ou 21. Prove que dois 


3 conjuntos teremos pelo menos 6 números a serem 
9, 12,15, 18 ou 21, 


rem por múltiplos de 3, teremos que a diferença entre 05 
maior ou igual a 24. i 
olher somente números cuja diferença seja 24 ou mais, 
9$ escolhidos cuja diferença é 3. 


dos Exatamente 129 


menores ou iguais 
Seja um quadrado 


ә (36, 64), ..., 
Je a soma é 100 = 


teremos escolhido 


nsistindo de 16 
. Prove que dois 


, 70, 73, 76, 79. 


71, 74, 77, 80, 
72, 75, 78, 81, 


neros a serem 


rença entre 05 


a 24 ou mais, 


Olimpíada do México) Consid 
8 do tabuleiro. Demonstre que 
pm paralelos as linhas do tab 
e 
йо: 
Designemos que 10 corresponde ао Número de Colunas e | 
Como há 13 casas em cada Coluna e 3 cores, e Sendo 13 = з 
menos 5 casas com a mesma cor. Designemo: una com кы 
по temos 10 colunas e 3 Cores, e sendo 10-3 0 
Сото 4 $ , então existe 
mesma cor predominante. 
Digamos que esta cor seja verde, 
que a cor predominante (que осот 
Vamos considerar de agora em dia 
Suponhamos que nas 3 primeiras não temos um retângulo com Vértices nas Casas verdes, 
Na primeira coluna temos pelo menos 5 casas verdes, 
Na segunda coluna teremos no máximo uma casa verde ao | 
Na terceira coluna teremos no máximo 


а. 
na mesma horizontal de u 

primeira coluna e outra casa verde da segunda coluna. 

Assim, temos Ў 


ere um tab eiro 10x 
existem 4 e, 
Uleiro. 


em cada Coluna existem Pelo 
te, 


Pelo menos 4 colunas com 


ado de uma Casa verde da 


i área do hexágono. 
Solução: | | | 
Inicialmente dividimos o hexágono da seguinte forma: 


esma região. 
ч ntos pertencer а шпа m 
ió táo pelo menos 3 po esponde a metade 
e 3 regiões menores, n odem formar corresp 
NL purs cado colin a maior área que estes 3 кү Р. que А<($/32 > А<$/6 
го Он е < 

bue үз Como cada região possui área igual a S/3, então 

a área da região. 


de uma circunferência. Mostre que 
ória, em tomo 
á 1 rdem aleatória, 
f ão escritos, de o: > 
10) Os números de 1 a 10 så | nna que 17. 
existem 3 números consecutivos cuja soma é | 

a numero 
Solucáo: Ss ]+2+...+10=55. ; memos todos eles. Como P 
Side orbis ide de números consecutivos e ve termos é igual a 3.55 = че 17 
$ерагето$ agora todos os se P абас dosa xm 
aparece em 3 ternos, temos que a S 165 = 10.17 — 5, então alga 
Como podemos separar 10 ternos 


em 

táo colocados, 

А bre esta es & ebem 

rcular e so : s náo perce 
das ao redor de uma os. Ao chegarem, os ums que pelo 

11) Quinze cadeiras estào colocada me de 15 convidados. mesa pode ser girada 

frente a cada uma das cadeiras, o ie seu nome. Prove que à 

д teca 

110 € nenhum senta-se em frente 


dos. 
ente senta 
menos dois convidados fiquem corretam 

Solução: 


m g 
u seja, o numero e vezes, que 
c E Т 
el acertos, о d e cada 1 


nome. No ro, uma pessoa senta na frente de 
| já é iro, a para a 
4 sas ção inici à é um giro, 
i ituação int ial j 
m total de 1 giros, poi 
аги 
Pet que podemos d 


Capítulo 7. Primch io de Bt 
j > =x fx +. + m 
А ituação inicial x, = 0. Notemos também que a soma dos acertos (5 = хү 2 х) é igual a ү, 
Р situaçã ) . 5, 


i exatamente um acerto. 
i 55 3 um giro qualquer, е | 
pois para cada pessoa temos, pi A dal < 15) então S = xi + X2 +... + Xis < 14, que é 
es a, se tivéssemos x, = 0 ou 515 ў | | 
к pes um dos x, é maior ou igual a 2, implicando que algum giro pelos 
pois S = 15. ; 5: 
convidados fiquem corretamente sentados. 


UM abs, 0 
Menos dois 


12) Prove que em qualquer conjunto de 52 inteiros existe um par de inteiros cuja soma ou cuja diferença 
é divisível por 100. 
Solução: ^ : 
Podemos escrever todos os inteiros de uma das 51 seguintes formas: ү 
100k +0, 100k = І, 100К+2, 100К+3, 100k+4, ..., 100k +49, 1927 + 
Deste modo, em um conjunto de 52 inteiros existem pelo menos dois (digamos ny e n) que podem - 
escritos da forma 100k + r. 
Ѕе пу =100k; +r e п = 1006 +г > 100/n -m 
Seni -100ki-r e п = 1006 -r > 100 |n; = n 
Sen =100k, +r e n,=100k,-r > 100 [а +n 
Seni =100k;-r e n= 100k,+r => 100|n -n 


е 


13) Considere 9 pontos de coordenadas inteiras no R^. Mostre que o ponto médio de um dos Segmentos 

de reta definidos por estes pontos também têm coordenadas inteiras. 

Solução: E 

Sejam P; = (xi, у, Zi), i= 1,2, 3,..., 9, cada um dos 9 pontos no В”. 

Sejam Mi = ((x, + Xi/2, (у, + y/2, (zi + 2/2), +*j,i=1,2, ., 9, j = 1,2, ..., 9, os pontos médios. 
ШЕ Evidentemente cada coordenada de Mi; não será inteira se as respectivas coordenadas de P, e P; tiverem 
ME paridade diferente. Analisemos inicialmente a paridade de todos os Xi. 
Como existem 9 pontos entáo pelo menos 5 de 
(x; + x¡)/2 seja inteiro. Dentre estes 5 pontos 
implicando que (yi + y)/2 seja inteiro. 
Finalmente, dentre estes últimos 3 pontos que possuem a mesma paridade para x; e ys 
menos 2, P, e Pm, possuem a mesma paridade também рага y, 
= ((Xn + Xm)/2, (у, + Ym)/2, (Zn + Zm)/2) possui todas as coordena 


les possuem a mesma paridade para x;, implicando que 
existem pelo menos 3 com a mesma paridade para y, 


temos que pelo 
Assim, o ponto médio do segmento РР 
das inteiras. 


14) (IMO-64) 17 pessoas se correspondem Por carta com as outras pessoas — cada pessoa com todas as 


L] outras. Em suas cartas somente 3 assuntos são discutidos. Cada par de pessoas trocam correspondências 
¡| sobre apenas um assunto, Prove que existem pelo menos 3 pessoas que escreveram cartas para cada 
|i | outra discutindo sobre um mesmo assunto. 


Solugáo: 


escreveu para as outras 16 pessoas. 
йо esta pessoa escreven sobre um mesmo assunto (digamos 
uma dessas 6 pessoas escreveu para outra dentre essas 6 uma 
grupo de 3 pessoas que discutiram o mesmo assunto. 

oas escreveram para as outras 5 sobre os dois outros 


e um dos Segmentos 


ntos médios. 
s de Pie Pj tiverem 


Xi, implicando que 
a paridade para ys 


Yi» temos que pelo 
do segmento Р.Р, 


ssoa com todas as 
correspondéncias 
| cartas рага cada 


assunto (digamos 
ntre essas 6 uma 
ssunto. 

re os dois outros 
.2 + 1, então um 
essoas destas 

e 3 discutindo O 


) grupo sobre 0 


Exercícios 


y) Que número mínimo de participantes 
olimpiada Brasilcira de Matemática pa 
enha certeza de que existem dois pa 
naturais do mesmo estado fazendo ani 


deve tera 
ra que se 
Tticipantes 
Versário no 
mesmo dia? 


2) Prove que, para todo conjunto de 5 pontos no 
interior de um quadrado de lado 2, pode-se 
escolher 2 de modo que a distância entre eles é 
menor ou igual a 42. 

3) Dezenove flechas sáo arremessadas sobre um 
alvo com o formato de um hexágono regular de 
lado 1. Mostre que duas destas flechas estáo a 


STRE ‚Аў 
ита distáncia de no máximo rra uma da outra. 


4) Prove que para todo conjunto de 1996 nümeros 
reais, é possível escolher um conjunto de termos 
consecutivos cuja soma difere de um inteiro por 
no máximo 0,001. 


5) Seja X real. Prove que dentre os nümeros 
X, 2X, 3X, ..., (n - 1)X existe um que difere de 


E Een. 1 
um inteiro por no máximo —. 
n 


6) Prove que, entre 7 reais yi, Y2, ..., Ул, podemos 


QE УУ, 1 
escolher у; e y; (i + j), tais que 0 < —— < —=. 
у: е yj (1% j), tais q ley, 43 
7) Prove que, dados m inteiros ài, an .. Am 


existem k e / (1 < k € / < т), tais que ay«it ài« 
2+... +a; é divisivel por m. 


8) a) Dado um conjunto de 101 inteiros positivos, 
nenhum dos quais excede 200, mostre que pelo 
menos um membro deste conjunto deve dividir 
outro membro do conjunto. 

b) Construa um conjunto de 100 
positivos, menores ou iguais a 200, tal que 
nenhum membro deste conjunto divida outro 
membro do conjunto. 

c) Prove que se escolhermos 100 elemento 
conjunto (1, 2, ..., 200} e um deles for menor que 
16, entáo pelo menos um membro deste 
subconjunto deve dividir outro membro do 
conjunto. 


inteiros 


s do 


um Mff 7 

E m treinamento um 
eno 

que 12 qi * шпа vez por 


E Por se, 
dias cons mana 


Vezes, 


ЛҮҮ, 


ador de Xadrez 


€ não 
. Pr ÃO mais do 
9Ve que há um período 


E : 
Qual ele JOBa exatamente 


jog 


Ecutivos n 


10) Prov 

ЧЛ e que Y 

Inteiros р sus qualquer Conjunto formado Por set 
е 


Ositivos Menores ou iguais a 24 possu 


dois j 
Subconjuntos de mesma Soma. 


12) Cinco pontos distintos, 
(x, y) inteiras, sáo dados em um plano. Prove que 
€ possivel selecionar dois destes pontos de modo 
que seu ponto médio possua coordenadas inteiras. 


todos de coordenadas 


13) As fatorações de r + 1 inteiros positivos (r > 
1) envolvem, no total, somente r primos. Prove 
que há um subconjunto destes inteiros cujo 
produto é um quadrado perfeito. 


14) Uma caixa contem 10 livros de Francês, 20 
livros de Espanhol, 8 livros de Alemão, 15 livros 
de Russo e 25 livros de Italiano. Quantos livros 
devem ser retirados da caixa (sem reposição) de 
modo que possamos garantir que foram retirados 
pelo menos 12 livros de uma mesma língua. 


15) Um professor conta, à cada ano, 3 piadas em 
sala de aula. Depois de 12 anos, 0 professor ainda 


não repetiu o mesmo terno de piadas. Qual é o 


menor número de piadas que o professor deve 


saber para poder realizar isto. 


pontos no interior de 
1, então é possivel 
distância entre eles é 


16) Prove que se existem 5 
um triângulo equilátero de 
escolher 2 de tal modo que à 
menor que 1/2. 

úmeros positivos 
“ Suponha ose que ires um 
e d anon cuja soma é102. 


uz pelo men 


18) Uma fábrica prod Sie máximo 10 
por semana. Mostre 


produto 


os uma unidade 


Capítulo 2. Princínio de y 
27) Dados 1000 inteiros, prove que e Dii 


ão é wr. Stem ү 
deles cuja soma ou subtração é um Múltiplo h 
1997. y 


X Te _ um 
dado qualquer inteiro positivo n o ei 
conjunto de dias consecutivos em que a produgá 
total é igual a л. 


iente deve tomar 48 pílulas em 30 | 28) Dados 14 ou mais o do Conjunto 
19) Um pacie E a pílula por dia. | .., 28) prove que existem destes inteiros è 
dias, tomando pelo menos um P cia de dias | podem ser colocados em dois Conjuntos a 
Demonstre que existe uma seqüén 


elementos de modo que a soma dos 


s AS catamente 11 pílulas. А Я 
durante os quais ele toma exatamer р cada conjunto é a mesma. 


elementos de 
20) a) Prove que existem duas potências de 3 cuja 
diferença é divisível por 1997. - 

b) Prove que existe uma poténcia de 3 que 
termina em 001. 


29) Se 9 pessoas estào sentadas em uma fi 
contendo 12 cadeiras, prove que existem 
cadeiras consecutivas que estão ocupadas Pelas 
pessoas. 

21) Um computador foi usado por 99 horas 
durante um período de 12 dias. Prove que algum 
par de dias consecutivos o computador foi usado 
ao menos 17 horas. 


30) Sejam a; <a; <... < a44 inteiros Positivos não 
excedendo 125. Prove que entre 43 diferenças 
consecutivas di = а + | — aj, algum valor deve 
ocorrer ao menos 10 vezes. 
22) 50 números sáo escolhidos do conjunto (1, 2, 
+» 99}, não existindo dois que somem 99 ou 100. 
Prove que os números escolhidos são 50, 51, ..., 
99. 


31) (Eureka! 5) Numa gaveta há 6 meias pretas е 
6 meias brancas. Qual é o número mínimo de 
meias a se retirar (no escuro) para garantir que: 
a) As meias retiradas contenham um par da 
mesma cor? 


b) As meias retiradas contenham um para de cor 
branca? 


23) Prove que depois de selecionar os 55 inteiros 
l SX <x <x <.. < Xss < 100, então existem 
dois inteiros que diferem por 9, dois inteiros que 
diferem por 10, dois que diferem por 12 e dois 
que diferem por 13. Prove que, 
surpreendentemente, não é necessário que exista 
um par de inteiros cuja diferença seja igual a 11. 


32) (Eureka! 5) Mostre que se л é impar e a, a, 
-> Qu ё uma permutagào de 1, 2,..., я, então o 
produto (a, — 1) (аз — 2)...(а,– п) 6 раг. 


24) Cada uma de ит total 9 retas em um plano 
corta um quadrado (que também pertence ao 
plano) em dois quadriláteros cujas áreas estáo na 
Proporção 2:3. Prove que ao menos 3 destas retas 
devem passar por um mesmo ponto. 


33) (Eureka! 8) A soma de 17 inteiros positivos 
distintos é igual a 1000. Prove que podem ser 
escolhidos 8 destes inteiros de tal forma que a sua 
soma é maior ou igual a 500. 


34) (UFPE-2004) Qual o número mínimo de 
Pessoas que devem fazer parte de um grupo, para 
que se possa garantir que existam, pelo menos, 7 
Pessoas do grupo nascidas no mesmo mês? 


25) Uma cidade Possui 10000 diferentes linhas de 
telefone, numeradas por número de 4 dígitos. 
Mais da metade das linhas telefônicas estão 
localizadas no centro da cidade. Prove que 
existem dois números de telefone no centro cuja 


soma é também o número de outra linha de 
telefone no centro. 


35) (UFRJ-2002) Um saco contém 13 bolinhas 
amarelas, 17 cor-de-rosa e 19 roxas. Uma pessoa 
de olhos vendados retirará do saco n bolinhas de 
uma só vez. Qual o menor valor de n de forma 
que se possa garantir que será retirado pelo menos 
um par de bolinhas de cores diferentes? 


26) Dados 10 inteiros positivos aj, аз, .., aj, 
mostre que existem números x, e (+ 1, 0,- 1) (i 
lo ias 10), náo todos nulos, tais que a soma 
X121 + Ха; + x393 + X484 + Xsas + ха, + хау + 


36) (IBMEC-2001) Numa caixa de bombons 
Xsas + X989 + X10210 é divisível por 100. 


и : 15 
existem somente 20 bombons de licor, já 
bombons de cereja e 10 bombons de uva. Qu 


А сз $502 
210 quantidade mínima de bombons que uma р© 


b 


48) (Brasil-98 Nivel 2) Prove que т o 
pentágono convexo existem dois ângu os e S 
consecutivos cuja soma é maior ou igual a 216°. 

contém 100 bolas de 
ermelhas, 30 sào 
10 restantes, 
tas. O menor 


49) (Brasil-99) Uma caixa 
cores distintas. Destas, 30 sáo v 
verdes, 30 sáo azuis e entre as 
algumas são brancas e outras são pre 
número de bolas que devemos tirar da caixa, sem 
lhes ver a cor, para termos a certeza de haver pelo 
menos 10 bolas da mesma соге: 

A)31 B)33 C)35 D)37 E)38 


50) (OBM-2000) Uma саха contém 900 
cartóes, numerados de 100 a 999. Retiram-se 
ao acaso (sem reposição) cartões da caixa e 
anotamos a soma dos seus algarismos. Qual é a 
menor quantidade de cartóes que devem ser 
retirados da caixa, para garantirmos que pelo 
menos trés destas somas sejam iguais? 

a)51 b)52 c)53 d)54 e)55 


51) (OBM-2001) Em um tabuleiro retangular com 
6 linhas e 9 colunas, 32 casas estáo ocupadas. 
Podemos afirmar que: 

a) Todas as colunas tém pelo menos 3 
ocupadas. 

b) Nenhuma coluna 
ocupadas. 

c) Alguma coluna não tem casas ocupadas. 
d) Alguma linha tem pelo menos 6 
ocupadas. 

e) Todas as linhas têm pelo menos 4 
ocupadas. 


casas 


tem mais de 3 casas 


casas 


casas 


52) (Brasil Seleção Cone Sul-2001) Seja S um 
subconjunto de {1, 2, 3, ..., 2001) tal que não 
existem dois elementos de S cuja diferença é 4 ou 
7. Qual é o maior número de elementos que S 
pode ter? 


53) (Rioplatense-98) Prove que entre 101 
nümeros inteiros positivos quaisquer, é possível 
escolher 11 deles cuja soma seja divisível por 11. 


54) (Rioplatense-98) Seja M um subconjunto de 
(1, 2, ..., 1998) com 1000 elementos. Demonstrar 
que sempre é possível encontrar dois elementos a 
€ b de M, nào necessariamente distintos, tais que a 
+ b é uma potência de 2. 


55) (Nümero de Ouro-97) Em uma reunião de 20 
essoas exi 
pes existem exatamente 49 pares de pessoas 


Capítulo 7. Princh lo do y, 
que se conheciam entre si. Prove que ЕЩ 


pessoa conhecia no máximo 4 dos Convidados" 
3 


56) (Nümero de Ouro-98) Todos os vértic 

um quadriculado 6x2 são coloridos de Vd SER 
ou azul. Demonstre que podemos dete clh 
algum retângulo com todos seus \ёпїсө © 
mesma сог. da 


57) (J. 1. R. McKnight-91) Seis pontos 

escolhidos no espaço de modo que não existan 
pontos colineares e nào existam 4 Coplanare 
Então os 15 segmentos de linha conectando s 
pares estes pontos sáo pintados de vermelho Ms 
azul. Prove que algum triángulo possui todos : 
lados da mesma cor. à 


58) (Wisconsin-96) Seja S um subconjunto do 
conjunto (1, 2, 3, ..., 1000) com a Propriedade 
que nenhuma soma de dois membros distintos de 
S está contida em S. Determine o número Máximo 
de membros do conjunto S. 


59) (Wisconsin-98) Dado um quadrado de lado 1, 
determine о maior número de pontos que é 
possível marcar no seu interior de modo a evitar 
que a distáncia entre quaisquer dois pontos seja 
menor que 1/2 unidades. 


60) (Sonorense México-90) Seja M um conjunto 
de 1990 inteiros positivos distintos, tais que 
nenhum deles tem um divisor primo maior a 26. 
Demonstre que M contem ao menos 2 elementos 
distintos cujo produto é um quadrado perfeito. 


61) (Sonorense México) Selecionam-se nove 
pontos aleatoriamente no interior de um quadrado 
de lado 1. Demonstrar que três destes pontos são 
Os vértices de um triângulo cuja área é menor ou 
igual a 1/8. 


62) (México) Dos seguintes 34 números: 1, 4, 7, 
10, 13, .., 97, 100, elegem-se 19 deles 
Demonstre que entre estes 19 sempre existem 2 
cuja soma é 104. 


63) (Bélgica-93) Em dezembro, durante as férias 
escolares, 20 colegas de classe enviam 10 cartões 
de Natal para 10 diferentes colegas (diferentes 
deles mesmos). 

a) Mostre que pelo menos dois colegas de classe 
trocaram cartões. 


Todos os 


tintos de 


e O Número m áximo 


Juadrado de lado | 
de pontos que é 
г de modo a evitar 
T dois pontos Seja 


а M um conjunto 
istintos, tais que 
Timo maior a 26. 
enos 2 elementos 
rado perfeito. 


cionam-se nove 
` de um quadrado 
lestes pontos são 
área é menor ou 


úmeros: 1, 4, 7, 
1-ѕе 19 deles. 
mpre existem 2 


urante as férias 
viam-10 cartões 
gas (diferentes 


legas de classe 


a que a classe possua n estud 
antes, Cada 


envia am di 
um env - : difer, 
diferentes deles mesmos). Qual a relação entes 
(UU ara que ao menos 2 estu entre n 


dantes tenham 


р (Espanha-88) Quinze Problemas, nui 
15, sáo propostos em um certo 
admitindo somente duas altemati 
falso. Sabe-se que теи 
estudante respondeu corretamente а di 
problemas consecutivos. Se 1600 candidatos 
articiparam do teste, prove que ao menos dois 
dos alunos responderam o teste da mesma forma 


Merados 
Exame, 


6 
de 1 8 
todos é 
verdadeiro ou 


65) (Espanha-93) Em uma reunião existem 20] 
pessoas de 5 nacionalidades diferentes. Sabe-se 
ue, em cada grupo de 6, ao menos duas tem à 
mesma idade. Demonstrar que existe ao menos 5 
pessoas do mesmo país, da mesma idade e do 


mesmo sexo. 


66) (Espanha-94) Com 21 fichas de damas, umas 
brancas e outras negras, forma-se um retángulo de 
3x7. Demonstrar que sempre existem quatro 
fichas da mesma cor situadas nos vértices de um 


retángulo. 


67) (Espanha-99) Uma caixa contem 900 bilhetes, 
numerados de 100 a 999.  Retiram-se 
aleatoriamente (sem reposição) bilhetes da caixa e 
anota-se a soma dos dígitos de cada bilhete 
extraído. Qual é a menor quantidade de bilhetes 
que devem ser retirados, para garantir que ao 
menos três dessas somas sejam iguais? 


68) (Inglaterra-98) Um guichê de rodoviária 
vende passagens de ônibus para 200 destinos. Em 
um dia, passagens foram vendidas para 3800 


dad 
OS, ne Conjunto de 
ve dividi br ж, embros do ton n 
do conj Junto 
Jun 


Prove que exi 
existem 4 
ana; Úm: ; EID 
Quarta poténcia de umi eros cujo produto é a 


nteiro, 
73) (Índia.95) Pr 
consecutivos de 3 
que é divisível pela 


pda que entre 18 inteiros 
Igitos existe pelo menos um 
soma dos seus digitos. 


soma seja divistvel pa MAE ue а за 
75) (Moldávia-2000) Dado o número 2000 
calcule a soma das décimas poténcias dos 
algarismos deste número e continue fazendo o 
mesmo com o número obtido e assim 
sucessivamente. Mostre que entre os números 
obtidos existem pelo menos dois números iguais. 


76) (Leningrado-88) Um líder de um jogo e 30 
Jogadores escrevem, cada um, os números de 1 a 
30 em alguma ordem. Então, o lider compara as 
seqüéncias. Um jogador apaga algum número de 


passageiros. Mostre que: 
a) existem ao menos 6 destinos tal que o número 
de passageiros que desceram neste destino é o 
mesmo; 

b) a afirmativa a) toma-se falsa se “6” for trocado 
por 7. 


69) (Inglaterra-75) Use o Princípio das Gavetas de 
Dirichlet para resolver o seguinte problema. Dado 
um ponto O no plano, o disco S, com centro em O 
e raio 1, é definido com conjunto de todos 05 
pontos P no plano tais que [ОРІ < 1, onde OP éa 
distância de P a 0. Prove que se S contem 7 
Pontos tais que a distância entre quaisquer 2 


sua lista toda vez que este número aparecer no 
mesmo lugar que ocupa na lista do lider. Depois 
de feitas todas as comparações, cada jogador fala 
em voz alta a quantidade de números que não foi 
apagada. Todos os valores falados são distintos 


Prove que ao menos um 
sequência de números qu 
a sequência do lider. 


77) (Rússia-65) a) Um ; 
40 vezes. Existiam 
encontro. Nenhum par de mein 
duas vezes. Prove que existia 


60 membros no comité. 


dos jogadores possui uma 
e é igual (mesma ordem) 


erto comitê se encontrou 


0 membros em cada 
bros se encontrou 


não mais do que 
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que o número a, + a — am- a, Mode Dire 


b) Prove que é não possivel construir mais do que 
30 subcomités de 5 membros de um comité de 25 
membros, com nenhum par de subcomitês 
possuindo não mais do que um membro em 
comum. 


78) (Geórgia-95) a) Cinco números distintos são 
escritos em uma linha. É sempre possível escolher 
3 destes números de modo que estejam escritos de 
forma crescente ou decrescente? 

b) É sempre possível fazer o mesmo, caso 
desejamos escolher quatro entre nove números 
distintos escritos em uma linha? 


79) (Rússia-81) Seis pontos são marcados dentro 
de um retângulo 3x4. Prove que existe um par de 
pontos cuja distância entre eles não é maior do 
que (5)'?. 


80) (International Talent Search) É possível 
separar aos pares os número 1, 2, 3, ..., 50 de tal 
maneira que a soma de cada par de números é um 
diferente número primo? 


81) (International Talent Search) Determine o 
menor valor de n para os quais é possível afirmar 
que: Em todo conjunto de n inteiros positivos, é 
sempre possível escolher sete números cuja soma 
é divisível por 7. 


82) (Áustria-Polónia-87) Pode o conjunto X = (1, 
2, .., 3000) conter um subconjunto de 2000 
inteiros na qual nenhum membro de A é igual a 
duas vezes outro membro de A? 


83) (Cone Sul-2001) Trés triángulos acutángulos 
estáo inscritos em uma mesma circunferéncia, de 
modo que seus vértices sáo nove pontos distintos. 
Demonstre que se pode escolher um vértice de 
cada triángulo de maneira que os três pontos 
escolhidos determinem um triângulo cujos 
ângulos sejam menores que ou iguais a 90º. 


84) (Hungria-2000) O produto de 2001 inteiros 
positivos distintos possui exatamente 2000 
divisores primos distintos. Mostre que podemos 
escolher alguns destes 2001 números de modo 
que seu produto seja um quadrado perfeito. 


85) (Polônia-99) Dados os inteiros positivos а < 
а < a3 <... < ajo menores que 5050. Prove que 
existem quatro números distintos ak, A), am, a, tais 


é divisível эы 
5050. Por 


86) (Japáo Seletiva IMO-91) Suponha que A é 

inteiro positivo de 16 dígitos. Mostre de 
possível determinar alguns dígitos consecuti. 
de A tal que o produto destes digitos & la 
quadrado perfeito. m 


87) (Torneio das Cidades-96) Oito Estudante, 
foram convocados para resolver 8 Problemas. > 
a) Cada problema foi resolvido por 5 estudantes 
Prove que é possivel escolher dois estudantes tal 
que cada problema tenha sido resolvido Por pelo 
menos um deles. 

b) Se cada problema tivesse sido resolvido por 2 
estudantes, então é possível não mais exista este 
par de estudantes. Prove isto. 


88) (Tomeio das Cidades-94) 60 Crianças 
participam de uma colônia de férias. Entre 
qualquer conjunto de 10 crianças existem 3 ou 
mais que vivem na mesma barraca. Prove que 
existem 15 ou mais crianças que vivem na mesma 
barraca. 


89) (IMO-72) Dado todo conjunto de dez 
números distintos pertencentes ao intervalo 10, 
ll, .. , 99, prove que nós podemos sempre 
determinar dois subconjuntos disjuntos com a 
mesma soma. 


90) (Brasil Seletiva IMO-2001) a) Encontre um 
conjunto A com dez inteiros positivos tal que náo 
haja seis elementos distintos de A cuja soma é 
divisível por 6? 

b) E possível encontrar um conjunto com à 
mesma propriedade se trocarmos “dez” por 
"onze"? 


91) (Brasil Seletiva Cone Sul-95) Determine 0 
menor inteiro positivo n com a seguinte 
propriedade: para qualquer escolha de n inteiros, 
há dois deles cuja soma ou diferença é divisivel 
por 1995, 


92) (Brasil Seletiva Cone Sul-96) Dados k 
números naturais distintos < 200, prove qU 
existem 2 deles cuja diferença é igual a 4, 5042 
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NS ишо estudaremos uma das apli 
Nes que de análise combinatória e prob 

беге quer determinar a quantidade de 
qU esta quantidade. Podemos raciocina 
Seja : tome todas as palavras com п - | 


S de Tecorrê 
Cações da 
abilidade 


Ncias entre te 
5 relações 
Utilizang, 

o 
Palavras com n letras 


te manei 
: ei 
letras (existem x Та para formarmos 


ib A. Por exe, 
adas a Partir das E Pros 
‚Вес, 


exemplo anterior é um caso simples d 
А еа 

diretamente Xo com Ха - 1, Em alguns casos as relacó 
algumas não 520 lineares. Observe com atenção os оаа 
g plo 


de aplicação de recorrência em análise combinatória 5 abaixo que 


Exemplos: 
1) Determine O número de permutações de n elementos distintos. 
Solução: t 


Seja Xn O número de permutações com n elementos distinto 
s. Para formar toda: 
5 estas x, permutações 


basta escrever as Xn ~ 1 permutações com n — 1 elementos distintos e no final 
acrescentar mais um elemento (n possibilidades). Logo, temos que x, = п.х inal de cada uma delas 
. » ы А, n X71. 
Assim: Xn = N-Xn- 1% n(n - 1)xp -2= n(n - D(n-2)-57 ..-n(n-1(n-2).32x 
323i. 


Uma vez que Xi — 1, então x, = n!. 


2) Quantos subconjuntos há de um conjunto com n elementos? 


Solução: 
Seja Xp о número de subconjuntos de um conjunto A com n elementos. Seja y um destes n elementos do 
conjunto А. Podemos formar todos os Xn subconjuntos de duas maneiras: 


i) os subconjuntos que não contém y: Xn- 1 NO total; 
ii) os subconjuntos de contém y: para tanto basta acrescentar o elemento 


conjunto À — {y}, que possui n — 1 elementos, ou seja, também existem Xn-1 NO total. 
Ll.» 
Desta forma: Xn = Xn- 1 + Xn-1 PG.Logox,7X2^ - 


= 2.Xn- 1, que caracteriza uma 
: n 
Desde que xi = 2 (subconjuntos u Za 


y em cada subconjunto do 


nitário e vazio), então Xn = 
3) (EPCAr-2005) Gastei tudo que tinha em 6 lojas. Em cada uma delas gastei um real a mais do que à 
metade do que tinha ao entrar nela. Com base nisso, pode-se afirmar que: 
a) inicialmente tinha 120 reais. 

b) ao entrar na 3º loja tinha 16 reais. 

c) gastei 8 reais na 4º loja. 
d) sobraram 4 reais ao sair 
Solução: 

Seja х„ a quantidade de dinheiro ao 


da 4º loja. 
— 1). Pelo enunciado: 


sair da loja n 


І 
хар > "E 


x 
ex) > ач 


entrar na loja n (ou 


n 


1 
z . =(X X) 
Portanto, a seqüéncia x, * 2 6 uma PG de razá0 1/2: x,*2 e 2 


-8 
1) -2 > РЕ 


Como x; = 0 então: x, = (5 


n-l 
Como b, = q.a temos que: qa = E al 4 E | + 100x 


} 


Assim, vamos analisar cada afirmativa: 

a) FALSO. х = 2º - 2 = 126. 

b) FALSO. x; = 25 - 2 = 30. , 

с) VERDADEIRO. хц -xs = (2-2) - (2 
d) FALSO. xs» 22 - 2-6 


-2)=8. 


4) (ITA-71) Qual o maior número de partes em que um plano Госа о п linhas retas? 
EP b)nn*1) с) п(п + 1)/2 d) (nº + n + 2)/2 e) N.d.r.a. 

eH a situação em que temos um maior número de partes ocorre quando nào existem duas 
retas paralelas, ou seja, todo par de retas é concorrente. Suponha que já temos traçadas, de acordo cy 
as condições anteriores, n — 1 retas no plano, dividindo este em Xn - i partes. Traçando mais uma Teta que 
intercepte todas as n — І já traçadas, podemos notar que entre quaisquer dois pontos de interseção 
consecutivos (contando os extremos) desta nova reta podemos associar uma mova parte do plano Criada 
Assim, podemos afirmar que x, = Xn-1 + n, onde x, =2. 


X2=xı +2 
X37 X3 +3 
Хз= хә +4 


Xn= Xp-1+n 
Somando estas equações obtemos: 


2 - 24n-2 n!«n42 
ox +(@+3+..+цу= 2, £220 Dion 5 > х, 5 я 


5) (IME CG-2003) Uma реѕѕоа possui uma criagáo de abelhas, inicialmente сот а abelhas. А taxa de 
natalidade anual dessa população de abelhas é constante e igual a po. A cada ano morrem x abelhas 
dessa criação. A população das abelhas é igual ao produto q.a ao final de n anos. Determine o valor de x 
em função de q, n, pe a. 

Solução: 

Seja bn a quantidade de abelhas ao final de n anos. Pelo enunciado podemos concluir que durante o anon 


nascem ( «Eh, abelhas e morrem x abelhas. Logo: b, = ( MEA b,i-x 


Podemos observar que b, (e ca dE 100x — TES m 100.x 
100 р 100 р 


Esta última relação de recorrência caracteriza uma PG de razão Р + 2) . Então: 


100. 100.x кү nt 
b,- ox fe,- ч — b, = E р | Pio 


р 100 р 


> 


p 100 


р 


р р 


р 


п-1 п-1 n-1 n-l 
e р 100.х р 100.х 100.x 100 р > 
а=а|1+—— -——|1+—— | + = + -@ 
1 ( 5] p ( +5) i c | À a 
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— o» mb o AR 


lon 


6) (OBM-97) Os vértices de \ 
apenas as cores verde, am à 
podem receber a mesm 


Scja Xn O número de Maneiras 
adjacentes náo recebam a mesma co 

vértice existem 2 possibilidades. р r. Para pi 
Eliminando a restrição do últin ara pintar 
possibilidades. Os casos em 
analisados considerando que 
possibilidades. Portanto: x, = 3,2"-1 — 

Observe que: Xn = 329-1. X123 $a Onde x, = 0 
Analisando somente os índices pares -G2tt- Xn-2) 
pa podemos escrever: > Xn-X2= 321-2 
xs -X4 = 3.2? 
Xs — X6 = 3.2 


de pintar OS n vértice 
s 


de um t 
ntar o 1º yemi Polígono regular de m 


Xan — Xan-2= 3.2097? 
Somando estas expressdes 
es : 
р obtemos: x, — x, = 3.22 


: ge 3224" -1) t3 32 e, 43g? > 
Хөс > Xm=2"+2 

Рага п = 5: xio = 2!9+ 2 = 1026. 

2* Solução: 


Seja Xn O núme i i 
he п BEN TO de maneiras de pintar os n vérti 
a jacentes não recebam a mesma cor. Inicialmente v i 
primeiro ao penúltimo vértice. Se o penúltimo vértice cd Pu se nee em опо, do 
X Pm yr AUS | e for de uma cor difere ? véri 
Exe o Е tferente do 1° y e 
зан ҮК possibilidades de pintura), temos somente uma possibilidade para pintar o ү (onde 
‚ i 
T imo vértice for pintado da mesma cor que o primeiro (x, - > possibilidades), e: алын 
possibilidades para pintar o último vértice. Assim, temos que X, = Xp-1 2x, com x - do n SA 
a a Я {єнє esta eanaca T | n pics. qubd A 
equação característica desta equação de recorrência é x! -x - 2 = 0 cujas raizes são 2 e 1. Logo 
" n Mons ` a ИКЕ ЫР 
Xn = А.2 + BE 1)", nz 1. Como ху = 0 e x>=6, então 2А - B=0e 4A + B = 6, onde obtemos A=1 e 
=; » А п : E 
B=2. Portanto: x, =2"+2(- 1)" 2 ху = 2'"+2= 1026. 


7) (Austria/Polónia-98) Considere n pontos Pi, P», ..., P, pertencentes nesta ordem a uma reta. Deve-se 
pintar estes pontos de branco, vermelho, verde, azul ou amarela. Uma coloração é admissível se cada 


dois pontos consecutivos P,, P¡+ | (i = 1, 2, ..., n — 1) são ambos da mesma cor ou ao menos um deles é 


branco. Determine o número de colorações admissíveis. 
Solução: : 
Definimos três sequências (an), (bn) е (Xn) das seguintes formas: 

i) a, = número de maneiras de pintar de modo que o último ponto seja branco; 
ii) b, = número de maneiras de pintar de modo que o ültimo ponto nào seja branco; 
et X, 7 nümero total de maneiras de pintar. b 

aramente, pelas definições, temos Xn = аһ + bn ( ү ; 
Nicialigente, podemos en que todas as formas de pintar n pontos em que зн E 
podem ser obtidas a partir das colorações de n - 1 pontos bastando pintar © Y шор 
Logo, concluímos que: a, =Xn-1 (2) 
Por outro lado, as colorações possíveis de 
1) a partir das colorações de n pontos cuj 
de qualquer cor (5 possibilidades); 
ii) a partir das colorações de n pontos cujo úl 
Ponto de cor branca ou da mesma cor que O último 


r obtidas de duas maneiras: 


+ | pontos podem se 
pi k o, bastando acrescentar mal 
" 


o último ponto é branc 


s um ponto 


bastando acrescentar mais um 


altimo ponto náo é branco, andi | 
iin ens da sequência Q possibilidades); 
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Portanto, concluímos que Xn + 1 = San + 2b. (3) 


= Хан BELTE! 
Substituindo a equação (2) na equação (3) obtemos Xn + 1= 5-1 + 2b. => b, = SE (4) 
Pai nox Dx SO 


Substituindo as equações (4) e (2) em (1): X, 2 X44 + 


а е. у no n m 7 
A equação característica desta equação de recorrência é x^ — 2x — 3 = 0, cujas raízes são 3 e — |, 
. n 
Assim, podemos afirmar que: x, = A.3" + B(- 1)". 
' Pelas regras de coloração temos que x, = 5 ex, = 13. 


3 1 
Logo: ЗА-В=5е9А +В = 13 > Re Bcc 


quel +(=1)"" 
2 


Deste modo, temos que: x, = ‚пе №, п> |]. 


és 


8) (Báltica-94) Determine quantos inteiros existem satisfazendo as três condições: 

| a) Todos os dígitos do número pertencem ao conjunto (1, 2, 3, 4, 5); 
b) O valor absoluto da diferença entre dois dígitos consecutivos é 1; 
c) O inteiro possui 1994 digitos? 
Solução: 
Sejam: 
an = número de inteiros com n dígitos que acabam em 1 ou 5; 
b, = número de inteiros com n digitos que acabam em 2 ou 4; 

nto! c, = número de inteiros com n digitos que acabam em 3. 
nog Perceba que todo inteiro com n dígitos que acabe em 1 ou 5 pode ser obtido a partir de um inteiro com 

íi n — 1 dígitos que acabe em 2 ou 4, bastando para isso colocar à sua direita 1 (caso o número com n- 1 
d dígitos acabe em 2) ou colocar à sua direita 5 (caso o número com n — 1 dígitos acabe em 4). Assim, 
lid concluímos que a, = b,., (1) 
Analogamente temos que c, = b,. 1 (2) 
De (1) e (2) concluímos que an = с, (3) 
|} Um número сот п dígitos que acabe em 2 ои 4 pode ser obtido de duas formas a partir de número de 
| n - 1 dígitos: 
| | i) se o número de n — | dígitos acabar em | ou 5 acrescenta-se à sua direita 2 ou 4, de acordo coma 
condigáo b; 

lj | ii) se o número de n — | dígitos acabar em 3 acrescenta-se à sua direita 2 ou 4, ou seja, existem duas 
| | possibilidades; 
' Assim, temos diretamente que b, an-ı + 2cn-1 (4) 
é De (3) e (4) concluímos que b, = За, > b,= ЗЫ: (5) 
3 Сото b, =2 e Б» = 4 temos: b, = 12 bs=18 be = 36... onde temos duas PG's, uma para índice par e 
outra para impar. 


n-2 n-1 
Assim, se n é par temos b, =4,3 2 esené impar temos b, 223 2. 
n-2 


Рага п par temos a, 2c, -b, (223 2. 


Assim, paran par: x, =a, +b,+0,=23 2 +432 4232 > х 
Portanto, para n = 1994 temos X1994 = 8.3%. 


teiro com 
om n- ] 
). Assim, 


mero de 


lo coma 


m duas 


e par e 


Exercícios 


1) (IME-83) Uma rua possui um e 
em fila com N vagas demarcadas j 
fio de um dos lados. N automóveis, 
pa N, devem ser acomodados, BA 

ela ordem numérica no estacion 
cairo deve Jistaporse a um carro já estacionado, 
ou seja, uma vez estacionado о carro | em 
qualquer uma das vagas, os seguintes se váo 
colocando imediatamente á frente do Cato mel 
avangado ои atrás do carro mais recuado. Quantas 
configurações distintas podem ser obtidas desta 
maneira? A figura abaixo mostra uma das 
disposições possíveis. 


ADDED 


Stacionamento 
Unto ao meio- 
numerados de 
cessivamente, 
amento, Cada 


2) (IME-2002) Quatro cidades, A, B, Ce D, são 
conectadas por estradas conforme a figura abaixo. 
A 


10km 


B 10km 
ny 


Quantos percursos diferentes começam е 
terminam na cidade A, e possuem: 

(a) exatamente 50 km? 

(b)nx 10 km? 


3) a) Ache o número de inteiros positivos com n 
algarismos nos quais algarismos adjacentes não 
sejam iguais. | Р 
b) Existem quantos números pares satisfazendo 
ay? 


4) Um alfabeto possui cinco letras: a, б, ks e. 
Nesse alfabeto, existem quantas palavras de л 
letras com um número par de a's? 


5) Seja f(n) o número de palavras com n letras, 
sem zeros vizinhos, formadas a partir do alfabeto 
(0, 1, 2}. Encontre uma recorrência para f(n). 
6) Determine quantos inteiros positivos de n 
algarismos existem, formados apenas pelos 
dígitos 1, 2 e 3, de modo que o valor absoluto a 
diferença de dois dígitos consecutivos seja igual à 
O ou 1. 


e Maneiras de fo 


zando о alfabeto ta, 


a € b nào de b, 


vem aparecer Juntas? 
8) Determine o 


: núm 
Partir do alfabeto Mon c formadas a 


Número par de A's? ) possuindo um 


9) Qual a 


{ Probabili 
impar de sei abilidade de 


obter um nú 
S quando são jogad mero 


OS n dados? 


gue generalizar para o caso de 
degraus? 


uma escada com n 


11) Um estudante 
Obtém cara marca 
marca dois pontos. 
estudante alcance e 
instante em uma 
moeda. 


amemessa uma moeda e se 
um ponto e se obtém coroa 
Calcule a probabilidade que o 
Xatamente n pontos em algum 
Seqüéncia de n arremessos da 


12) Determine a quantidade de subconjuntos de 


(4, 2, 2ш, n] que não possuem números 
consecutivos. 


13) Determine o número de maneiras diferentes 
de se cobrir um tabuleiro 2x2 com dominós 2x1 
iguais. 


14) Mostre que existem 2" 7 ' maneiras de arranjar 
os inteiros 1, 2, ..., n em uma linha de modo que, 
exceto pelo primeiro, todo número difere do 
número imediatamente à sua esquerda por + | ou 


-1. 


i i e um 
15) Uma sonda espacial descobriu qu 
i ánico em Marte possui DNA 
material orgánico | 
osto de cinco simbolos, denotados por nb 
eu. 1 tes do 
á tro component! 
\ ao contrário dos qua 
по, d, ce, ed e ee 
tro pares cd, се, ; 
terrestre. Os quatri | 
Me ocorrem consecutivamente em um id 
do DNA de Marte, mas qualquer outro código a x 
dl suem estes pares 50 pee E 
io bcda náo é permitido, mas b са | 
A aer e uma relação de recorrência 
pu at de códigos possíveis de 
para à quantidade e 


comprimento n? 219 


1 ições de 
16) Denotemos por B(n) o número de pus 
n em partes que são potências de 2. Por exemplo, 


B(6) = 6, porque: = 2 
I+1+1+1+1+1=1+1+1+1+2=1+1 
2+2=1+1+4=2+2+2=4+2. 

Prove que: 


a) B(2n + 1) = B(2n) para todo п> 1; | 
b) B(2n) = B(2n - 2) + B(n) para todo n > 1; 


17) Seja А = (1, 2, ..., n). Dada a função ASA, 
suponha que a, é o número de funções f injetoras 
tais que f(f(x)) = x, V x e A. Determine uma 
relação de recorrência da seqüéncia an. 


18) (Itália-96) Dado o alfabeto com três letras a, 
b, c, encontre o número de palavras com n letras 
contendo um número par de a's. 


19) (Noruega-96) Quantas contas de banco de 11 
dígitos existem usando apenas os dígitos 1 e 2, 
tais que não ocorram dois 1”s consecutivos? 


20) (OBM-99) José tem três pares de óculos, um 
magenta, um amarelo e um ciano. Todo dia de 
manhã ele escolhe um ao acaso, tendo apenas o 
cuidado de nunca usar o mesmo que usou no dia 
anterior. Se dia primeiro de agosto ele usou o 
magenta, qual a probabilidade de que dia 31 de 
agosto ele volte a usar o magenta? 


21) (Bélgica-97) Considere todos os inteiros 
consistindo de n dígitos, cada um escolhido do 
conjunto (1, 2, 3, 4), tais que nenhum dígito 3 
aparece à direita de um dígito 4. Por exemplo, 
quando n = 6, os inteiros 123314 e 113424 
satisfazem, enquanto que 114234 não. Seja an o 
número de tais inteiros com n dígitos. Que 
expressáo vale para todo n e IN? 

a) ал+ = 4а, – 1 b) an +1 = 4а, – 6"! 

С) аһ+2 = 2an+1 + ба, d)as i27 4а, 3(а.)/2 
е) an+ 1 = 3a, + 3" 


22) (Irlanda-97) Ѕеја $ o conjunto de todos os 
números naturais n satisfazendo as seguintes 
condições: 

(a) n possui 1000 dígitos; 

(b) todos os dígitos de n são impares; 

(c) o valor absoluto da diferença entre dois dígitos 
adjacentes de n é 2. 

Determine o número de distintos elementos de S. 


05 de Recorrôncia OM Compj, · 
23) (Austria-87) Considere um al 
consistindo de 3 letras: a, b e c. Quantas м 
de п letras existem com as seguintes Propriego 8 
i) a palavra inicia e termina com a letra a; À 
ii) posições vizinhas devem ser Ocupada k 1 


letras distintas. 


24) (Hungria/Israel-97) Quantas Segun 
distintas de tamanho 1997 podem Ser for 4 


usando cada uma das letras А,В, С um [м 
impar de vezes (e nenhuma outra)? 


25) (OBM Univ-2001) Um ratinho 
inicialmente a gaiola А e é treinado para Mudar 
gaiola atravessando um túnel sempre que soa y 
alarme. Cada vez que soa o alarme o ratin 
escolhe qualquer um dos túneis incidentes a 
gaiola com igual probabilidade e sem ser afetado 
por escolhas anteriores. Qual a probabilidade de 
que após o alarme soar 23 vezes o ratinho осше 
gaiola 8? 


26) (Roménia-98) Uma palavra de comprimento n 
é uma seqiiência ordenada X1X2...Xn, Onde x, é um 
letra do alfabeto (a, b, c}. Denote por A, o 
conjunto de palavras de comprimento n que náo 
contém bloco xix, |, = 1, 2, ..., n - 1, da form 
aa ou bb e, por B, o conjunto de palavras de 
comprimento n nas quais nenhuma das 
subseqüéncias xix, + Xi.2si71,2,.,n-2 
contém todas as letras a, b, c. 

Prove que |B,, i| = 3|А„|. 


27) (China-91) Seja an o número de inteiros 
positivos formados a partir dos dígitos 1, 3e4e 
suja soma dos dígitos é igual a n. Determine uma 
relacáo de recorréncia para a,. 


28) (Ucránia-96) Seja M o número de todos 05 
inteiros positivos que possuem п dígitos 1, n 
digitos 2 e nenhum outro dígito em sua 
representação decimal. Seja N o número de todos 
Os inteiros positivos de n dígitos possuindo 
somente os dígitos 1, 2, 3 e 4 em bu 
representação decimal onde o número de !'5 € 
igual ao número de 2's. Prove que М = N. 


КӨРЕ Уе 


I. INTRODUÇÃO 


Na representação literal de um sistem 
a 


ara simbolizar as incógnitas e as prima: equações |; 

pa a Assi S Primeiras letras i di. es lineares Usamos as yis; 
independentes. Assim para um sistema com d паїс, as últim 
ча$ 


О que fazer entretanto se o sistema tiy 
problema foi sugerido que os coeficientes il 30 
índice, o 1° representando ordem da linha (equae representados por uma tr. olucionar este 
os termos independentes seriam dotados de Шо) е о 2° 

correspondente. Único índi 


equaçã incó 
quacóes e 40 incógnitas? Рага y 


Assim o sistema anterior teria a Tepresentação E IX] tapx) se 


ах ay, = c, 


No sistema identificamos trés tabelas. 


азр 82 
dos termos independentes) É bom observ 
representadas entre colchetes. 


а an 
A= (tabela dos coeficientes); X= 


X, 
(s) (tabela das incógnitas); C — (e) (tabela 


€2 


ar que. estas tabelas Chamadas matrizes 


podem ser 


= [4 az 
Ex: A = - Usaremos entretanto a p 


азр ау representacáo. Posteriormente veremos 


justificativa para a representação matricial de um sistema linear como AX = С. O uso dessas tabela 

onde os elementos são dispostos em linhas e colunas é muito difundido mesmo fora do cam i 
matemático. Assim, o conceito de matriz aparece no cartüo da loteria esportiva, na tabela de A 
campeonato, no quadro representativo da produgáo de uma fábrica, etc. 


Il. MATRIZES 


2.1. Definigáo: Chama-se matriz de ordem m x n a um conjunto de mn elementos dispostos em uma 


tabela com m linhas e n colunas. | | 
Se т = | a matriz é dita matriz-linha ou vetor-linha e se n = 1 ela será dita matriz-coluna ou 


vetor-coluna. : | И) | 
Os elementos de uma matriz podem ser números reais ou complexos, polinômios, funções, 


vetores, matrizes, etc... 
São exemplos de matrizes: 


21 
matriz linha 1 x 3; C= | 3i | matriz coluna 3 x 1 
4 


23 
a-l a matriz tipo 2x 2; В= (1 2 4) 


1 
D=|[5 SNX cosx| . wriz2x3 
2 


4 tgx 
Em nosso estudo os elementos da 


kj on S. 
matrizes em geral será úmeros reais ou complexo 


Capítulo 9 
а ар c7 88 Е 08 Mag 
a, 


2.2. Representação de uma matriz A de ordem m x n: À = у : Sinteticamene 


teríamos А = (aij)mxn. 


2.3. Classificação das matrizes: Se m = n a matriz é dita quadrada e se m  n ela será dita reta 


ў Ngular, 
Nos exemplos dados no item 2.1 temos que А é uma matriz quadrada enquanto que as Outras são 
retangulares. 


2.4. Traço de uma matriz quadrada: Nas matrizes quadradas os elementos de índices iguais 


constituem a diagonal principal da matriz e a soma desses elementos chama-se traço da matriz, A Outra 
diagonal da matriz chama-se diagonal secundária. 


12-3 
| Ex:EmA=| 4 5 6 | temos que: 
-7 8 9 


1. Diagonal principal: (1, 5, 9) >tr(A)=(1+5+9)=15 
2. Diagonal secundária: (-3, 5, —7) 


2.5. Matrizes fundamentais: 


N 2.5.1. Matriz nula: Seja A = (aj)m com ay=0VievV). 


Então A será dita matriz nula e será 
1 representada por Omxn ou simplesmente 0. 


\ 00 
| НЕ Ex 1) О =|0 0 Ex 2) 0 = ae 
TERN x 1) Оз = x 2) 0 0 
0 0 


2.5.2. Matriz identidade: É uma matriz quadrada onde os elementos de mesmos índices sào iguais a | 
(um) e de índices diferentes são nulos. Representa-se por І, ou simplesmente I. 
100 


| Exb-|0 10 
Hd 0 0 1 


2.6. Determinação de uma matriz: 


Em muitos casos (ver matrizes item 2.5) o elemento genérico aij de uma matriz A obedece uma 


: З | se izj 

lei. Por exemplo: obter a matriz A = (aijex» onde aj = 5 J 
2 se i=j 

Solução 


ац 
(1) Escrevendo a matriz geral 3 x 2 temos: A = 


2 
obtidos pela lei temos: A=| | 2 


1 


(ii) Substituindo-se em A os valores de а; 


0777 
OS 779 


Sinteticamente 


ta retangular 
15 Outras São 


dices iguais 
triz. A Outra 


Ша e será 


guais a 1 


ce uma 


Igualdade Matricial: 
ão: Dadas duas matrizes de mesma ordem A 


2.7. 


pefiniç 5 
a, =b,Vievi (min e B= (b, direm 
Е 2 хп, OS que A = 

Ex: Dados A = [7 р 2 юр F чеА=в o 

га lo, еС= 2 
Baa 4 Loa temos que: 
1) A = B pois log, | = 0 e log, а= 1 e portanto 8, b, Vie y; 
: J 


2) А #Сро!$ ai * Cu 


2.8. Operações com matrizes 
Ao utilizar matrizes surge naturalmente a Necessid 
exemplo, consideremos as seguintes tabelas que rep Ssidade de 
tipos A, B, C e D nos primeiros trimestres de 97 e 9g. 


oues. ro stiarmos Certas operações. Por 
Produções de uma fábrica de carros 


PRODUÇÃO NO 1º 

Meses " TRIMESTRE DE 1997 
Janeiro d 1800 
D Fevereiro 2000 
Margo 1700 


PROD 
Meses 
Janeiro 
Fevereiro 
Marco 


Para montar uma tabela que dé a produção por tipo de veículo e por més nos Primeiros trimestres 
de 1997 e 1998, conjuntamente, teremos que somar em cada linha e coluna os elementos 


correspondentes ou seja: 


PRODUÇÃO CONJUNTA 97/98 
Meses A B | С 
Janeiro 2500 2600 | 1400 


ш) [ Fevereiro 3300 1800 1550 
Março 2900 2000 1700 


Sendo a produção do 1º trimestre de 99 a metade da produção do 1º trimestre de 98. temos a 
tabela IV. 


PRODUÇÃO PARA 1º TRIMESTRE/99 


Janeiro 
Fevereiro 
L Março 


i izes: adição tabela 111 
ч ni S quat (0) tabelas acima, erificamos duas operações com matrize ( 
Observa do a vi tr! 


e тле а регас а 
tabela II e mult um numero tabela tabel ) oes 
) l iplicação po ( IV abela ID. Estas operações serão 


definidas formalmente a seguir: 


Capitulo 9. Mag 
2.8.1. Adição: . i 
Definição: Dadas duas matrizes de mesma ordem A = (aj)mxn € B = (bij)mxn chama-se matriz soma A + В) 


a matriz C = (Cij)nxs tal que Cy = а; + bj Vi e Уј. la гы 
-4 AU As 
Ex1: Dados A = Е. еВ = 228 temos que aro " 
4 -2 5 37 0 dus M 
-4) (3 14 -1 nae A ca: 
4+3 -2+7 5+0 75 *$- 1$ co 7» € O 
AN ) eU 

Ў ј m 0-2 3 * B nào existe pois as matrizes nà 

E Ex2: Sejam A = d eB- 2 s , neste caso А nào p O são de 


h 
| | mesma ordem. 
| 


2.8.2. Propriedades da adição matricial: 
я 1) Fechamento: C = A + В é da mesma ordem de A e B 
| 2) Comutativa: A +B = B + A 
|| | 3) Associativa: A + (B+C)=(A+B)+C . 
|! | 4) Elemento neutro: para о conjunto das matrizes m x n é a matriz nula Ору tal que A+O=0+A =A. 
|: '| 5) Matriz oposta ou inversa-aditiva: Toda matriz А = (ai)m« tem uma matriz oposta (A) tal que 
| A+(-A)= -A +A = Om. / 
ih | Е fácil d estas propriedades sáo idénticas as propriedades da adigáo de números reais. 


` i 2.8.3. Subtragáo matricial: 
UU i A-B=A+(B) 


PI RH T А-1 2\в-(3 -! А-в=А+(в)=[! 2|+[—3 1\_[-2 à 
үк Braz, JE 3L АЙ COLLE 3.0) 12 cal ls ca 


h 2.8.4. Multiplicação de um número por uma matriz (multiplicação escalar) 
; Definigáo: Dado um número a e uma matriz A = (Aij)mxn chama-se múltipla escalar de A a matriz B = 
(6) а onde bij = a а; Vi e vj. 


2 3 4 2 3 4 
Ex: Dados a=3e A = >23A=3 = 6 9 12 
0 -1 5 0 -1 5 0 -3 15 


HE 2.8.4.1. Propriedades da multiplicação escalar: Sejam x, y números e A e B matrizes de mesma 
H ordem. Então são válidas as afirmações: 

1)x (YA)=(xy)A .. 

| 2)x(A+B)=xA * xB 

3) (x+ y) A- xA + yA 


4) -1) A=-A 
5)0.A=0 
6)1.A=A 


2.8.5. Mu'tiplicação matricial: 
Um médico receitou para um cliente três tipos de medicamentos. Do tipo A deveria tomar 20 
| cápsulas, do tipo B, 15 e do tipo C, 40. Se os custos de cada cápsula sáo respectivamente 1,00, 2,00 e 
3,00 reais, pergunta-se qual o valor total da receita? 
Solução: 
(20 x 1,00) + (15 x 2,00) + (40 x 3,00) = 20,00 + 30,00 + 120,00 = 170,00 


— 


NEU 


atrizes náo Sáo de 


OO ASA 
ta (-A) tal que 


5 reais. 


| de mesma 


tomar 20 
0, 2,00 e 


€ matriz soma À *B. 


Podemos usar um dispositivo prático 


É importante Observar que: 


1) A condi 
B. Assim s 


al: ; i na da 2* matriz. 
2) A multiplicação é sempre feita 2linha da 1º matriz x colu 


É fácil observar que 
dos medicamentos pela ma 
1,00 
2,00 | = (20x 1 00 + 
(20:15. 40) 00+ 152004, 
3,00 0x 3,00) = 
Podemos então estabelecer 
Teremos: 


pod 
eriamos ter che ado a Este Fes 
Bi 
triz Coluna 3x l dos Preços ou Seja 


a defi 


nigáo do Produt iz li 
O de matriz linha | x n Por uma matri l 
12 coluna n x |. 


2.8.5.1. Dada uma matriz linha IxnA- (апау)... 


Chama-se 


Exemplos: Ё /| 
1 


а)(213)]0 =(2.1+1.0+3.6бу=(э0) 
6 
2 


1 
b) (5013). | 2 | não existe pois a 1º matriz é | x 4 enquanto quea2'é3x | ou Seja o nümero de 
5 


elementos da matriz linha é diferente do nümero de elementos da matriz coluna. 
2.8.5.2. Caso Geral: Dadas A = (amp e B = (b 


o elemento cj é obtido pela soma dos produt 
correspondentes da j-ésima coluna de B. Assim 


È aby, ¡e {1,2,..m} ej e {1,2,...n}. 
k=1 


ij)pxn chama-se produto 
os elementos da i-nési 
sendo teriamos que cij 


A x Ba'matriz C = (су) onde 
ma linha de A pelos elementos 
= aii bij + aiz by +... + aip by 


pj = 
2 EnS aibi +арв ацыз +а;, 
. | N i = (азы +azbo; аб; + 455b» 


азр аз Ее азби +аззрә азуы 235b; 


anbirtarba аат y 
&ubitanbj, арбә+а››бу› R 
asbirtasba  asibiztazada 


ja i nümero de linhas de 
ção para que A x B exista é que o nümero de colunas de A seja igual ao 
ior não existiri ‚А. 
endo no exemplo anterior náo existiria o produto B 


La, шо 9, M 
3) A ordem de A x B será dada pelo número de linhas de A x número de co3lunas de B. No exempl 
dado A x B é de ordem 3 (linhas de A) x 2 (colunas de B). Plo 


2.8.5.3. Propriedades: Partindo da condição de que A, B e C são matrizes compatíveis para 
multiplicação teremos que: a 
1) A (BC) = (AB) C (Prop. Associativa) 

k 2) 

| 2.1) A (B+C) = AB+ AC 

1 


2.2) (B+C) А = ВА + CA (Prop. Distributiva) 
3)AB # BA geralmente (não é comutativa) 
i C. AAB = AC + B =C (nào existe a lei do corte) 


"es Y 5)А.В=0 = A-0ouB-0 
| 6) k (AB) = A (КВ) = (kA) B, sendo k um número 


É ütil observar que para as matrizes quadradas de ordem n teremos: 

| А matriz identidade 1, é elemento neutro ou seja АІ = IA = A 

ES ! ) Algumas matrizes A = (а„)„у„ tem inversa multiplicativa ou seja A. A! - А.А - I, (Veja exercício 
9) 


: MEA 2.8.6. Poténcia de matrizes: Seja uma matriz quadrada A náo nula de ordem n. 
Então A" = he АК=АК! A Yk e N*. Se A é nula então Na = A vn e N*. 
| iL | 1 2 > 
HL 031 Ex: Dada A = calcule A”. 
3 0 


| Solugáo: 


Observe que os elementos de А? não foram obtidos elevando-se os elementos de A a 2º potência. 


[3x+4y = 5 


1) (M.L.C-82) Escreva sob forma matricial o sistema | , 
2x-y=6 


! 
f 
| "Tm Exemplos 


| 

! 

| | | ca 3 
| * Solução: A matriz dos coeficientes será A = f 


4 A x 
' a das incógnitas Х = e a dos termos 
js y 


. , |, Т : 3 4 X 
independentes C — 6 . Assim teríamos: | 


5 
5 | | = M ou sinteticamente AX = С. 
J 


y 


| 2 8 5 
2) (M.L.C-98) Dada a matriz Л = | -1 4 0 | calcule: 
3 6 -5 
)2ay tas t a33 ( 


2.1 
2.2) trago de A 


Solução: 


Capítulo 9 Mm 
unas de 82028 Mara 


хелро 


"S compativeis Para „` 
E 
a 


= I; (Veja exercício 


А а 2º potência. 


a dos termos 


21)2au * аз + a33 = 2 (3) + 5 + (C5) е 
2.2) (A) = ан + az tay=2+4+(5)=1 Capítulo 9, Matriz 
3) (PUC-74) A matriz quadrad 


а А de ordem 2 tal que a, 
‚= 


. ed i jé 
Solução: A matriz geral A de ordem 2 será: А = [ап e) d.e 
Pela lei temos: an =D"! 1, 1— i; M а 2 
К o 1342-2; a= (+ 
an= CI? .2.2- 4; logo A = 1 -2 21 C)" .2, 125. 
-2 4 


4) (Bahia-78) Sendo b Jj soy 8 
10 1 10 6x-y então x e y são respectivamente: 
Solução: Pela definição de igualdade de mat | 
(5х =10-у 5х+у=10 
> 
| у 6x-yzl 
Substituindo x = 1 na 1º equação > y = 5 


rizes temos: 


>allx=11>x=] 


5) (Amazonas-74) M e N sáo matrizes quadradas de ordem 2 


-1 3 3 


: € tais que: 
M+N= E 5) eM-N= К x Entáo o elemento mi; é: 


Solução: 


8 ER | 23:3 
6) (M.L.C-85) Dadas as matrizes A — b 4 5 | еС= Ё d pede-se resolver a equação: 


2A + 3B - 2X ~ 4C. 
Solução: Como X nào está multiplicando outra matriz a equação pode ser resolvida como se fosse uma 
equação comum do 1° grau: 2X = 2A +3B - 4C. > 


dele d 3) 8 FU sl 


to 


7) (Fuvest-77) Considere as matrizes: 
1) A = (ai)4,; definida por aj = i -j 
2) B = (b)n definida por bij = i 
M 

elemento cs; é: ; ou seja terá 
Solução: C existe pois número colunas de Á = número de linhas den к : d EM id 
4 linhas apenas, logo o elemento сез não existe pois estaria HIA A Got 


8) Mostre, usando exemplos que: 


8.1) A . Be BA geralmente 
82)A.B20 5 A-0o2uB-O 
83)AB- AC 7 = © 

84) А=0ФА=0 


; 12 B- 10 
Solugáo: Sejam А = 36) 25 


Portanto: 8.1 e 8.2 estáo respondidas. 


OBS.: Quando AB =0 sem que A = 0 ou B = 0 as matrizes s 


2) Sejam A 1 2) Л: 
Е = eC= 
Poem 3 6/ -5 -4 


mas B + C (8.3) 


: ] -1 2 
3) Seja A = 1 > A 


É ütil observar em 8.1 que certas matrizes quadradas, comutam na multiplicação (Veja exercício 25). 


1 2 
9) Dadas as А = ев = 
3 7 


simplesmente inversas: 


Solução: 1) Se a inversa de A existe > А. А! =1. 


Seja A! = b | Logo А. ATE 


x+2t=1 y+2z=0 
e 
3x+7t=0 Зу+72= 


Resolvendo II): | 


3у+72=1 


еВ.А = 


у+22=0 -3y-6z=0 
3y+7z=1 


j temos que 
4) 


0 0 


0 0 


x 
resolvendo (1) temos: | 


x+2t у+22 
7 |3x+7t 3у+72 


+2t=1 os a 
> > 


áo ditas divisoras da matriz nula. 


E 


eAz0(8.4) ` 


X y 
t 2 


3x+7t=0 3x+7t=0 


—z-ley--2,logo A” = | A 7] 


3 


x+2t y+2z 


6 |3x*6t 3y*6z 


t 


Capítulo 9. Mary ` 


12 v» _ ; 
| encontre, se existirem, suas inversas multiplicativas ou 


x=7 


triz nula. 


rcício 25). 


iplicativas ou 


x+2t=1 


ые e 
como В: В I temos к, > 
3x+6t=0 20=-3 (1 
=0 (impossível) E 


a Г 
- B^ não existe, 


condigáo песе: 
simplesmente 10 


10) (M.L.C-86) Dadas as afirmações 
: C matrizes compatívei € 
1) Sendo A,Be i patíveis para multipl 
2) Sendo A € B matrizes quadradas de ordem n ento (A B) (A. A (ВС) = (АС)В. 
3) Sendo А = (а)тхп € como A . 1, = А então І, será о e сы | 
О conjunto das matrizes de 


ordem m X n. | 
4) Toda matriz quadrada tem inversa multiplicativa, 


5) Toda matriz quadrada tem inversa aditiva. 

Então: 

a) Todas são falsas. 

b) São verdadeiras apenas 1 e 5. 

c) São falsas apenas les. 

d) É verdadeiro apenas 5. 

e) Sáo todas verdadeiras: 

Solução: 

1) é falsa pois embora a associatividade seja válida não foi mantida a ordem nos dois produtos; 2) é fal 
pois (A + В) (A — В) = A? - AB + BA — B? e só poderíamos cancelar – AB com ME AB = ВА pe ә 
пет sempre é verdade; 3) falsa, pois por definição de elemento neutro ele tem que ser neutro a direita К 
а esquerda mas In . A nem existe pois o número de colunas de 1 é diferente do número de linha de A ou 
seja n « m; 4) falsa pois nem toda matriz tem inversa multiplicativa (ver ex. 9); 5) verdadeira pois dada 
uma matriz А sempre teremos a matriz -A = (-1) A tal que A + (CA) = (-А) + A = 0 e 0 é o elemento 
neutro da adigáo matricial. Logo a resposta será d. 


| ded 5 NECS Жы]: 
11) (ITA-74) Sejam as matrizes o 4l o 4) o ol 


а) ВА =1 b)BA-AB с)А=2В d)AI-BZ ejnda. 


10 
l= ( | Entáo temos: 
01 


Solução: 
a)JB.A= + 1 (falsa) 
b) AB = 
logo AB + BA (falsa) 


24 
c)2B= | s + A (falsa) 


d) AI = Ae BZ = Z > Al + BZ (falsa) 
e) n.d.a. (verdadeira) 


Resposta: e 


229 


Capítulo 9. ма, 


1 2 3 1) , (0 1 Й 
12) Dadas as matrizes А = ‚В = eC= 33 resolva a equação AX + 2B = C. 


3 7 2.4 


Solução: Como AX + XA devemos levar em consideração a posição de A, assim temos AX = C _. 2B 
X = A”! (C - 2B), fazendo os cálculos correspondentes teríamos: > 


| M 7) eso c-2a=( J-l J- =) 


Preste atengáo que a resposta X = estaria errada pois ela não indicaria, se A está invertida à 


direita ou a esquerda de (C — 2B). 


2 
13) (UFPA-74) Dada a matriz X = C 


2 І 
) a função f (X) = X - X - 8 b é igual a: 


a) X b)X-I с)х*+Х+81 d) 2X e)X(I-X)- Xi-X 


H Solução: 


x^ 


5 10 2 
= Х-Х-81= = 
3 7 


Resposta: letra e 


3 
2. 29 8 0 AR A POR E LES 
3 ES [o o] X079 X -X-X-X ext -X«o 


14) (UFPA-74) Se Н representa a inversa da matriz M, I a matriz identidade e O a matriz nula, podemos 


M escrever: 
| aH-M=0 DHM=M oH-Pe(lb*D(l-D. 4)НМЕМН e) HM”=1 
Solugáo: 
: | 2 93 5 
a) H-M=0> H = M, falsa pois se M = ; 3 suas UE. 
É -3 1 


b) HM? = H (HM) М? = H (1) M? = НМ? = (НМ) M = IM = M (verdadeira) 
c) Falsa pois HI = IH 

d) Falsa pois sendo H = М5 НМ = М. М= М.М! = МН 

e) HM? = (НМ) M = I. М = M (falsa) 


Е fácil observar que discutimos todas as opções apenas para treinar o leitor. Ет uma prova bastava 
mostrar que a opgáo b é verdadeira. 


15) Mostre que a matriz A = O, (nula) náo tem inversa, usando a definigáo de matriz inversa. 

Solugáo: Por definigáo de matriz inversa multiplicativa ou simplesmente inversa temos que se А = 0 
tivesse inversa A”! então O, . А = A! O, = In o que é absurdo pois о produto de qualquer matriz A de 
ordem n pr On é A . On = On zl. 


invertida á 


(-0 


lemos 


Ava 


16) (Cescem-73) Dada a equação x1— 2X = 
podemos afirmar que esta equação: 

a) Tem uma infinidade de soluções. 

b) Não tem solução. 

c) Tem duas soluções. 

d) Tem uma única solução. 


а, 1 X n, não Singular. 


с) Admite a solução X = | . 


Solução: X? - 2X = X (X — 21) = 0 como X é não Singular 


Day hi =! = l i < 
2X [X(X-20] = X PACA отус oem ims X e poramo x (x ap = g 


SR soro 


17) (ITA-80) Sejam A, Be C matrizes 
нн as сери айтїасбе: quadradas de ordem n e O, a matriz nula de ordem п, 
1) AB = BA 

2) Se AB= AC >B=C 

3)SeA*=0,=>A=0, 

4) A (BC) = (АВ) С 

5) (А - B? = A! 2АВ + B? 


A respeito destas afirmacóes, qual das afirmativas abaixo é verdadeira: 
a) Apenas a afirmativa 1 é falsa 

b) Apenas a afirmativa 4 é verdadeira 

с) A afirmagáo 5 é verdadeira 

d) As afirmações 2 e 3 são verdadeiras 

e) As afirmações 3 e 4 são verdadeiras 


Solução: 
1) E falsa pois a multiplicação matricial não é comutativa; 2) é falsa pois não existe a lei do corte na 


Ei 1 
multiplicagáo matricial; 3) é falsa pois sendo A = | | ] temos que 


А? = 


"TP S Bun: £ i i ão 
adeira pois a multiplicação matricial é associativa; 5) é falsa pois devido a n 


СА * 0; 4) é verd 2 
4 2 = do que - AB – 
nultiplicação temos que (A - В)? = (A - B) = A? - AB- BA +В sendo q 


comutatividade da n 
BA = 2AB, Logo a alternativa certa é b. 


3 4 Seco? ão a matriz X de ordem 2 tal que 
18) (PUC-76) Dadas as matrizes A = | | eB= | MENS 


-2 1 
(XA)! = B é: 
Solução: 


B` (ex. 9) temos 
4 Ifl -4 4. 1(3 2 доХ=в! АЧ A [7 76 ix 
At=— еВ = — Então X = В.А" = — 

1102 3 Isto 5 165110 15 


Observação: Para efeito de treinamento é útil que o leitor calcule A !, В! еВ". А" e prove que (Ai 
=A. 


1 
No. ] 19) (Сеѕсет-73) О produto MN onde М = | 2 ем = (1, 1, 1): 
SA | 
| a) Não se define 
b) É igual a 1, 
с) É uma matriz de 3* ordem com duas linhas iguais 
d) É uma matriz 1 x 1 
: e) Nào é uma matriz quadrada 
| Solução: 


Resp.: Letra С 


РА 
i | А 41H 20) (Uepa/Prise-99) Para a fabricação de caminhóes, uma indüstria montadora precisa de eixos e rodas 
4. i’ para seus três modelos de caminhões, cuja especificaç 


ão se encontra na tabela abaixo: 
i | 
| Componentes | Modelá A | Modelo B | Modelo C 
Д Eixos 2 3 4 
| Rodas 4 6 8 


Para os dois primeiros meses do ano, a produgáo da fábrica deverá seguir a seguinte tabela: 


Janeiro | Fevereiro 
30 20 
[25 | 18 | 


Nessas condigóes, quantos eixos e quantas rodas sáo necess 
montadora atinja a produção planejada? 


Meses/Modelo 
Modelo A 


Modelo C 


árias em cada um dos meses para que a 


Solução: 
J 
IF 
30 20 
ip 3 ; os 18 [=[215 154 A 
| RUF 6.8 430 308)R 
| 20 15 


Capítulo 9, |, 
(XA)! = B 2 ХА = B” 2 X = В'!. А, fazendo os cálculos de ATE BT ro O8 Mats, 


3 
Г 
п 


apímiog m, 


X. 9) temos que 


TOVE que (A7: 


/ 


XOS e rodas 


a que a 


ПІ. MATRIZES ESPECIAIS 


2 Matriz 
3.1. Matriz Transposta 
е : Dada uma Matriz A = (aj) 
Definição jmn Chama-se Mad 
; e A, trocando-se as linh atriz transpost 
тү Inhas pelas col Эр Sta de (representa. ' Р 
т 12 3 1 Unas оц Seja a; é Substituido por ч Se por А ou A. 
е A = então A! = ; 
Ex: se À EPET 2 o0). 
3 5 
Observe quese А ii uma mayiz Quadrada os eleme 
a transposição matricial. A transposição matricial 
(A) = А 
2) Se A é quadrada então tr (A)=tr (A!) 
3) Se A e B são matrizes de Mesma ordem então (A 4 By 
4) Sc A ¿uma matriz e K e IR = (КА) = KA! 
5) Se À = (ai)ma € B = (bip => (AB) = pi A! 
6) Se A © quadrada entáo (A?) = (AY comp eN” 


S da sua diagonal princi invari 
Acipal são Invariant 
Boza de Certas Propriedades: к 


= А+ В! 


3.2. Matriz Simétrica 


Definição: Uma matriz quadrada A é dita simétrica se A! = A. É fácil Observar que na matriz simétrica 


ay= a, Vie Vj. 
|] «2.3 
Ex A7|2 -5 4 
3.4 0 


latriz anti-simétrica | " | | | = 
Delos Uma matriz quadrada A é dita anti-Simétrica se A'=-A. É claro que na matriz anti-simétrica 
efi : dita 
ар = -aji e isto > а; = 0) (procure explicar Isto). ттс 
no «9j 


0 -3 2 
Ex:A=| 3 0 -S 
-2 5 0 


34. Matriz triangular 


D f ao: [ 4 Я ыз А А n i 
: Uma matriz quadrada A sera triangular superior se aij 0 v 1 >) е triangular inferior se ај = 
е Inição 


i<j Uuj 
ME 20 4 00) inferior) 
(gig iz tri inferio 
i = 0 | (Matriz triangular 
Ex A-|0 4 5| (Matriz triangular superior) B М б H ( 
3 
0 0 . 


; atriz diagonal © ao 
3.5. Matriz diagonal 4 dita diagonal se aj = 0 Vi xj. É claro que a mi 
Definição: Uma matriz A = (aij)nxn Será di 


inferi i erior. 
MESMO tempo triangular inferior e triangular sup 


200 
Ex: A = 030 
004 
3.6. Matriz Escala; 7 


:ncipal sáo iguais. 
iagonal principa 
Definição: É toda matriz diagonal onde os elementos da diag 


Capítulo y 
300 79 


Ех:А = [0 3 0|.Éclaro que se A = (ai)nxn é escalar então А = al, com q sendo um número, 
ооз 


3.7. Matriz Periódica 
Definição: Se A é uma matriz 
valor de k que satisfaz Al! 


] -2 -6 
Ex A-|-3 2 9 
2 0 -3 


quadrada tal que A" = A com k e № 


ela será dita periódica e om 
= A será o período da matriz. For 


é periódica e seu período é 2 (verifique isto) mostrando que A? = A. 


3.8. Matriz Idempotente 


Definigáo: É toda matriz A periódica de período 1 ou seja A? = A, 
Ex: A matriz [, é idempotente (verifique) 


3.9. Matriz Nilpotente 


Definigáo: Uma matriz quadrada A é nilpotente se AP = 0 com P e N* 


© o menor vallor de р tal que A? 
= 0 chama-se índice. 


1 1 3 
ExA-|5 2 6lé nilpotente de índice 3 (verifique calculando A?) 
/ 
-2 -1 -3 7 


/ 


3.10. Matriz involutória ou involutiva 


Definição: É toda matriz quadrada A tal que A? 


= [. É claro que se A é involutória então A = At 
(porqué?) À 


] -1 5 
Ex: A = E ) é involutória (verifique calculando А?) 


3.11. Matriz ortogonal 
Definigáo: Uma matriz quadrada A será dita ortogonal se A' = A"! 


1“_ 4S) 
Ex: A = m 2 é ortogonal (verifique) 
3 2 


3.12. Matriz conjugada 
Definição: Quando A é uma matriz cujos elementos sã 
conjugados dos respectivos elementos de A é dita 


142i 3 a 1-2i -3i 
Ex: A= IDAS . 
| 3 2-1 3 2+1 


Observação: Se А e B e A e B são matrizes compatív 


о números complexos, a matriz formada pelos 
conjugada de A e representa-se por A. 


eis com as operações indicadas então: 


EA, 


LOS. Mony, 


número, 


Mica e 9 menor 


P tal que AP 


la pelos 


5 A! (А) 


3.13. Matriz Hermitiana 


Definição: Uma matriz quadrada Será d 


então dy = ay e conseqüentemente os el 


pol 1—1 372i) 
Ех | 14i 3 i 

3-2" -i 4 - 
Exemplos: ‚ 
Pr / 4 1> 

PO х-1 y+3 

IA- -2 124 55 

> 52 $ 

(4 z*l 0 


Solução: Como А é anti-simétrica entáo 


x-1=2>x=3 
y+3= AD y=-7 
AMENA 
2+1=-5>2=-6 


2) Mostre que se A e B são 
1)(А + В)? # А? + 


Dx+y+t-z= 


j é hermitiana 


é anti-simétrica. C 


matrizes quadrada 
2AB + B? 


2(A*B)(A-B)z A?-B? 


Solugáo: 


I) (А +В) = (A + B) (A + B) = 


que nem sempre é verdade. 


2) (А + В) (A-B)- А?- АВ + BA- Ве 


ке 


3) (MLC-95) Mostre que A 


Solução: 


(1) A e B são anti-comutativas se AB = - BA 


AB: 


| -I 
2 -I 


> A e B sio anti-comutativas. 


-AB+A 


BA: 


ita hermitiana se A 
*mentos da diay 
> 


- 


alculex ey +, 


ay = -a => 


3+(-7)+4-(-6)=6 


A? + AB £ BA + B? e (t AB + BA) = 


BA 


y 
4 -1 


s de mesma ordem Poderemos ter: 


A 
В =0 só se AB = BA. 


ОА +В =A? + AB + BA +B? = A? + [AB + (-ВА)] +B*=A?+0+B 


4) Se A, B e C 
Solução: 
(ABC)! =[(AB 


5 A a entáo 
São matrizes quadradas de ordem n жын, e 
Pela associatividade e pela propriedade da transp 


С] = С'(АВ)' = C' B' A' 


(АВС)! 


= С'В'А!. 


+ 2АВ somente se АВ = ВА о 


| sáo anti-comutativas e (A*By = А? + Bl 


=А?+В? 


ta de um produto temos: 


Capítulo 9 
5) (PUC/SP-84) Se A, Be C sao matrizes de ordem n com A e B verve, resolva a corsi 
na 


matriz X dada por A X B = C. 

Solução: Pré-multiplicando por A" temos A (AX B) - A! .C > (A". A)(XB)- A". c T 
NXB)=A C=>XB= А.С; pois multiplicando por B” temos (X B)B'! = (A. OB! 5 
X(B.B')=A"CBISX.I=A cp! >x=A CB”, 


б | 6) Sejam Ae B matrizes quadradas de ordem n e inversíveis. Prove que: 
І DA” é única 
| 2) (AB)' =B" | A! 
| 3) (AY! = (А1) 
À К 1 
4) (K.A)! = E A! com К e IR* 


B ' Solugáo: 
(1) Sejam A, B, C matrizes quadradas de ordem n e tais que A! = Вед" 
LB =C.I >B =C logo B=C= A” é a única inversa de A. 


=C. Então (CA)B = C(AB) = 


(2) 
2.1. (В.А) (AB) =B(A".A)B = B.(IB)=B".B=1 
22. (AB(B'.A") = A(B.B')A'! = АТА) = А.А”! =] 


De 2.1 e 2.2 conclui-se que (AB)! = B'A", 

d | OBS: Dadas as matrizes quadradas Aj, A», ... Nas inversíveis certamente teremos (Ai-Ax As. Agi Aj)! z 
SUED NET] -I 4 -l 4 -l 

3 | {| An Ap=1Az А5 A] 

| |] d (3) 

3.1. AA! = I2 (А.А) => (АТ) Al=1 

32. АТА = 15 (A A) =T = AKA) = | 

И De 3.1 e 3.2 conclui-se que (Ау! = (Ay. 

5 (4) 

|| ЖИ 1 E 

HET 4.1. (KA) | A” |= | —K | (А.А) = LI I 
i i E | | K ) , 


la - (Ll .4)=11=1 
42. (z^ Jun (ox Ja А) 


ies dus 
De 4.1 e 4.2 conclui-se que (KA)! = Е A 
| 1 0 
| 100 з 4 
7) Mostre que A = | 0 j é inversa a esquerda de B=|0 0| mais A = В". 
0 1 


Solugáo: 
A.B= 


AB) > 


o)! = 


Como AB = I» + BA então A x В", 
Observação: Se А e В fossem quadrados e AB= 
8) Pede-se: 


a) Dé exemplo de uma matriz quadrada 
b) Mostre que A?’ =0 ж» А? = 


Solugáo 
11 
) Tomando а matriz não nula д E odor 000 
| entáo A? 
21 3 зз pega di 
T -l -1 3 
0 0 0] (verifique os cálculos indicados 
Mostrand 
inm 9 que você sabe multiplicar matrizes) 
Logo A é nilpotente. 
b) Logo, a é nilpotente. Verificamos que А? = Qe A?, 0 
c) Seja A nilpotente de índice р e A inversivel, Entáo A? = А.А. de 
multiplicando seguidamente por A”! ў Ne чое 
р g p temos: A (Ax Ax А. X A) 2 AC! A s ERN 


7-02 1= 0 о que é absurdo logo se A é inversível A não pode ser nilpotente. 


9) Dé exemplo de uma matriz idempotente diferente da identidade 1 e mostre que se A é idempotente e 


inversível então A = [. 
Solução: 
2 -3 -5 
(SeaA-|-1 4 5 |; I; calculando A?: 
] -3 -4 


3 -5 


como А? = A então A é idempotente. 


К 1.А=1>»А=1. 
ОА? A e A éinversível > A! (Ax A) A". А = (А! A) Am I 


10) Dada a matriz A = E A pede-se: 
0 -1 


Capítulo 9. mama 


a) Provar que A é involutória. 

b) Obter uma regra par^ A" com n e N. 
Solução: 

a) Calculando A^: 


£I tot . 2 
y = А é involutória pois A? = |. 


b)n € N > n é par ou ímpar 
b.I)npar=n=2kcomkenN. 

А"= А? = (А?) = І = I pois Г é idempotente. 
b2)nímpar=>n=2k+IcomkeN. 

А"= AFI = AR A=], ALZA 


DEORUM A 


ESPÍUNO Y мө 


Exercícios de Vestibular 


¡FOR-99) Seja a matriz 4 _ | Um 


p (UN 0 |) com 


В 10 s, E 
40, A matriz A éiguala: 
MES: 


| UFC-99) Dé exemplo de trés matriz, 
2 ке tais que: a matriz А não seja ny 
e 
AE e BzC. 


es 2x2. A, 
la, AB - 


(UFPB-94) Uma matriz n x 4 re 
drado mágico de ordem п qua 
ud ltaneamente, as seguintes condições: 
sim elementos da matriz são números int 
Val ir, sem repetição. 
11, a soma dos elementos de qualquer linha ou 
шпа ou diagonal da matriz é igual a n(n? + Da 


Presenta um 


eiros de 


De matrizes abaixo, a que representa um 
quadrado mágico de ordem 3 é 
uus 8 ] 6 55 5 
alsa 3| Dis 5 7] ojs A 
ЖЕ 492 5 53 
-- 231 | 
djje 58) 91h22 
369 3.13 › 
x І ) 


4) (UFPB-95) O traço de uma matriz quadrada é 
definido pela soma dos elementos de sua diagonal 
principal. Se A=(a, ) ,» Onde а, =icos(jz), então o 


traço de 4 é igual a: 
0-2 b-1 0 d3 es 
Y (UFPB-95) Sejam A, Be С matrizes 
uadradas de ordem n, formadas com números 
reais, е | a matriz identidade de ordem n. Das 
afirmações abaixo: 
L se A?=1, então А = А! 
Ise АВ = AC, então В= С 
Ш. se АВ = І, então ВА =I 
está(ão) correta(s) apenas 
031 bar Ur dell -eel 
6) (UFPB-99) Considere a seguinte definição: 


Em uma matriz p = (bi; ) mxn , um elemento bj 
ERE denominado ponto de sela caso satisfaga a 
Uma das condições: d 

‚ B 1 ] $ 
1) li é 0 maior elemento da linha і e o menor 
coluna j. 


ndo Satisfaz, |^ 


[Рага tomar chope, de bar em bar, tanto no sábado 


) 5, “г elemento da l 
cola inha jeo Maior da 
* acordo 
QM est, i 
bs e ES definição, na matriz 
Al 
2132-4 27 
1 € Mos 9 ponto de Sela é 
15 | 5-3 6 
aa 
34 b) d» су аҹ d) 443 da 
33 
7) (UFPB 99) i 
729) Considere a 
matriz 4 = (а) 
01252 | 


Я | 
Соз( пі), se ij 
atriz 4? € igual a | 


8) (UFRJ-92) Uma confeci 
de Toupa utilizando 
Considere a matriz А = 
representa quantas unidade 
empregadas para fabricar 
(570,21 5 


ção vai fabricar 3 tipos 
materiais diferentes. 
(aj) abaixo, onde а, 
s do material j serão 
uma roupa do tipo i. 


a) Quantas “unidades do material 3 serão 
empregadas na confecção de uma roupa do tipo 2? 5 
b) Calcule o total do material 1 que será 
empregado para fabricar cinco roupas do tipo 1, . 
quatro roupas do tipo 2 e duas toupas do tipo 3... ~ 


E (UFRJ-99) António, Bernardo e Cláudio saíram 
quanto no domingo. As matrizes a seguir 


resumem quantos chopes cada um consumiu e 
como a despesa foi dividida: 


4 14 553 
S=|0 2 0| € D=|0 30 


S refere-se às despesas de sábado e D às i 
domingo. Cada elemento a, nos dá o peru E 
AL л 
número : л. o elemento da linha i 
eK de cada matriz). Assim, no sábado 
2 "m agou 4 chopes que ele próprio bebeu, 1 
António pag i. 


chope de Bemardo e 4 de Cláudio (primeira linha 
de S). 


2) Quem bebeu mais chope no fim de semana 


b) Quantos chopes Cláudio ficou devendo para 
António? 


: ] | 
AO) (UFRJ-99) Seja 44 | 


a) Determine 4? = 4.4.4 

b) Se 4” denota o produto de А por А п vezes, 
determine o valor do número natural k tal que 
А - АЎ + At'= I onde  é a matriz identidade. 
11) (UFLA-98) Dadas as matrizes A do tipo mxny 
В do tipo pxq e C do tipo rxs, qual a condição . 


entre m, n, p, q, re s para que exista a matriz M = 
BC- AB? 


V 


12) (UEM-98) Se A é uma matriz quadrada, ` 
definem-se: 4^ = АА; 4) = AAA; ...; А" = 
А.А...А (n vezes). Considere i J ebo 
elemento da 2º linha e 1º coluna da matriz 


B = (A+ 424.149). Então, b é iguala... 


13) (AFA-95) Dadas as matrizes: A = (ass e B 
= (bj), onde aj = 2i- j e by = ijj, o elemento 
сѕ6 da matriz C = (cj) = AxB é: 
a)74  b)162  c)228  dy276 


14) (UFU-2000) Seja A uma matriz de terceira 


Capítulo 9, ид, 


16) (Unesp-2002) Considere trés lojas, Li, L, E 
Es, e trés tipos de produtos, P,, P5 e Py. A matriz a 
seguir descreve a quantidade de cada Produto 
vendido por cada loja na primeira semana de 
dezembro. Cada elemento aj da matriz indica à 
quantidade do produto P, vendido pela loja L, ij 


=1,2,3. 0, 
Lj, Ly L; El “Z 
P, |30219 20 
P, |15 "10, 8 
Py 18 dy 


Analisando a matriz, podemos afirmar que 

a) a quantidade de produtos do tipo Р vendidos 
pela loja L2 é 11. 

b) a quantidade de produtos do tipo Р, vendidos 
pela loja L; é 30. ; 

C) a soma das quantidades de produtos do tipo P, 
vendidos pelas trés lojas é 40. 

d) a soma das quantidades de produtos do tipo P, 
vendidos pelas lojas L;,i =1,2,3, é 52. 
єў a soma das quantidades dos produtos dos tipos 
^ Pi e P» vendidos pela loja Lı é 45, 


17) (Unesp-2006) Numa pequena cidade realizou- 
se uma pesquisa com certo número de individuos 
do sexo masculino, na qual procurou-se obter uma 
correlação entre a estatura de pais e filhos. 
Classificaram-se as estaturas em 3 grupos: alta 
(A), média (M) e baixa (B). Os dados obtidos na 
pesquisa foram sintetizados, em termos de 
probabilidades, na matriz 


órdem com elementos reais. Sabendo-se que 
1 -] 

AJ0|=|] 4 |, conclui-se que — 1, 4 e 2 são os 
0 2 


elementos da: 

a) diagonal da transposta de A. 

b) primeira coluna da transposta de A. 
c) primeira linha da transposta de A. 
d) ültima linha da transposta de A. 


15) (Covest-93) Nesta questáo A, B, l e O sáo 
fnatrizes 2x2, [ é a matriz identidade, O a matriz 
nula e det A denota o determinante de A. Pode-se 
afirmar que: 

0) Se A? = O então det A = 0 

1) Se A?=0 então A = О 


` 2) Se A! = A então А = ] 


^| JJ Se AB = BA então A? - B? = (А + BY(A - B) 
Y 4) Se A^ = Leno A - I 
40 


AL. S 


Filho 
AMB 
A [5/8 1/4 1/8 
PaigM_ [3/8 3/8 1/4 


В |1/8 3/8 1/2 


O elemento da primeira linha e segunda coluna da 
matriz, que é 1/4, significa que a probabilidade de 
um filho de pai alto ter estatura média é 1/4. Os 
demais elementos interpretam-se similarmente. 
Admitindo-se que essas probabilidades continuem 
válidas por algumas gerações, a probabilidade de 
um neto de um homem com estatura média ter 
estatura alta é: 

*a) 13/32 b)9/64 с) 3/4 d)25/64 е) 13/16 


i$) (UFRRJ-2001) Duas fábricas de “patinetes” 
útilizam dois tipos diferentes de “arruelas ip 
fabricação de dois tipos de “patinetes”. 

| À 


^ d / po 
AN ÁN 


я Produr, 
meira semana de 
a matriz indica a 
о pela loja L, {= 
J» l, j 


Жы 
/ 


таг que 
PO Р› vendidos 


ОР, Vendidos 
Os do tipo P, 
tos do tipo P; 


tos dos tipos 


de realizou- 
indivíduos 
e obter uma 
105. 

05: alta 
btidos na 
de 


oluna da 
idade de 
1/4. Os 
rmente. 
itinuem 
lade de 
dia ter 


13/16 
netes” 


' para 
” A 


odução anual de patinetes tipo “A~ 
ri 


A 
4 representada no quadro abaixo. 


€ tipo “В” 


est 


neira рага с 
ар é 


Odificar ou 
Utilizar a 


Para à montagem do patinete tipo “A? 
15 arruelas €, para а do tipo “В”, são Usadas E 
amuclas. O total de arruelas utilizadas anualmente 
pelas fábricas para montagem do e 


S Patinetes é 
1) 640. 0) 720. c)860. а) 930, 1650 


Atrizo 
O alfabeto у Para tanto, 


19) (FGV-2001) Uma matriz A 
ошта matriz B é do tipo 5x2 e a Matriz C é do tipo 


x4. Qual o valor de т para que exista o 
[АВ).С, e qual o tipo dessa matriz? Produto 


é do tipo 3x5 


2 


5 
1 -3]°В=[4 0, 
obtenha a matriz X, tal que X.A = B, 


b) Dadas as matrizes A = | 


obti 
ida do Produto entre a matriz A.|3 1 
20) (FGV-2004) Com relação a 


à matriz | Matriz M que conté 21 
: t 
iud К А decodificada (N 2" а Mensagem original 
Ad a) a opção correta é: mensagem, multiplica. М Siu decodificar а 
› клу Pela matriz Inversa de A 
ta) A" = bh, sendo Iz a matriz identidade de - IN е а matriz M (M = 
ordem 2. decodificada s endo, a Mensagem, após 


b) A? = Iz, sendo 1, a matriz identidade de ordem 
> 


EM > 
CANTE ALTO One ALTO 


2-7 “dis 

ў A A. e) VIVA A PAZ ) SEJA FELIZ 
АЈА, 

e) A” = А? 


/ 


f ; ab 
PA CUFSCac200) Seja A | j uma matriz 


21) (FGV-2005) O montante aplicado de R$ x2 cujos coeficientes são v 
2) S Sào nú 


50.000,00 foi dividido em duas partes, x e y, uma 
tendo rendido 1% em um més, e a outra 10% no 
mesmo período. O total dos rendimentos dessa 
aplicação foi de R$ 4.000,00. Sendo M, P e Q as 


50 1 0,0] 
matrizes M = ae e Q= ‚а 
у 4 1 01 


matriz M pode ser obtida pelo produto 
4)1000(Р\0)7! — b)p'Q.1000 
9)Q^P.1000 *d) 1000.(Q')7'.P 
e) (Q^!) 1000 


meros reais. Vamos 


chamar de transposta de A à matriz A! 1 i 


Dizemos que uma matriz A é simétrica se A — A 
€ dizemos que A é anti-simétricase A=- At 
a) Dada uma matriz A qualquer, verifique que 


B= (A+A') é uma matriz simétrica e que 


cel (А-А!) é uma matriz anti-simétrica. 
2 


b) Mostre que toda matriz 2 x 2 é a soma de uma 
matriz simétrica com uma matriz anti-simétrica. 


22) (ESPM-2003) Considere as seguintes 
Matrizes: 


A=(a,) 


a salada de frutas 

25) (UERJ-99) João comeu um: 

Eds m e p porções de 100 g de eic m 

ба, tivamente, conforme a та . 

А ы А ps as quantidades e Ned 

Bn i a matriz B indica o 
itamina C e cálcio, em mg, € | 

ag em reais, dessas frutas em 3 a 

о. A matriz С mostra que João 

superm б 


зар = 21-) 


бм, =i+j 


todo /C=A.B 


De : 
lemento Cy da matriz C vale; 


73 92 су d)26 *ey28 


+ 


ingeriu 295,6 cal, 143,9 mg de vitamina C e 93 
mg de cálcio. 


MATRIZ X MATRIZ A 
Porções de 100 g (por cada 100g) 
Abacaxi [а Abacaxi Manga Pêra 
Manga |m] Calorias E 64,3 633 
Péra р | VitaminaC. |27,2 43 3,5 
Cálcio |18 21 15 | 
MATRIZ В MATRIZ С 
(рог cada 100g) 
Абаса! Manga Pêra — Calorias [295,6]| 
Coma bem [0,15 0,30 0.40] Vuamina Стр) [1439 | 
Compre mais | 1,16 0.25 0.45 Calcio (mg) 93 
Воз Compra 10,20 027 035] E 


Considerando que as matrizes inversas de A e B 
são A`! e B”, o custo dessa salada de frutas, em 
cada supermercado, é determinado pelas seguintes” 
operações: 

*a) В.А С 


bCA!B 
а) ВАС 


co)A'B'C 
с) А.В”! С 


26) (UFRN-96) Dadas as matrizes A = [ | е 
43 : 
B= А | qual é o resultado de AB – BA ? 
оо 0 -18 20 12 
^) lo o] Б) р | ©) E A 
[20 48 20 -18 
D |; al E) la i 


fi (UFC-2004) A matriz quadrada M de ordem n 
> 1, satisfaz a equação М? = М – I, onde I é a 
matriz identidade de ordem n > 1. Determine, em 
termos de M e I, a matriz M9? 

Resp: I-M 


28) (UFC-2005) Se a e [0, 1/2] e satisfaz а 
identidade matricial: 


cosa -sena ) -3/2 -1/2 
sena cosa 1/2 -43/2 i 
então o valor correto de tg a é igual a: 


a)0 *b) 3/3 c)^3/2 d! o9 45 


29) (EPCAr-2004) Um empresário necessita para 
o transporte de seus funcionários, 11 
compartimentos de classe A, 9 de classe B, 20 de 
classe C e não quer compartimentos vazios nos 
aviões. Se o aluguel de cada avião do tipo I custa 
60 mil reais, do tipo II, 10 mil reais, e do tipo III, 
também 10 mil reais, quantos avióes ele deverá 
alugar gastando exatamente 100 mil reais? 


| 31) (ITA-77) Seja x-(, 7) 
/ 


Capítulos. Mem, 


\ 


а)4 b)6 c)7 *d)S 


30) (AFA-99) Se os elementos da matriz Аза São 
definidos por a, = 2i - j, entáo, o elemento ba da 
matriz B=2"A.A'é 

a)l. b)7. c)10. *d) 13. 


uma matriz 


quadrada 2x2 onde m é um número inteiro 
qualquer. Se P = (a) é uma matriz definida por P 
= X"+ X"! +X"? + X, onde n é um 
número inteiro positivo (n > 1), então Podemos 
afirmar que: 

а) um elemento aj da matriz P é igual a Mn (a + 
1y2 

b) um elemento a, da matriz P é igual a m.n( 
1y2 

с) um elemento aj da matriz P é igual a n.m (m - 
1y2 

d) P é uma matriz cujos elementos sáo todos 
inteiros, se, e somente se, m é par. 

€) nenhuma das respostas anteriores 


n- 


b 
E (ITA-83) Seja a matriz A — [k 1) onde 
c 


а = 200995. b= 21828, c= log 81 e 
d=log 27. Uma matriz real quadrada B, de 


ordem 2, tal que AB é a matriz identidade de 


ordem 2 é: 
E 3 
2.27 0. uu 
a) log ,, 2 2 4) |: 5 
2 log, 81 lóg. 5 
73 Og, 
[ 3 Я 
b)'5 2 e) log,5 3log 81 
ñ E 5 —2 08:81 
SE 
c)| 2 
2 5 
2 


3) (ITA-86) Dizemos que duas matrizes reais, 


2x1, A e B quaisquer sáo linearmente dependentes 
se e somente se existem dois números reais x € y 
não ambos nulos tais que хА + yB = 0, onde 06a 


1 К" +1 
matriz nula 2х1. Se а) В = 2 


onde ke R* en e М = (1, 2, 3, ...) " 
a) A e B são linearmente dependentes, V ke. 


ER 


A 
- b) 657 


linear! 
c) 6х! 
linear 
d) exi 
еВ 58 
е) não 
linear 


34) ( 


/ к 
matri 


elemi 
a) 9/ 


35) ( 
orde: 
M'= 
a) B 
b) B 
c) B 
d) B 


e) n 


36) 
con: 


b 
1 onde 


- 81 e 
la B, de 
idade de 


s reais, 
ndentes 
is xey 


"/20. Considere а matriz 


b) existe um único k е *R* tal 


: ue 3 
linearmente dependentes. que А e B não são 


c) existe um único k e 
linearmente dependentes. 
d) existe apenas dois valores de k e 
e B são linearmente dependentes. 
e) nào existe valor de k e R* tal que Ae B sei 
linearmente dependentes. sejam 


R* 
R* tal que А e В são 


R* tais que A 


34) (ITA-87) Considere P à matriz inversa d 
matriz M, onde M = [13 0] А; ч 
ШОУ soma dos 
elementos da diagonal principal da matriz P é 
atriz P é: 
094 6)49 c4 DSO AS 


35) (ITA-91) Sejam M e B matrizes quadradas de 
ordem n tais que M - М! = B. Sabendo que 
M'= M! podemos afirmar que : 

a) B! é a matriz nula. 

b) B? = -21. 

c), B é simétrica. 

dy B é anti-simétrica 

e) n.d.a. 


36) (ITA-96) Seja a є Ў, а> 0ea 1e 
considere a matriz A: 
log,(3a) log (3a)? 


1 
А= log, |) —log, (a) 
a 
log,l ., 19810] 

Para que a característica de A seja máxima, o 
valor de a deve ser tal que: 
а)а#=10 e az 1/3 b)az V10 e ax 1/3 
с)а#5 е а#10 d)az2 ear УЗ 


ejaz2 e az A10 


у (ІТА- -99) Sejam x, y € Z números reais com y 
inversivel 


x 1 1 
А=|у 0 0 
z -1 1 


Entáo: 
a) A so 
ala 
A ыйа dos ter 
igual a 0. 


Es dos termos da primeira linha de A” é 
mos da primeira linha de A! é 


dos termos da primeira coluna de A! 


ИА РЕ 
аі а 


мү" dos termos da segunda linha de A! 


38) (ITA-00) Sendo 


X ur 
Considere as maizes M número real positivo, 


a Bix log, x? | 
0 -lo | e 
Bx l 
0 log, x? La 3 
В=| | ` 
—3log, x -4 avo 


+ L 


A soma de todos os valores de x p: 
(AB) = (АВ)! é iguala: 


25 28 32 
а) b 27 2 
3 > 3; 9 ,; 9 c) 


ага os quais 


N 


3% (ITA-01) Sejam A e B matrizes n x n,e B 


V 
y vma matriz simétrica. Dadas as afirmações: 


L. AB + ВА" é simétrica. 
“IL (A + AT + B) é simétrica. 
ЛП. JABA" é simétrica. 
temosque: 
a)apenas Héverdadeira _ 
b) apenas II é verdadeira 
с)-арепаѕ Не 
d) apenaste-Hi-são verdadeiras 
todas as afirmações são verdadeiras 


; 4 (ITA-01) Considere a matriz А = 
11 1 


12 3 4 
14 9 16 
18 27 64 


A soma dos elementos da primeira coluna da 


matriz inversa de A é: 
al 52? o3 44 œ)5 


M (ITA-02) Sejam A e B matrizes quadradas de 
ordem n tais ques AB=A еВА = В. 

Então, [(A + Ру igual a: 
a) (A + B). d 

b) 2 (A.B). A FE” B 


cy (А! + B». 


+ Bl 


TAS 04) Se A é uma matriz real, considere as 


^ p: finições: 
| - Uma matriz quadrada À Aé ortogonal se е só se 
=A". 


A for inversível e A” 
7l Uma matriz quadrada A é diagonal se € SÓ аң 
+j. 
=, ara todo i, j = 1, ~ „п, comi 
j 243 


Determine as matrizes quadradas de ordem 3 que 


sáo, simultaneamente, diagonais e ortogonais. 


ГЕД (IME-80/8 1) Mostre que náo existem matrizes 
quadradas A e B que verifiquem AB – BA = 1, 
onde | é a matriz identidade de uma ordem п 


qualquer, 


44) (IME-80/81) Seja M = (my) uma matriz 
quadrada real nxn de termos positivos. Defini-se o 
como 


“permanente de M 


permM = 3 m, (jm. m, onde S é o 
- 


ne(n) 


conjunto das permutações (t(1), t(2), ..., t(n)) de 
[27:3 

(1, 2, ..., nl. A matriz |4 5 6| tem, por 
789 

exemplo, como permanente 1х5х9 + 4x8x3 + 

2x6x7 + 3x5x7 + 2x4x9 + 1x6x8. Seja a matriz 

nxn, Н (hj) onde Aj = i(j + 1). Calcule o 

permanente de H. 


45) (IME Militar-81/82) Determine a matriz H tal 
E 0-2 4256 
que НА = В onde zi , ; e B=|3 | 5 
3 204 
Y 10 
46) (IME-86/87) Seja 4 | | | 
4) Encontre todas as matrizes B 
“comutam com A. 
b) Calcule 4 '. 
c) Mostre que 4? = 24 - I, onde I= f d: 
01 
f Encontre a fórmula para А" em função de À e I, 
é calcule 4'%, 


, 2x2, que 


47) (IME Militar-89/90) Determine todas as 


; з { 3 4 
matrizes X reais, 2x2 tais que: X? |; | 


48) (IME-91) Determine todas as matrizes Х 
reais, de dimensões 2 x 2, tais que AX = XA, para 
toda matriz A real 2 x 2. 


Z 
7, (IME-99) Determine uma matriz náo singular 


que satisfaga á equagáo matricial: 


= 6 0 12 
PA = , onde A = . 
0 -1 5 4 


244 


hs de dg 
еэ 


Capítulo 9 Matri, 
(IME-02) Uma matriz quadrada é denomi 


À nad; 
(“Grtogonal quando a sua transposta é igual a sua % 
inversa. Considerando esta definigáo, determine 
se a matriz [R], abaixo, é uma matriz ortogonal 
sabendo-se que n é um número inteiro e q é üm 
ángulo qualqugr; 90 а alresposta. 
cos(na) ' -sen(na) O 
[К] = | sen(na); | cos(na)7 “0 п, 
А 
0 01 0 s. euh 412 y 


) 
2 


L ) y 
“ Exercícios Gerais 


1) (Interno-ITA) Sendo A, B matrizes nxn, mostre 
que: 
а) (AB)'= B'A' 

c) AA! é simétrica 
e) (A) = (AY? 


b) A + A' é simétrica 
d)A-A'é anti-simétrica 


f (A?) = (A? 


2) (Interno-ITA) Mostre que se a terceira linha de 
uma matriz mxn А é quatro vezes a primeira 
linha, entào a terceira linha de AB é também igual 
a quatro vezes a primeira linha, sendo B uma 
matriz nxp. 


3) (Interno-ITA) Mostre que se 


d, а Au lh 
H | E B [р ERREN 
então [e A | 
an а, Ca Ca 


4) (Interno-ITA) Uma matriz anti-simétrica é 
definida como sendo uma matriz tal que A' =- A. 
Mostre que uma matriz anti-simétrica é quadrada, 
e que os elementos da diagonal são nulos. 


5) (Interno-ITA) Mostre que toda matriz quadrada 
nxn pode ser decomposta de maneira única na 
soma de uma matriz simétrica e de matriz anti- 
simétrica, isto é, dada A matriz nxn existem 
t3 . H t tz 
Únicas matrizes nxn, B e C, tais que B'= B, C = 
-C e A=B+C. 


6) (Intemo-ITA) Dizemos que uma matriz 
quadrada é não-singular se possui inversa. Sejam 
A e B matrizes nxn não-singulares, mostre que: 
а) (А! (= А b) (АВ) '= B 'A"' 


7) (Interno-ITA) Achar todas as matrizes Х 2x2 
tais que X? = 1, onde I é a matriz identidade 2x2. 


ica 


riz 


8) (Intemo-ITA) Uma matriz nxn A é nilpot 
г = г : А е 
se А' = О рага algum inteiro БОНУ P еше 
exemplo de uma matriz náo-nula 2x2 Bigot Dé 
e. 


9) (Interno-ITA) Uma matriz quadrada é 
idempotente se A? = A. Dê exemplo d a é 
matriz idempotente diferente da matriz ad hi 

€ da 


matriz identidade. 


10) (Intemo-ITA) Construa matrizes A e B, 2 
sem coeficientes nulos, e tais que AB = O , 2х2, 


11) (Interno-ITA) Ache duas matrizes 2x2, X e Y 
tais que nenhuma delas seja a matriz ni , ^ 
que X? + Y? = О. ula, e tais 


12) (Interno-ITA i : г 
s 0? ) Que matrizes reais satisfazem 


13) (Interno-ITA) Suponha que A é uma matriz 
2x2 que comuta com qualquer matriz 2x2. Mostre 
que A deve ser múltiplo da matriz identidade. 


14) (Interno-ITA) Mostre que (Ay! = (А My 
logo conclua que se A é simétrica então A^ ! 
também o é, sendo A uma matriz quadrada 


inversível. 


15) (Interno-ITA) O trago de uma matriz 

quadrada, representado por (fr A, é a soma de seus 

elementos sobre a diagonal, isto é, fr A= Ya,. 
iz 

Mostre que: 

a) Sek e R, tr (К.А) = k.tr A, 

b) tr (A € B) = A t tr B, 

c) tr AB 7 tr BA, 

d) (В AB) = ir ^, 


e) tr (AA) = Y Yta,* : 


¡al j=l 


16) (Interno-ITA) Uma matr 
satisfaz as relações АА = À 
ortogonal. 

a) Dê exemplo de uma ma 
distinta da identidade. 

b) Ache a matriz ortogonal geral 2x2. 
c) Mostre que 0 produto de 


ortogonais é uma matriz ortogonal. T 
na 


d) Mostre que a inversa de uma matriz ortogo 


uma matriz ortogonal. 


iz real nxn A que 
А =1É chamada 


triz ortogonal 2x2, 


duas matrizes 


17) Prove que A 


si ГРА ё si "xu 
!métrica quer seja A métrica quer А seja 


anti-simétrica. 
18)ScAeB são am! 


bas simétri 
a кыр imétri . 
) A * Bé simétrica cas, prove que: 


b) AB é si 
€ simétri 
comutam, ca se, e somente se, A e B 


19) Resolver o sistema: 

E *Y 234 2 0 1 
Жу Зод Se ^ y E -| al 

20) Determinar x e y de modo que as matrizes 


| 2 0 
А = 1 
| À Seb | | comutem. 


21) Obter todas as matrizes B que comutam com 
z al 
3 0 

22) Provar que se A e B são matrizes comutáveis, 
então valem as seguintes igualdades: 

a) (A + B(A- B) = A? - B' 

b) (A + B) = А+ 2AB + В? 

c) (A - B) = A! - 2AB + В? 

d) (A + B) = А? + ЗА?В + ЗАВ? + В? 

с) (A - В) = A! — 3A°B + ЗАВ - В 

f) (AB) = A^B^ 


23) Calcular as matrizes X, quadradas de ordem 2, 
tais que Xx = 0. 

24) Calcular as matrizes X, quadradas de ordem 2, 
tais que X= X. 


C são matrizes quadradas 


25) Sabendo que A,Be 
AXB = C, prove que Х = 


de ordem п inversíveis © 
= El 
A`'CB 


matrizes inversíveis de ordem n, 


26) Sendo Á e B S 
ção abaixo: 


isolar X a partir de cada equa! 
B 


a) AX=B АХ=А 
b) AXB = In e) (AX) - B 
с) (АХУ '= В (А+) =В 


27) Se А, В C eXsáo matrizes do mesmo tipo, 
‚В, 
inversíveis € 


AX(B + Cy ' = B, prove que: X= 


A 'B(B+C) 


28) Demonstrar que se Ac B são, e 2x2 
inversíveis então (AB у= АВ ; " 


Mm 


29) Prove que 


TL 


30) Prove que: 
cosa -sina| |cosnæ -sinna 


sina cosa sinna  cosna 


31) Determine X onde: 

F | E: | ES М 
x - 

32 5 -—3 3 -l 


32) Determinar x para que a matriz 


0 2x 1 
A=| y? O —4x| seja anti-simética. 
(x+) x' 0 


33) Prove que se АВ = BA, então A. ІВ = ВАГ! 


34) Uma matriz diz-se fragmentada se for 
dividida em matrizes mais pequenas (submatrizes) 
por traços horizontais ou verticais traçados entre 
linhas e colunas inteiras. As operações aritméticas 
definidas para as matrizes contendo elementos 
escalares aplicam-se também às matrizes 


fragmentadas. Determine АВ se ale d e 
C 


Zh Jj onde C, D, E, F e G sào matrizes 


2x2 


35) Mostre que А? - 94 + 101 = 0 quando 
-2 2 


1 
А=|0 2 0 
| -I -3 


36) A matriz quadrada A diz-se nilpotente se 4” = 

0 para alguns inteiros positivos р. Se p for o 

menor inteiro positivo para o qual 4” = 0, então A 

diz-se nilpotente de índice p. Mostre que 
1 -2 

А=|1 -] | énilpotente de índice 3. 

3 


-3 


Qto л 


37) Uma matriz quadrada diz-se idempotente se 


A” = A. Prove que, se A for idempotente, então 
também o é 7 — A. 
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Capítulo 9 
38) Prove que a inversa de uma mao Ma 


inferior A com elementos com os elemento 
diagonal diferentes de zero é ela própria S da 
matriz triangular inferior. Uma 


39) Uma matriz A é congruente com uma ma 
B com a mesma ordem se existir uma matriz Mz 
P não-singular tal que A = PBP”. “a 
a) Mostre que se À é congruente com B 
congruente com C 
relativamente a C. 

b) Mostre que se A é congruente com В, então B « 
congruente com A. $ 


- 2 e Bí 
então А é congruente 


40) Se A* = O, prove que: (I — АУ =l+A+p 
Eo RA! 


41) Achar a poténcia enésima da matriz: 
100 | 


42) Prove que a solução do sistema de equações 
matriciais 
AX+BY=C 
ВХ + СҮ = А 
é dada por Y = (В? - AC)" .(BC-A?) 
X =C-B(B" - AC) (BC - А?) 


43) Prove que toda matriz de segunda ordem 


a 
A -| satisfaz a equação X! - (a + dX* 


b 
(ad- bol = 0. 


44) M e N são matrizes distintas nxn satisfazendo 
M? = № e MÍN = N'M. Prove que M? + № não é 
inversivel, 


"qUacóes 


ordem 


DX + 


zendo 
não é 


A semp 
a 


uil DETE 
RMINAN TES Capítulo 10, Determinantes 


pETERMINANTE ASSOCIADO A UMA MAT 
RADA 


lincares- A nogáo de determinante surgiu com 
a resoluçã 
o 


de та 


denominador está associado à matriz d E rv 
7. dos coefici | = —. Obse 
eficientes do sis 3 e que o 


ajx * 412X2 = € A 
se 
| caso tenha solução única terem is 
s os: 


= (a). No sistema 2 x 2: 


27/X1 + 422X2 = C2 
| 


— 


i £242» —С©24(› exis Са - са, 
2= —= 2 

араз 7 812821 a Observe 

Boreal, 1127 — 815a que os denomina aiino: | 
| N 21 dores sào iguais e ele pode ser | 
obtido da matriz dos coeficientes M, = (eu ар | 

or ul i 
az an por uma simples regra: basta do produto dos 


elementos da diagonal principal i | 
processo de resolução, Quando o AE O produto dos elementos da diagonal secundári 
Pos nion soluçao, é geral <e stan tnear n x n (número de equações = número d куне к | 
posteriormente; os números obtidos бк MN de Cramer que será vista em paces эй | 
matrizes dos coeficientes ou simpl поз denominadores são chamados de determinant аб ан 

s plesmente determinantes dessas matrizes e sáo antes associados as 
an ар representados por det М, 


ou |М: ou (2? Sistema) 


a» 82 


II. DETERMINANTE DE UMA MATRIZ QUADRADA: 


Definição: 
1) Seja a matriz A = (а, 1) então seu determinante tem como valor o próprio elemento a. 


Ex Se A = (-2) > det A = -2 


a a 
эзел= [ B d > det A = апа — 812821 


а do аз 
3) Se A = азр 42 a23 > 


азр à32 43 
detA=a И -an an 831 — ап 823 ay — 812 821 833 
11 222 233 + ау; 823 4 + ауу ад 832 — 813 22°. 2 У Д 
! зэ tàn азз 807 AN rático conhecido como regra de 


Podemos memorizar esta definigáo 3 usando um dispositivo р 


Sarrus: 
as duas primeiras colunas. 


o do quadro matricial, 


1) Repete-se, em ordem, ao lad 
s segundo a direção da 


do que os obtido! d 
da diagonal secundária 


s com 3 elementos Sen | 
gundo а direção 


2) Procura-se calcular todos os produto н 
nto os obtidos se 


diagonal principal conservarão O sinal enqua! 
mudarão de sinal. 
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Capítulo 10, Dotorm | 
i 
ap ajja, a) H "s 
d22 Aza do) = (ац a22 азу + ауу a23 аз + ауу аз a32) — (a12 аз a33 + à11 a23 835 + an an ay) i 
аз 83383] az A 
i 12 3 
M y" ТЕ Ex 1: Calcule o valorde|4 0 2 _ 
DET E 351 
* | 12312 
54 Solução: (4 0 24 0=(0+12+60)-(8+10+0)=72- |8=54 a 
3 5 13 5 
| а 
Exemplos: H E 
; f 1) Resolva as equações abaixo: y 
! х 9 3 
a) =0 Ё 
T 4 x 1 
x ] 2 I 
Ws di b)3 4 -]=0 À 
k 
| ‚| 45 x | À 
[Г | 
"T Solucáo: : 
| JA >x-36=0>x=46 / 
| 11 ) 
| x 1 2x 1 
b) 3 4 -I3 4=(4x7-4+30)-(3x - 5x +32) - Ax! 4 26 2x 3-4 +2x-6=0=>x'=1e 
| 4 5 х|4 S } 
! t 
| x"-2- E y a 
| 2 а 
E 
, a /senl8" cos 72º 2 
2) (ESPCEX-98) Calcule o determinante de A о 
| sen36º cos 54" К 
| Solução: г 
| [A] = sen 18? cos 54º - sen 36º cos 72° = cos 72° sen 36º — sen 36º cos 72° = 0 
T ? 3 
| 2 3 La 3 
3) (FGV-81) O determinante de (A' x B), sendo A = y HeB=|2 -2|é I 
| 3107 3 4j. } n 
Solucáo: 3 7 С 1 d 


-5 -12 
> det 5 А =-5 +60 = 55 


|I ox 1] 
4) (UFBA-81)|2 13 x|= 3:50 para tod 

Ж 2 x O X pertencente ao conjunto: 
a) {1, 6} b) (1,7) c) {1, -7 
Solução: i i ткы ы) 


|I x dl x 


3 0 
x 


2 13 х2 13]= (0 + x? + 6) (0 + 3x + 13)=x? 
1 3 01 3 


-3Ix-7=3x > 6x-7=0>x'=7 Pes 
Letra D е 


-3x-7e = 3x 


5) (FGV-88) Considere a equação det (A — xI) = 0 onde A = ( À el 


10 
- o 1) A soma das raízes 
dessa equação é: 


Solução: 


Aale 1 3 fx 0 E 1-х 2 1-х 2 
24) l0 x) 13 4-x] ^| 3 ЕЕЕ Rá 


xX-5x-2=0 2 S=x'+xº=5 


III. ABAIXAMENTO DE ORDEM 


Anteriormente verificamos que nos cálculos dos determinantes, o de 1* ordem apresenta um 
termo, o de 2º dois e o de 3" seis, isto nos leva a acreditar que o cálculo direto de um determinante 
associado a uma matriz de ordem n apresenta n! termos e esta intuição será justificada em um dos 
apêndices de nosso trabalho quando apresentarmos uma definição geral de determinante. 

Segundo essa hipótese, a obtenção direta dos determinantes em geral a partir de 4º ordem (4! = 
24 termos) em geral é impraticável. Entretanto existem regras que permitem o abaixamento de ordem, 
ou seja, dada uma matriz A de ordem n seu determinante será calculado usando matrizes de ordem n - 1 
e a aplicação sucessiva desse raciocínio nos levará até matrizes de 3º ordem onde poderemos aplicar a 
regra de Sarrus. Apresentaremos duas regras: 


3.1. Regra de Laplace 


3.1.1) Menor complementar de um elemento: 
elemento aj e 

Definição: Dada uma matriz A de ordem n > 2 chama-se menor complementar (Eun Ге luna j 

representa-se por Aij* ao determinante da submatriz de A obtida pelas eliminas 

de A. 


calcule A*2| + A*33 | 
+ | - COVA WC E 


m 
g 
£e 
Q 
w 
> 

| 

о оь — 

ы A м 

la = v 


3.1.2) Cofator ou complemento algébrico de um elemento 
Definição: Dada uma matriz A de ordem n > 2 chama-se cofator de um elemento aj e representa-se por 


Aij ao número (-1)'?. A*; 
12 3 


Ex.1: Na matriz A=|4 0 5 | calcule A» 


Solugáo: 
123 


20 
Ex.2: Calcule A, na matriz А = E Jj 


Solução: 
20 ie 
A= = Ап =(—1 4|=4 
f A n= ED И 


\ | ^e 


Ex.3: Calcule Аз; em A = 


Own — 
— Oo — 
Y — © Uu 
voy 


Solugáo: 


3 413 
0 02 o =-[(0+0+56)- (6 +0+0)]=-50 


> Ау = (IP 


© Bo = N 
ч ~ о о 
Nos 


1 


Я 3 ч 0 
Observacáo: Pelos exemplos асіта verificamos que o cofator de um elemento аң será igual à 
menor complementar se i + j é par e será simétrico se i + j for impar. 


3.1.3. Regra de Laplace: a 
O determinante de matriz A de ordem n > 2 é a soma dos produtos dos elementos de um 
qualquier (linha ou coluna) pelos seus respectivos cofatores, ou seja: 


fila 


por 


Se escolhermos a linha i da matriz A: Capítulo 10, Determinantes 


n 
Então det A = ai Ai t ap Ag +... + an А = У 
j=1 


ay Aj 


Se escolhermos a coluna J de A teremos: 


n 


Então det A = а Aij +аз Ау +... + anj Anj = У aj A 
1—1 


y 


Observação: Como temos liberdade de escolha da fila devemos escolher a 


o quela que apresenta 
maior número de zeros (procure o leitor explicar essa nossa afirmativa). 3 Р 


Ex: Calcule usando Laplace os dets. Abaixo: 
4 1 2 


ә 


123 И 
а) 4 2 5 b) 


3 
213 
1 


© — N 
N A — 
ч) c © 


Solução: 
1) Usando a 1* linha para expansão temos: 
123 

25 
42 5 4 3 
213 


=1(6-5)-2(12-10)+3 (4-4)=1-4+0=-3 ad 
(procure calcular o mesmo det. Usando a 2* coluna e verifique que os resultados sáo iguais). 


4 5 
+ 
2 3 


4 2 
2-1 


292 


2) Usando a 4? coluna pois ela tem um nümero maior de zeros. 
Solução: 


4123 
6210 6 2 | 4 12 
31 U^ P 1 456 2 1 calculando os dets. De 3º ordem temos: 
4 
102 3 14 
102 5 


Capítulo 10. дор, 
16 


6 2 2 

3 | 43 1 =(12+8+0)-(12+0+1)=7 i 
| 0 231 0 

4 | 24 1 

6 2 |6 2 = (3243 + 12)-(24+4+12)=47-40=7 
3 1 43 | 


logo o valor do det. será: (3)7+5(7)=-21 + 35=14 


3.1.4. Exemplos 


1) (ESPCEX-98) Para todo x e y reais, com x + Y, O quociente entre os determinantes 


X+y x-y 0 
0 1 y 
0 x x?4 y? А : 
е equivalente a: 
X y 
j | 
Solução: 
XFy--x=y ----0- | 
Y 2 х 3 - 
0 1 У |=(х+у) 2 y = (+ у) (х? + y? — xy) е atos logo: 
Д 2 > X x *y УХ 
0 x x +у? 
Gy) +у?ху) x24 y? ay 
(х + y).(x — y) х-у 
| 
2 À, x M | 
2) Resolva a inequação x | 2<0 | 
x 0 0 
Solugáo: 
2 Dx 
| x > | 
x 1 eu А =х (2-х) <0= х2 0 | 
x 0 0 
* 0 = 0 + 
ef НЕЕ 
0 2 


Resposta: х є ]- о, 0 [U ] 2, + œ [ 


3) (PUC/SP-85) O determinante | representa o polinômio; 


Solução: 


Minantes 


0 0 -1 -2 
TX (2х +1) 301-0) = оҳак уз з 


0 0 | 
4) (Fatec-87) Sex + y = E ema 
) (Fatec-87) Se x + y 3 então [cosx senx ol é igual a: 
seny созу (у 


Solução: 
0 0 | 
cosx senx 
cosx senx (= = cosx ha x |] 
pus COS y C68 y — sen x sen y = cos (x + y) = cos 3^3 


seny cosy 0 


3.2. Regra de Chió: 


O emprego da Regra de Laplace apresenta-se bastante trabalhoso quando o det é de ordem n > 3 


€ nào apresenta zeros. Assim um de 5* ordem poderia dar origem ao cálculo de 20 dets de 3º (procure 
explicar isto) 9 que seria penoso. Muitas vezes devemos aplicar propriedades (veremos posteriormente) 
que fazem surgir os zeros ou empregar outra regra de abaixamento de ordem que seria: 


- Regra de Chió: 
Considere uma matriz A de ordem n > 2 com um elemento ay = 1. A regra de Chió obedece os 


seguintes passos: 


1) Elimine no det a ser calculado a a unidade, no caso a linha i e a 


linha e a coluna que se cruzam n 


coluna j. 
2) O novo quadro correspondente ao det de ordem n — 1 deve ser precedido do sinal + se i + j é par e do 
sinal — se i + j é impar. 

o dos elementos nào cortados no det original pela 


3) Os elementos desse quadro, resultam da substitui. 
diferenga entre eles e o produto dos cortados correspondentes. 


E 223 
Ex: Calcule o valorde|4 0 2| usando a regra de Chio: 
3 16 
Solugáo: 
1) Aplicando a regra em аџ = ] temos: 
F--2--3 
4 des apud ER RN 
3 18 1-2х3 6-3x3 |-5 -3 


2) Aplicando a regra em ау; temos: 


| 


12 3 
402 be 3-2x6) |-5 К =-(—10 +36) =-26 
| 4- _ 5 
3--4--6 3x0 2-6x0 4 
i ¿m é mai tajoso escolher aquela 
bserva-se pois que a escolha da unidade positiva é livre porém é mais van 
253 


em cuja linha ou coluna tenha maior número de zeros. 


Capítulo 10. 
Exemplos: 10. Determinanto; 


1 
1 
1 2 2-x 1 
1 


1) Resolva a equagáo =0 
1 1 3-х 
Solução: Empregando em a,, temos: 
---4-----4-----4 
j (1-x)-1) 1-1 1-1 -x 0 0 
1 1-х 1 1 
| =| 1-1 (2-x)-1 1-1 |= 
hv ewe, d 1-1 1-1 (3-x)-1 0 2 
[1 1 SER К Б 


0=>x є {0, 1, 2) 


2) Calcule usando a regra de Chio o det 0. -3 2 


3 1-2 
Solugáo: 
М АЕ -3-0 2-0| |-3 2 
0 -3 2|= E -| 107 


2.34 5 
3) Use Chio para calcular PUn Lem 
27 43 
025 
Solução: 
| =-|1 4-1 - | -%-в-% 
H 7.4 3 35 x -3 6 
025 N 
Obs: Muitas vezes emprega-se na solução do mesmo det as duas regras. 
12345 
4 à 0x 123.4 
) Calcule x em 0 1 2-48 ) 
02031 


Solução: | 
Aplicando Laplace e depois Chió temos: 


RE ML. 


mat dogo” 


К--3--3--4--5 
dx 12 3 
0124 = 
бозар 
02031 


Empregando Sarrus: 
1-2х 2-4x 3-6xll-2x 2-4x 
=- 3 4 1 3 4 = 


São $ шр лд, tus 
=- ([-44 (1 2х) -4 (2 -4x)-15(3 

Es — 6 = 
=44-88x+8- 16x +45 90x - 66 4 13917 


=-22+44x=05x= 1 
2 


[33 Q-4x)-5 (1 - 
5 + 10x — 48 + 96x = 


2x) — 16 (3 ~ 6x)]) = 


5) Usando Chió calcule x em 


-2 3 


Solução: Como Vx? = |х| temos: 

3 | 0 

D |x| -3- 1-3|х| -3| _ 3 А 

MM NE e 3 zs 7901-6) = 9ix| +3 = 0 = [x] = —7, logo o conjunto solução é 


Ø. 


Comentário: No uso da regra de Laplace verificamos que a falta de zeros na linha ou coluna a ser usada 
dificulta a solução do det e agora constatamos que a regra de Chio só pode ser empregada se existir pelo 
menos uma unidade positiva na matriz, entretanto estas dificuldades (falta de zeros ou unidade positiva) 
serão eliminadas com os estudos das propriedades dos determinantes. Observe-se que exemplificaremos 
muitas dessas propriedades com dets de 2* ordem para facilitar os cálculos, mas elas serão válidas para 


matrizes quadradas de ordem n > 2. 


3.3. Propriedades dos Determinantes: 


3.3.1. Seja A uma matriz de ordem n e A! sua transposta, então det A = det A'. 


12 
Ex 4 =[ | > |Al=8-6=2 
38 


2 8 
Esta propriedade permite a troca de linhas por 
importante pois qualquer propriedade válida para co 
ou colunas de filas. 


nel, | > [А{=8-6=2 


colunas sem alterar o determinante e este fato é 
luna será valida para linha daí chamarmos as linhas 


s de uma matriz de ordem n o seu 


3.3.2. Quando se trocam as posigóes de duas filas paralela 
determinante fica multiplicado por (-1). 


Ex: A e > |А|=5-8=-3 
х:А= =5-8=- 
4 5 ^l 


Capítulo 10. Determinanty, 


> IBj=8-5=(-1)(-3)=3 


3.3.3. Quando se multiplica uma fila de uma matriz de ordem n por um número real K q ЫЛ 


determinante fica multiplicado por K. 


4=2detA 


det A 
dx 


1 


OBS.: É importante notar que para cada fila multiplicada por K o det fica multiplicado por K OU Seja se 


a matriz for de ordem n então det (KA) = К" det A. 


3.3.4. Condições para que um det seja nulo 
a) Condições particulares 
a.1) Uma fila nula: 
0 Y 
Ex A-|2 5 4 
2 


a.3) Duas filas paralelas proporcionais: 
123 
2 4 6|=>]A]=0 
06 5 


b) Condigáo geral para que um det seja nulo: 
b.1) Quando uma fila é soma de outras filas paralelas multiplicadas ou náo por números reais, dizemos 


que a fila inicial é uma combinação linear das outras filas paralelas. 
1 2 3 

Ex:emA=|2 -1 4 | temos3* linha = 3 (1* linha) + 1 (2 linha) 
5 5 13 


3.2. Quando uma fila de uma matriz de ordem n é combinação linear de outras filas paralelas o det da 


matriz é nulo. 
1 2 3 4 


Ec 3 c1 $ 0 temos 3º linha = 3 
: = ue te а = ajj aj; 
7127 2 porq mos 3” linha (1? linha) + 2 (2 linha) 


0 4 5 6 


O seu 


a se 


ênci iz de ordem n > 2 do tipo 
Chama-se matriz de Vandermonde, ou das potências, toda matriz de 


É útil lembrar que quando o d 


et de uma matriz é —— Capítulo 10. Determinantes 
outras filas paralelas. ZenuLo obrigatoriamente um 


a fila é combinação lincar de 


3.3.5. Propriedade de Cauchy 
A soma dos produtos dos elementos de uma fila 


qualquer d 
ordenadamente, pelo cofatores dos elementos de uma fia paralela 
12 3 | 


Ma matriz quadrada de ordem n > 2, 
» € Igual a zero. 


Ex A-|0 4 5 а S 105 lo 4 
[ 7 TERANE -4 +5 = - 
312 A | dh ¡|=0+60+s(12)=0 
3.3.6. Propriedade de Binet 
SeAeB São matrizes quadradas de ordem n então det (A x B) = det A x det B 
I 2 23 f 
Ex: A = ‚„В = сАВ = 213 
3 4 0 5 6 29 


Al *4-6--2; B| = 10-0- 10; |АВ| = 58 78 — 


—20 ou seja det (A x B) = det A x det B. 


3.3.7. Adigáo de determinantes: 


(baj + cj) “Ann an dn cb 


ny 


Como vemos a coluna j-ésima é uma soma com duas parcelas bi + cij entáo o det original foi 
decomposto na soma de dois dets. Se a soma fosse composta de n parcelas o det seria uma somatória de 
п dets. 

2 a+b 2 aj |2 bl 
Ex: = + 

3 c+d 3 cl з d 


3.3.8. Propriedade de Jacobi: | 
Quando Dinos uma fila de uma matriz de ordem n pela soma dela com outras filas paralelas 
previamente multiplicadas por uma-constante-o determinante da matriz não se altera. 


Ex A = |. Я І > det A = 4. Vamos substituir a 3º linha por ela + 2 x 1° Ё + (-1) 2 £. 
305 
123 12 31 2 
B=|2 0 4|>/2 0 42 0|=(0+24+24)- (28 +16+0) = 48 – 44=4 
347) B 4 73 4 


3.4. Determinantes Especiais 


3.4.1. Det. de Vandermonde 


3.4.4. Determinante anti-simétrico de ordem ímpar 
O det de uma matriz anti-simétrica de ordem impar é sempre nulo. 


ЕхА=|2 0 -5|-[А|=2 0 -52 


3.5. Matriz Inversa — Cálculo por Determinante 
(3.5.1. Matriz Cofatora 


Dada A = (а). Chama-se cofatora de A ou cof A a matriz B= 
elemento aj. 


3.5.2. Matriz adjunta de A 


Chama-se matriz adjunta de А ой comatriz de A e se in 
seja Adj A = A* = (cof A). 


t 
Ex: Se A= El x = ag à = [ 222 2 =| “2 Tan 
а аз Tap аң тазу ац 


0 0 
а 8» n 
1 „1 1 а а а 
-| а аз a, І аз п 
А = 2 2 r Sa аа 2 4l 2 
аг a5 ап а a2 аһ 
E n-1 n-1 n-l n-l n-l 
al! as an аһ" аў... a 


Os elementos ај, a», ... na são chamados elementos característicos da matriz. 
Valor: det A = (аз — а)... (a, — ai) (аз-аз)... (an — аз)... (An — An-1) 
ГІ 
А 


А a n = р 
2 43 55 
Exa 5^ 61.8.2(.2(-26-3(-3(6-921.3.4.2.3: 1=7 
4'_ 9% 25936 
t7 uA 5>, - 
8 27º 1252216 NA > lr, DEI Oil- O 
^ &ye da MAPOUON. лал 
3.4.2. Determinante Triangular Ы 
а 0 0 . 0 
p. a» 0 .. 0 0 
а à» 0 .. 0 >? 8532 ns 


DAA e = 811 8322 833 .... ann 


Este resultado, produto dos elementos- 
escalar. 


3.4.3. Det onde todos os elementos situados de um mesmo lado da diagonal secundária sáo nulos; 
neste caso, sendo a matriz de ordem n, o valor do det será o produto dos elementos da diagonal 


n(n-1) 


secundária multiplicado por (-1) 2 


0 0 -4 3(3-1) 


Ех:|0 2 S|=(-1) 2 (423)=24 


34 1 


0» =2 3 0 -2 3|0 -2 


0|=(0-30+30)-(0+0+0)=0 


-3 5 0 -3 5 0/3 5 


Capítulo 10. Determinan, Н 
a? 1 Lo d 


-da-diagonal principal, é válido também: para os dets diagonal e 


(As) onde А; é, em A, o cofator do 


i А u 
dica por A*, a matriz transposta da cofatora O 


diagonal e 


sáo nulos; 
| diagonal 


ora ou 


ea 


| 
| 
| 


Obs: No caso de 2º ordem Pode-se obter a m tri 
posições dos elementos da diagonal principal AS У 
ре 


»itor verifi г 
leitor verificar com exemplos que esta regra é exclusiva 
5 ) 
Para matriz de 2» ordem 


Vamos exemplificar esta Propriedade ¡ = (ац)һуһ então AXA* 
€ Importante usando mary; X A* = A*A = (det A) р 
atrizes de 24 ordem: tn 


a 
SejamAa=| ! "lea. | аз -а„ү | 
a2) аз aa ay | HO A L Ax; 


^n A* - (cot К) 3 


822811-a15a5 


апа-а заз 
аз а 


1 
> А.А* = (апа — ааз) l 3 7 (det A) L 
O leitor pode verificar que A* A = (det A) L 


3.5.4. A condição necessária e suficiente i 
para que uma matriz A de orde ja inversiv i 
exista A”, é que det A = 0. ЧИТЬ ош и 


1” Parte: Condicáo necessária 
A € inversível > det Ax 0 


Demonstração: 
A inversível > A” existe > A. A =A? A= h = det A. det A! = det p= 1 > der a= 1! 20 
j det А! 
2* Parte: Condição suficiente 
det A + 0 = A éinversível 
Demonstração: 
Pela přopriedade 3.5.3 temos: 
A* A* 
Sendo det A + 0 temos: A | — )- (a) = 
det A det A 
E 4 -l | A! ist A! A? adjA 
2 E aetema АНЕ xistee A! = =_= DA 
como A. A А.А = temos que existe e AA det 
Ex: Ache se existirem, as inversas de | 107 Е | 
| 102 j | 
D 2 | | 
А-0 у= sece 2 о a 0199 
; de 310 и) d NY g 
| | 
| o Tu. 
р 3 [M 
1.1. |А|= 6—6 = 0 = A”! não existe. 
2) 
2.1.[B]=9-8=1%0> A! ца existe. - 
259 


Capítulo 10, Determina Ц 


2.2 aja- 
23.41=1 

1 
3) 


3 

0 0 
3.2.cofC=| 2 -6 

-4 0 

0 2 
33.adjC=| 0 -6 

-6 -1 
3.6. Exemplos 


1) Resolva o sistema | 


Solução: 


O sistema em forma matricial será: 


|; 29 
22(0-6)2-1220 
3 0 
-6 
—1 | (procure efetuar os cálculos dos cofatores) 
2 
-4 0 2 -4 
0 Sot 0 -6 0 
2 "4-6 1! 2 
3x+4y=11 кр 
usando matriz inversa. 
4x+5Sy=14 


¿la 


Ыы) 


Achando a inversa da matriz M, dos coeficientes temos: 
[М„| =15-16=-1 


j M. = : M7! = 5 | $ Itipli lo M l 
adj M, >M = pré-multiplicando por M, : 
; -4 3 E 4 -3 à : 


«G4 


-5 


4 


4 
-3 


Jo) 


2) Encontre x para que A = 


| 


N — 


4 


j^ 


l 
А 


3 
3 4 


tenha inversa. 


Solução: Como a 2* linha é proporcional a 1" linha então JA] = 0, logo o conjunto solução é Ø. 


3) Prove a regra de Vandermonde para uma matriz de 3º ordem. 
Solução: 


=(b-a) (c-a) 


1 
b+a 


| [0-09 => 
c+a 


u2 


hy | " 9g 
4) (USP-78)£akgule O valor do det 
apa a a a 0 0 0 


a| b b b la b-a b-a p, |-а bos 
a b c c ja b-a с-а с ba c 
a b c d la b-a c-a q b-a 

-b c-b 


lc 
=a(b a) -a(b-a)* 
ic-b d-b |с 


x 1000 
0x 100 
5) (UFGO-78) Dada a matriz A = 0 0 x А 
| 0 sejat R id: 
DO desc J > R definida por f (X) = |А|, então fen 
00 10 x 


vale: 


1--0-0 
x 100 б x 1 0 x 1 Ox 1 
o x 1 02x: "1 ao ау ө? 
; AME ЫТ X -x'"|0 x 80 x =X [(x+8+0)-(0+0+0)] 
0 0 x 8 b i0 a 1 0 x 10 xl 0 C 
0 1 0 x 
=x + 8х2 > f1)=15+8(1)=7 


x 0 I 
6) (OSEC-SP-78) Para que valores de x temos | x 0|» 0 
10 1 


К |=хк-1)>0 


1 


x 0 1 
Solução: 0--x--0 =X 
101 


+ 0 - 0 + 
n | -—xe]-e,0[u]l,-*e[ 
0 


7) (UFMG-78) Qual a afirmativa errada? me 

a) O determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunas) iguais én 
b) O determinante de uma matriz nào se altera quando se trocam duas linh: 
с) O determinante de uma matriz fica multiplicado por K quando se multi 


ulo. 
as (colunas) entre sl. 
plica uma linha ou coluna por 


ij . H x 1 
i i has nào altera o valor 

d) A adição à uma linha de uma matriz de uma combinação linear das demais lin 

do det da matriz. a 


f . ionais én 
e) O determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunas) proporcion 


А і inal. 
Resp. A afirmação errada é a b pois nesse caso o det mudaria de si 


йыр TUR: 


8) Prove que: 


DSe A é ortogonal > det A élou-l. Capítulo 10, Determinanty, 
a A c B são matri 


4 Zes quadradas não nulas e AB=0 > A e B são singulares. 
Se A e B sào matri 


A zes de ordem n e AB = 1, => A = B' e AB = BA = |.. 

Solução: " 

1) A ortogonal = A! = A! > det A! = det A! > det A = —L— =(det A)? 21 =detA = + | 
2) det A т 


2.1) АВ = 0 = det (AB) = det A. det B=0 
2.2) Se det A *0> A" existe > AU (AB)=A".0>51.B=0> B 
raciocínio análogo teríamos det B = 0 logo A e B nesse caso são singulares. 


3) AB =I > det 


= 0 (contra a hipótese) por 


(АВ) = det I = det A. det B = 1 = det A + 0 e det B #0 > A” e B existe 


СНЕ S m; AB = 
=A” (АВ)= AT E S (Gn АуВ = А! lago f A A C А CTS AB BAT] l 
9) O valor do det (onde log representa logaritmo na base 10): 

1 1 1 1 
log 2 log 20 log200 log 2000 
(log2) (log 20) (108200)? (log 2000) 
(log2) (ово)? (106200) (102000) 
O det é de Vandermonde logo: 
= (log20 — log2)(1og200 — log2)(log200 — logÉl(log200 - log20)(log2000 — log20X(log2000 — log200) = 


= log 


20 lo 200 lo 2000 lo 200 lo 2000 | 2000 _ 
3 0 э E у O 2020 % 500 
= 10510. 102100. 1021000. 10810. 106100 . log 102 1.2.3.1 2.1 12 


10) (ITA-79) Sejam А, В, С matrizes reais 3 x 3, satisfazendo as seguintes relações: 
AB = С”!, В- 2А, se o determinante de С = 32, qual o valor do módulo do determinante de A? 
Solugáo: 

1 
detC 


АВ = А(2А) = C"! = det (A x 2A) = det C^! > det A . det 2A = 


> det A (23 det A) - L 5 
32 


a Ai 3:7] | 
A) = — > (det A = — > [det A| = — 
8 (det А) E = (det A) 256 > [det A| 16 


D 


11) Sendo A e B e C os ángulos de um A ABC e a, b e c os respectivos lados opostos a estes ángulos 
1 1 1 
ргоуе дие | а b c |=0 
SenA SenB SenC 
Solucáo: 
EE КАС 
SenA SenB SenC 


Pela lei dos senos temos (duas linhas proporcionais) logo o det é nulo. 


1 1 1 
12) (USP-93) Prove sem desenvolver que | 4 b С |= 0 independente dos valores a, b e c. 
b+c с+а a+b 


Solução: Я 
Substituindo а 3º linha pela soma dela com a 2º linha temos: 


a 


Tu 


PEN 


1 
а 
р+с 


temos: 
(а + b+ 


mas nes 


13) Toi 


outros 
Soluçã 
(1) Mu 


чә |м 
a row 


(2) A 


e con! 


x= 


| l l 1 


1 C 
| a b e a b 


Шо 10, Determinantes 


> ca a-b| ја+ь+ ii 
b4c © а+Ы+с qb. PA evidência 


temos: 


1 1 


1 
(a+b +c) ja b <= 0 (duas linhas iguais). Se a 4. btc= 
гт = 


0 náo i 
io А 
Poderíamos colocá-lo em evidência, 
mas neste caso, o det seria nulo pois tem uma fi 


la nula, 
235 
e unitários os elementos da 1? li 324 
13) Тоте unitá os da 1* linha de |2 1 5| sem alterar o val 
bos valor e mantendo inteiro os 


outros elementos do det. 
Solugáo: 
(1) Multiplicando por 12 (m.m.c. dos denominadores) a 1° 


linha e dividindo por 12 fora do det temos: 


P 8 18 15 
5 
8 


360 аз ог 260 
18 por 15 


(2) Achando o MMC (8, 18, 15) = 360; multiplicando a 1* coluna por = a 2° por 


8 18 15 360 360 36 
a . ll - 
e controlando as alteragóes temos: 2 5 йй 90 20 120 
3 6 8 135 120 192 


eant | 360 
(3) Colocando 360 em evidência temos finalmente: 5012545024 ne 20 12 


OBS: Experimente solucionar este problema de outra maneira. 


14) (Cice-68) Supondo a, b, c números diferentes e não nulos encontre x em: 


Solução: 
1-1 1 1 1 1 1 1 0 
a b c |=la b с[+ја b 0 = (b — a) (с-а) (c - b) + x (b-a 
a? wg. la p? go a b? x 


x--(e-8)(c-t)- (b- c) (с-а) 


)=0 = 


Capítulo 10. Determin, 
| [po] ме; 


15) (Lins-SP-67) Estando a, b, с nesta ordem em p.a. mostre que o valor do det |a b с Череп, 
2 2 2 е 
D a^ b (2 


apenas do valor da razão r da p.a. 


Solução: 

1 1 1 

a bc =(b-a)(c-a)(c-b)=r.2r.r=2r' 
a? p? c? 


16) (CESEP-PE-74) Dadas as afirmações: 
1) Se A é de ordem ne K є R* > det (KA) = K" det A 

2) Sedet A=0=>A=0 

3) Se A е B são de ordem n então det (A + B) = det A + det B 

4) Sc A e B são matrizes de ordem n então det (A . B) = det A . det B 
São verdadeiras: 

a) 1", 2" e 4° 

b) гед" 

c) nenhuma 

d) todas 

e) unicamente |? e 2° 


Solugáo: 
(1) A 1° verdadeira pois para cada linha multiplicada por K o det fi 


= К" det A onde п é a ordem da matriz. 
(2) Falsa pois A pode ser singular sem ser nula. 


12 
Ex: А = = |А|=0сесА=#0 
3 6 


12 1 0 2.:2 
3) Falsa pois A = ,B- A+B= SL кш 
(3) pois l 5) lo JL ( 2) е 8-6=2, 


det B = 1 e det (А +B)=18-6=12e 1242+], 
(4) Verdadeira pela propriedade de Binet. 


ca multiplicado por K logo det (KA) 


Resp. letra B 


17) (ITA-73) Seja Q uma matriz 4 x 4 tal que det Q + 0 e Q? + 2Q? = 0 (det Q indica determinante de Q). 


Então temos: 
a)detQ=2 b)detQ=16 c) det Q- —2 d) det Q=-16 e) N.R.A 
Solugáo: 
3 2 2 
Q+20*=0>0Q (Q+21)=0 com o det Q + 0 > der Q'«0— Q? tem inversa => [Q°]" [Q? (Q +20] 
-2 0 0 0 


“IOT o (QT! Q[o«20-02 Q«21-0 5 Q- 91 : NC 
0 -2 0 


(letra b) 


Capítulo 10, pg ` 
A tarmi; 
RCM 


la 0 0 -d | 

0b 0 - i i ee 
d| (colocando em evidência a, b, c e d respectivamente em cada uma das coluna = 
00c - У 5) 
c) 
| 1) 
100 cui e 
ото + S 

=abedlo q |  .,|(subsutuindo a 4º coluna pela soma dela com as outras) 


| гт 
арса) ç (det triangular) = абса ( + supe Р 2) 


1 
Robot a b c dl 


6 4 


23) Calcule, por Laplace, o valor de 
por Laplace, o valor de | ЕЛА 


Solugáo: 
2 4 5 10 20 20 20 20 20 0 о о 
364 5 | [30 30 16 10) т Во O -14 -20 
bita 2 1 7 14 10x5x4x2/20 5 28 28| 40020 -15 8 8 
4624 40 30 8 8 40 -10 -32 -32 
ere ыз ЕЕ Е ЕЕ 
EON a lo MEM | 
-10 -32 -32 10 -32 0 


2 
2:210, =-91.8=-168 
10 


Obs: Que fique claro que a regra de Laplace na prática deve ser empregada até 4* ordem, atingida a 3º 
ordem deve ser empregada a regra de Sarrus; no exercício anterior chegamos por Laplace até 1º ordem 
com o único objetivo de treinamento do leitor. 


24) Prove que todo det associado à uma matriz anti-simétrica (det anti-simétrico ou hemi-simétrico) de 
ordem ímpar é nulo. 

Solução: 

Seja А = (aj)... uma matriz anti-simétrica com n ímpar. Temos que A =-A=EDA > 

det (A) = det [(-1)A] > detA-(-I)'detA => detA=-detA = detA=0. 


x 11 


25) (ITA-99) Sejam x, y, z números reais com y # 0. Considere a matriz inversível А = | y o 0] 
; zai] 


Então: с 


а)А soma dos temos da 1* linha de A” é igual a x+1 


123 
rdem 


›) de 


та dos temos da 1º linha de AT é үрү 
dos temos da 1* coluna de A^! ind | 


b) A son 


„} A soma 
c) O produto dos termos da Segunda linha дед! é 


jO produto dos termos da terceira coluna deAéj 
c 


solução: 
x l l 
| 0 0=-y PR 
a) lAl = y ДЕ а 
la: cid 
0 Calculando a matriz cofatora de A: 
2 | 
„|0 d=0A2=- > r7 
An -1 1l РА 


—adjA-|-y x-z y 7 (cot А)! 


Р La 
Resp: A soma dos elementos da 1º coluna é PET (letra C) 


; 2+а а it > 
26) (ITA-98) Sejam as matrizes reais de ordem 2, A = | | ) eB= P Я J Entáo, a soma dos 
elementos da diagonal principal de (АВ)! é igual а: | 
1 2 1 2 x 4 2 
aja*] b)4(a+1) ri 46 +2a+1) e) ¿042 a) 


Solugáo: 
1) AB: 


» al+a+2 a?43a42 
a+l a+3 


Л 2+3а+2)=4 
(1) det (AB) = (a +a+2)(a+3)-(a+ 1) (8 а+3 чо 


1 
2 x ia de 
Adj (АВ) = а+3 ma +3a | e» seed a? +a+2 
-a-l ar +a+2 


Capítulo 10, Determinan, 


dem n e não nulas. Por 0 denotam 
оза 


; a? +2 
tr(AB = 1 Ка + 3) + (a^ + a + 2)] = E ао (letra С) 


27) (ITA-97) Ѕејат А, В е С matrizes reais, quadradas de ог 
matriz nula de ordem n. Se AB= AC, considere as afirmações: 


DA?z0 

IDB=C 

HI) det B z 0 

IV) det (B- C) = 0 

Entáo: 

a) Todas sáo falsas 

b) Apenas a afirmação I é verdadeira 

с) Apenas a afirmação Il é verdadeira 

d) Apenas as afirmações I e II são verdadeiras 
e) Apenas a afirmação III é verdadeira 


Solução: 
I) Falsa pois existem matrizes quadradas nulas ^, B eC tais que AB = AC e A? =0, Por exemplo sendo: 


a-b E 3а 
2 -2)'" 4s 3) la р) temos 
-2)(2 - 

кый a ee 
0 0 2 -2/]12 -2 0.0 

II) Falsa pois AB = AC com В = С (item anterior) 

Ш) Falsa pois vemos no item (I) que det B = 0 

(B — Cy” existe e como AB = AC teriamos AB = AC 


IV) Verdadeira pois supondo det (B — C) = 0 então 
e O Or SOME O SABO EO рзд рү 


A = 0 o que é absurdo pois рог hipótese A % 0. Portanto a questáo foi anulada pois náo tinha opção 


correta. 


Sugestão: 
Procure refazer a solução dessa questão usando matrizes diferentes das apresentadas aqui. 


te, 
TE 


lenotamos 2 


plo sendo: 


ha opção 


y ЗА 
ау = ал 


Questões de Vestibulares 


n (USP-62) Demonstre que: 
1 


| 
1 . 

| ax siny sin Z =sin(x— y) +sin(y - 2) +sin(z - x) 

ana Sin) 


osx COSY cos z 
c 


А (UFPB-89) Considerando as afirmações: 
“[Núma matriz simétrica А = (alm, tem-se 


j- Se A cB são matrizes quadradas inversíveis 
de ordem M, então (AB) =B LA 

ш - Se A é uma matriz quadrada de ordem m, 
entáo det А" = (det A) 

IV A multiplicação de matrizes não é 
comutativa 

V — Se A c B são matrizes quadradas de ordem 
m, então ) 2I y у) 
det (А + В) * det A + det B 
pode-se concluir que é (sáo) verdadeira(s) 
a) somente I, 1, M e IV b) somente I 
c) somente I, IV e V d) somente I, II e IV 
e) I, IL, HL, IVeV 


DERES 


3) (UFPB-90) Seja а matriz quadrada de ordem 3, 
tal que em cada linha e em cada coluna apareçam 
apenas os números — 1, 2 € O sem repetição. Se 
an=- l, а: = 2 e азу; = 0 e se x, y e z são os 
elementos da diagonal secundária da matriz 
inversa de A, qual o valor de 7(x + y + 2)? 


4) (UFPB-95) Dê exemplo de duas matrizes 
quadradas А € B, de ordem 2, tais que det4 = 
detB = 0, mas det(A + B) + 0. 


Sy (UFPB-96) Seja (a, ), ne N, uma progressáo 


aritmética de razão ғ, onde a] = " = a Calcule o 


i as а, 
determinante da matriz A, onde А = . 
а, 9) 


6) (UFPB-97) Se A е B são matrizes quadradas de 
ordem 2 tais que det A = 1/12 e det B = 3, então 


det (2A.3B) é igual a 
232. i2 o2 46 .99 


DAÚFPR 


е a matriz Anu 


de x é: 
3-1 py 


d 
são A, В 


determinante da matriz: 


Capítulo 19, Determinantes 


-98) A i * 
) inversa da matriz ~f 1 | 


An 234 


0 |. Então, o valor 


 (UFPB.99) Sendo a 


„beca n 
e um triângulo, cujos ângulos (i dos lados 


os ángulos internos Opostos 
e C, respectivamente, calcule o 
sen А \ cos A ax] 
M =| sen Ê cos B, b 
sen © cos C vc ! 
Uy eno gar ý 
(UFPA-97) O determinante “da matriz ^ 
2 3 1 
-l y 0 [ё igual a - 2. Se B e C são as 
1 2 Эу 
matrizes obtidas respectivamente, pela 
substituigáo em A do menor e do maior valor de y 
encontrados, calcule a matriz transposta do 
produto de B por C. 


(UFPA-98) Dadas as каше А = 
12-3 082-5} > 
‚в=|* W ECEN 
412 - 2241/2443 
encontre o valor de x para que a matriz C possua 
inversa. E 5 Е 
ило 1d6 nenV 
FPA-99) Sejam a, b, c, m, n, p (números 
haturais tais que a,b,c estão, nesta ordem, em 
rogressão aritmética (PA), enquanto m,n,p estão, 
Кап ordem, em progressáo geométrica (PG). Se 
a razáo da PA e a razáo da PG são iguais a 2 e m 
é o dobro de a, calcule a, b, с, m, n, p de tal 


[orma que: 


"XP " 
12) (UFPel-98) Seja a matriz A = ay de ordem 
tan x, 5 к=.) 


com ау 1 seit j 
, 


A soma dos valores de "x", 


que tornam det A = 2 c: 


т 37 á 
) 3 b) aan с) 5л. b 
i d) 2л. e)z. X Q 
| AR | “AV 
| / 13) (PUC/RS-2005) O determinante da tfiz 
| “| senx senx cotx O 
i cosx cosx —] |é: 


0 Senx tex 
a)0 by 1 


e, 
d) sen? x “e) (sen x + cos x)? 


с) sen x + cos x 


: 34) (UECE-2004) Se o determinanté do produto 
és, . le / x] Ж / 

| das matrizes e é igual a - 1, 
2 E Ш d [ I x x | 
val . 3 entáo dois dos possiveis valores de x são 

> үү! números: 
) a) positivos b) negativos 
sia ү C) primos d) irracionais 
S į H 
~ í 14 242" 
^ 15) (UFRN-98) Sendo a= 3 e 
" // 2 
^7 
ы s.9= b], 
№ ba сый, o determinante da matriz |: | é 
“a 2 ba 
igual a: 
1 h 1 

> — 4 1 1) = 
9 s a) 4 b) Pp d) 2 


16) ÁUNIFOR-99) Considere а 
li ordem 3, n 


matriz A, de 
à qual os elementos sào dados pora = 


i * j - 1. О determinante dessa matriz é A 
3-7 b-5 c-3 dl Li 


p? 17) (UFC-99) Considere 
і 1d Ig 


i =| | e a“ |, ondea representa qualquer uma 


a matriz M 


2:3: 3] -1 0 ‚ш 
a=[0 1 2) 8=l2 ale = 
2 | -5 5 4 : 
correto afirmar que: 
N P^ Ден das matrizes possui inversa. 
Y ) а matriz А + B é dada 
13 +] Por 


А+В=|2 0 2 


3 6 —5 
M 04) ovelemento da 2* linha e 2? coluna da - 
т, 
produto AC é — 10. atriz 
08) o determinante da matri 


z À é igual a zero, 
7) existe uma matriz D, ta 


l que AD 


= 1, onde [à 
a matriz identidade 3x3. le 
32) náo existe o produto CA. 
, 1/2 3 q 
64) a inversa da matriz 4 é 0 1 a 
1/2 1 ys 


pom A matriz X é tal que : 


| cosa sena Y cosb  senb 
-sena cosa] |-senp cos b 


Quanto vale o determinante de X? 


20) (UFRJ-98) O agente Id Ota inventou 0 


seguinte código secreto Para a transmissão de 
datas de certos fatos importantes: o código 
transforma uma data d-m-a, onde d é o dia, m é o 
més e a representa os dois últimos algarismos do 


ano, em uma nova tripla de números d'- m'-a', de 
acordo com a regra 


-2 3 1үа q' 
-1 2 I[ml-s|m 
-2 3 lla а 


O código revelou-se um desastre. De fato, várias 
datas originais distintas (d, m, a) correspondem a 


2 
| c l a 


| das raízes (complexas) da equação x + x+1=0. 
| Se det M simboliza o determinante da matriz M, 


assinale a opção na qual consta o valor de (det 
MY + (det M) + 1. 


a)i b) c-1 di 


e-i 


que fazem o código funcionar bem. 


um mesmo código transmitido (dm'a”. Por 
exemplo, as datas 1/1/97 e 2/2/96 correspondem 
ao mesmo código 98-98-98, pois: 

-2 3 1Y1 -2 3 1/2 98 


-1 2 I| 1[s|-1 2 1] 2 |98 


-2 3 1497 -2 3 1/496) 198 
Id Ota pensou entáo em alterar o coeficiente 
central da matriz, a», igual a 2, para um ош 
valor k. Determine, se possível, os valores de 


-1/5 


ventou o 
nissáo de 
› Código 
lia, m é o. 
ismos do 
n- a”, de 


, Várias 
ndem a 
). Por 
зопает 


¡ciente 
outro 
N de k 


21) (UFLA-98) Sendo A uma 
quadrada de ordem 3, cujo determinant. 
6, qual o valor de x na equação NR 


det (2 A^. A') = Ax ? 


a) 72 b) 18 c) I2 


"4 
,A)2 
22) (UFLA-99) Dadas as matrizes 


EE 5.02 б 
х 

^-2 3 2) B=l0 0 3) ос, 9 

475 -4 0 -6 ко 

х 


determine todos os números reais x t 


; à ais 
determinante da matriz C — AB scja posi que o 


tivo, 
23) (UFSC-99) Sejam 4, B e c matrizes 
Determine a soma dos números associados à(s) 


proposição(ões) VERDADEIRA(S). 
1) A.B só é possível quando A e B forem 
matrizes de mesma ordem. 

2) (A). АС! =1 

4) det (A + B) = det A + det B. 

8) Se A é uma matriz de ordem nx m e B é de 
ordem m x К, então A + B é uma matriz de 
ordem nx k. 

16) Se A é uma matriz de ordem n, entáo det 
(kA) = КА, k ER. 


24) (ESPCEX-93) Sejam A, B e C matrizes reais 
3x3 que satisfazem ás seguintes condições: A.B = 


C 5 B = (1/2)A. Se o determinante de C é 1/32, 


entáo o valor do módulo do determinante de A ё; 
a) 1/8 b) 1/4 c)8 dy16 


25) (AFA-94) O determinante associado à matriz 


a a а a 


Male E é igual a: 
a ху y 
ax y 1 


b) a(x- a (1 -y) 
d) a(x - a)(y - DU - y) 


а) a(x - a)(y — xy 
c) a(1 - xy(1 - y) - a) 


43/2 1/2 0 
26) (UNESP-99) Seja 4=|-1/2 43/2 0 
0 0 1 


a) Justifique, através do cálculo do determinante, 
que А é inversível. 
b) Mostre que 4^ ! = 4! 


ab 
27) (Unesp-2003) Seja a matriz ml: jJ 


onde a, b, c e d e R, Se os números a, b, C € å, 


a)0 y | © desta matriz é igu: 


b) A relação 


\ 


nesta шө 10, ден 
det ordem, constituem uma erminantos 


erminant PG de razáo qo 


ala: 


qa” q) qa? e) 24а? 


a) Dada а matriz 
-| 2) Saleule a sua inversa 47! 

especi ê 

рчы, que você deve ter observado 
acima, seria também encontrada se 


Calculássemos i к 
SSemos as matrizes inversas de: | А al 


E A 


Ger i 
neralize e demonstre o resultado observado. 


entre 4 e 4-7 


29) (UNICAMP-99) Considere as matrizes: 


COSÜ seng Q E 1 
z 3, 


Mz|-senÜ cosü 0 
0 0 1 

a) Calcule о determinante de Me a matriz inversa 

de M. 


b) Resolva o sistema MX = Y 


30) (UFMA-2001) Seja A uma matriz tal que 


2 -13 
A=| 1 2 1|. Então o elemento ау da 
= 3 4 


matriz inversa de A é: 
a)- 1/15 0) 1/12 е) – 5/12 
@) – 2/15 е) – 1/3 


31) (ОЕРІ-2003) Sejam A e В matrizes 2x2 tais 
que det A = 3 e det В = 5. Se x e y são números 
inteiros positivos, considere as matrizes M = xA е 
N = yB. Se det(MN) = 15, podemos afirmar 
corretamente que: 
а)х-у=1 b)xy=15 
d)x>y е)х=у=1 


с)х+у=3 


32) (UFC-2003) Considere а matriz A-[aij]o tal 
que aj 7i-j. Calcule dei(A*A ). 


trizes A eB $ 
39) (UFC-2006) As тан 0 0 


0900 
de ordem 4 e tais que AB=O 0 90 
0009 


Determine à matriz BA. - 


ão quadradas 


34) (UFPR-2004) Considere as matrizes А = 


1 соѕф 322 logi, VIO 
b eB= - |, onde a, 
2 c logio 5 


b, с e q são números reais. Assim, é correto 
afirmar: 

(1) Os valores de a e b para os quais A = B são, 
respectivamente, 2 e —1. 

(2) Para que a matriz A seja igual à matriz B, é 
necessário que с seja número negativo. 

(3) Seb = 0cc = -1, então o elemento na posição 
"2" linha, 2º coluna" da matriz (A-B) é logio 42. 
(4) Seb=0ec=0, então a matriz A tem inversa, 
qualquer que seja o valor de b. 
(5) Todos os valores de v para os quais A = B são 


1 
2 


л TAA "e 
da forma 2kr + 3 onde k é número inteiro. 


35) (FGV-2005) Seja I a matriz identidade de 


0 12 
ordem 3 e M a matriz quadrada | | 0 2|.Seo 
-10 0 


determinante da matriz (M + xI) é uma função 
polinomial na variável x, a soma de suas raizes é 
igual a 

a)-l. b)O. c)l. d)2. e)3. 


36) (UFOP-2001) Considere a matriz: 


1 x 3 
M=| x 3 x+I 
х-1 1 x à 


A equação det M = 0 tem como solução: 
a) trés raízes racionais. 

b) duas raízes irracionais e uma racional. 
c) apenas uma raiz racional. 

d) duas raízes racionais e uma irracional. 
€) trés raízes irracionais. 


37) (UFOP-2005) Considere a matriz M. 
x«l 1 1 
M=|x-1 - Es 1 
3x 
1 0 2 
Determine a conjunto de todos os possíveis 
valores de x tais que det (M) > 0. 


38) (UFMT-2005) Dada a matriz 
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гі tulo 10. Dotermy, 
EMEN ш 


1 
A=|1 log, x-/8 0 


ч 
O log,x-1 log, x -1 antas 
soluções possui a equação det A =- |) 


39) (UFSE-2004) Anali 
seguem. чеш afirmações Que 
(1) A inversa da matriz A-| | А 

| 2| É mani; 
simétrica, 
(2) O determinante de 
simétrica é igual ao produt 
diagonal principal. 


qualquer matriz anti. 
o dos elementos de sua 


(3) Se A! é a matriz transposta de A=|2 ~! 

1 П 
entáo o determinante da 1 1 di 
"i matriz A+ A! é igual a 


n 0 0 
(4) O determinante da matriz 5 n-i 0 
6 7 (n -2) 


é igual a n!. 


40) (UFU-2000) Se A e B são matrizes inversíveis 
-1 

de mesma ordem, entáo det(A BA) é igual a? 

de(g)  ^'Eulz 

a)l b)-1 c) det(A) + det(B) d) det(AB) 


41)  (UFV-2005) Dadas as matrizes 


2 + 3 4 
al | e в-| ; eio var е 


3 
det ((- 2)A^ B?) é: 
a) um múltiplo de 8. 
b) um número divisível por 15. 
с) um número primo. 
d) um quadrado perfeito. 
e) um número impar. 


42) (Unifor-2003) O determinante de uma matriz 


1/2 
Mé2ea sua matriz inversa é M^! | И | 
-2 q 


O valor de p.q é: 
a2 b)l е) 12 d)-12 e)-1 


43) (Unifor-2004) Sejam as matrizes reais 


- La 
Ai у=! е В= , tais que Aéa 
z t+l 0 1/2 


matriz inversa de В. O determinante E» 


y 5 Matriz 
X 
x+z X t | é igual a: 

y y-t x 


a)-10 b)-5 c)O ds еу 


44) (UFLA-2003) Uma matriz С 
produto da matriz A pela matriz B 
apresentadas abaixo 


k 1 i 
к=| il Pos 


Qual deve ser o valor do elemento 
para que o determinante de C seja nulo? 
a3 b)2 c)| d)S e4 


45) (UFLA-2005) Seja f(x)=/2 -1 q 


O senx _] 
Os valores de m para os quais f(x) admite raizes 
reais são: 
a)-3<m<-2 b)-2<m<0 
с)0<т<2 4)1<т<2 


e) f(x) náo admite raízes reais 


46) (UFAL-2002) Calcule o determinante da 
0 | 0 
matriz М =| –ѕепх 2 seny |, sabendo que x + 
cosx 3 cosy 


у= 11л/6. 


47) (UFAL-2004) Indica-se рог M' e M^ ! as 
matrizes  transposta a inversa de M, 
respectivamente. Para analisar as afirmativas 


0 4 
abaixo, considere as matrizes ^ | 


0 5 3 -2 
B= = 
l ec E a 
Marc d 
0 -3 


0) с |1 2 
13 
(3) A matriz A- 
(4) A matriz A — 
(5)О4 


A! é anti-simétrica 
А-В + С não é inversível. 
“terminante da matriz B + B' é igual a 100. 


Corresponde ao 
» AS Quais estão 


k da Matriz A 


18) (UFU 2003) E 


/ A Lil 
Onsidere a matriz invertível 


a 
А п 85 a, 
[êa a» 853 cuj 
a > €*Uos elementos sáo 
А 32 аз; 
п А 
meros reais. se B у 
* а matriz 
а ех xy2 
Bel ax a2 (eya, 
a (е®)2а, (e* y? 
> 22 a23 | e det B = 


(е* а X43 
Vas (е az, (a, 
A, então o número X pertence ao 


965 DEL) ааз d (0, 1) 


123 _ 
A-| Je nf: 1 8 -5 


86 5)7 ов аә 


50) (EPCAr-2004) Sejam 
ds 9 І pal! 


1 
4 6|" 1 E € Р”! a inversa de P. Se 


a matriz B é tal que B = P“ A P, tem-se que 


a)detB=0 C) B é a matriz diagonal 
b) det B = -50 d)B-A 


as matrizes 


51) (EPCAr-2005) Sejam A, B, C matrizes reais 
não-nulas de ordem 2, satisfazendo às seguintes 
relações: 


1%) AB=C" em que С”! é a inversa de C 
2) B= lA 
2 


Se o determinante de C é 16, então o valor do 
módulo do determinante de A é igual a 


a) 5 ES c) 5 g 


52) (AFA-2001) Sejam A uma matriz quadrada de 
ordem 3, det A = d, det(2A - А!) = 4k, onde A! ёа 
matriz transposta de A, e d é a ordem da matriz 
quadrada В. Se det В = 2 e det 3B = 162, entáo o 
valor dek + d é 

a)4 b)8 c)32 d)36 
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53) (Escola Naval-2005) Considere a matriz 


y 2 


quadrada A=|-2 2y! —1|onde y € IR. 


4 3 


A é uma matriz de reflexào. Apoiag x 
O produto dos valores de y. para os quais o 


determinante de A é 
equação x - 3|=1 
a)l b) 1 c)- 


e 


SI- “j 


d)-1 


с) o produto de duas matrizes de rota, 
54) (ITA-64) Complete o determinante ao lado de 


e)- 42 


cosa 
modo que represente cos (a + b) 


55) (ITA-64) Sem desenvolver, mostrar que 


24 1 
3 6 21-0 
483 


56) (ITA-67) Seja 
a а, а 


Dz|bh b, b| e Ai, А, Аз respectivamente 


€ с, с 


3 


os complementos algébricos de с, c», су. Então 


аА + aA» + a4 = 


aD b-D oo аур"! 


57) (ITA-69) Sejam X 


o determinante 


afirmações abaixo é verdadeira, assinale-a. 


axx“ 20 
ху Xh 


b) det (a.X) = a.det X 

c) det (X + Y) = det X + det Y 
d) det (aX) = a? det X 

e) det (X.Y) = det X + det Y 


58) (ITA-71) Qual o resto da divisão por 3 do 


determinante: 
4 1 3 -6 


(3-4) (6-1) (-3-5) (9+6) 
5 1 


2 3 
4 1 2 5 
30 Ыз ^07 dl 
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e) N.d.r.a. 


sina| 


e)l 


Xu А 
Na n 


y 2 : 
Y= | В | matrizes quadradas 2x2. Uma das 
Ya Ya 


igual a menor raiz da 


a 


Capítulo 10. Determina 


59) (ITA-75) Seja A uma matriz quad 
ordem n, tal que A” ! = A! Se det А = | ба de 
que A é uma matriz de rotação, e se det Mos 


As 
о em po! 
definições, podemos afirmar que: аң 
a) зе п é impar, o produto de duas Matrizes 
reflexão é de reflexão. de 


b) a soma de duas matrizes de Totação é q 
rotação. e 


ção é 
rotação. de 
d) a matriz inversa de toda matriz de rotação é q 
rotação. e 


e) nenhuma das respostas anteriores. 


60) (ITA-76) Seja Q uma matriz 4x4 tal que de 


S t 
+0 e Q? + 20? = 0. Então, temos: i 
a) det Q 22 b)detQ--2 


2 c) det Q - - 16 
d)detQ- 16 е) nda 


61) (ITA-80) Sejam A = (aj) uma matriz real 
quadrada de ordem 2 e L a matriz identidade 
também de ordem 2. Se гү e г, são as raízes da 
equação det(A — rlz) = nr, onde n é um número 
inteiro positivo, podemos afirmar que: 
a)ri +r =ац + аз 

b)n + 12 =- (а + аз) 


c)n +r = п.(а + аз) 


d)r.m=detA 
e)rnm=-ndetA 


62) (ITA-81) Dizemos que uma matriz real 
quadrada A é singular, se det A = 0, ou seja, seo 
determinante de A é nulo, e não-singular se det A 
* 0. Mediante esta definição, qual das afirmações 
abaixo é verdadeira? 

a) A soma de duas matrizes A e B é uma matriz 
singular, se det A = – det B. 

b) O produto de duas matrizes é uma matriz 
singular se, e somente se, ambas forem singulares. 
c) O produto de duas matrizes é uma matriz 
singular se pelo menos uma delas for singular. 

d) Uma matriz singular possui inversa. 


e) A transposta de uma matriz singular é não- 
singular. 


63) (ITA-82) Sendo A uma matriz real quadrada 
de ordem 3, cujo determinante é igual a 4, qual o 
valor de x na equação det (2AA') = 4x ? 

a)4 598 с)16 43 964 


64) (ITA-84) Sejam P, О, R matrizes reais 


mA idere 85 
quadradas arbitrárias de ordem n. Considere 
seguintes afirmações: 


LI 


[- se РО = РК, então Q = К 
Il - se Р” é a matriz nula, então o dete 
pézero 

mi - PQ = QP 

podemos afirmar que: 

а) Гёа única afirmação verdadeira 

b) Ше TIT são afirmações verdadeiras 
c) Ге I são afirmações verdadeiras 

d) Méa única afirmação falsa 

e) Le Ш são afirmações falsas 


TMinante de 


65) (ITA-85) Dadas as 


matrizes: 
x 0 A m М Das 
4=| 0 Х| | е B= 0 =ý 0 


x, — l Uu, 0 
onde ху, х2 € X3 são raízes da seguinte à 
В) = 8, entáo podemos afirmar que: E 
а) det(4-B)=5 e a=2 
b)detA=b e a=2 
c)detB=2 e b=5 
d) det (A В) =a e b= det A 
e) detA=a/l2 e b= al2 


66) (ITA-86) Seja x e *R e А a matriz definida por 


T x 
I+senx sen( Z + z) 
4 2 


A= 
E 3 1 

cos —-— — 
42 2 


Se S é o conjunto dos x tais que 4 é uma matriz 
inversível, então podemos afirmar que: 

a) S é vazio d)S = (kr, k e Z} 

b) S = [kx/2, k e Z} e) S = [- 7/2, 1/2] 

c) S = [0, 2л] 


67) (ITA-87) Seja А um número real, | a matriz 
identidade de ordem 2 e A a matriz quadrada de 
ordem 2, cujos elementos ау são definidos por: aj 
-i* j. Sobre a equação em À definida por det(A — 
М) = detA — A, qual das afirmações abaixo é 
verdadeira? 

а) Apresenta apenas raízes negativas. 

b) Apresenta apenas raízes inteiras. 

с) Uma raiz é nula e a outra negativa. 

d) As raízes são O e 5/2. 

©) Todo А real satisfaz esta equação. 


68) (ITA-87) Seja P o determinante da seguinte 
matriz real: 


Р de 
аа Se obter p 
» tal que; 
De (+ 
243) 
с) Beren ) 
e)9<x<10 


<0 € sufici 
Suficiente considerar x em 


b)l0<x<]] 
d)2<x<3 


69) (ITA-87) 
reais а, Бе с, 0 
1 1 | 


uai : 
Quaisquer que sejam os números 
ү г iani da matriz 


! lea | 1 
l 0 qup || dado por: 
гр | dad 
a) ab + ac + bc b 
abc 
d) abc + | q 1 ак 
70) (ITA-88) Sejam as matrizes: h 
x л 
bin E т 2 
pe in 7 95 i sec. cos Z 
2л| ° B= | : 
tanz sin COST col 
5 2 


Se a = det A e b= det B então o número 
complexo a + bi tem módulo igual a: 

a) l { b) sin 2л/5 + cos 2л/5 с)4 
ya)” ео 


71) (ITA-88) Ѕеја A uma matriz real que possui 

inversa. Seja n um número inteiro positivo e A" o 

produto de matriz А por ela mesma п vezes. Das 

afirmações a verdadeira é: 

a) А" possui inversa, qualquer que seja o valor de 
n 

b) A" possui inversa apenas quando n = 1 ou n = 
2. 
c) A" possui inversa e seu determinante independe 


de n. 
d) A" nào possui inversa para valor algun de n, n 


>1. M" 
e) Dependendo da matriz A, a matriz A" poderá 


ou nào ter inversa. 


ma matriz quadrada 
eja B a matriz dos 
do-se que det А = 


72) (ITA-88) Seja A u 
inversível, de ordem 3. 5 
cofatores da matriz А. Saben 
— 2, calcule det B. 

ndo А,В,С matrizes reais nxn, 


intes afirmações: 
| 275 
1 
| 


73) (ITA-89) Se 
considere as segu 


1. A(BC) = (АВ)С 
2. AB- BA 
3.A+B=B+A 
4. det (AB) = det (A).det (B) 

5. det (A + В) = det (A) + det (В) 
Entáo podemos afirmar que: 

a) l e 2 são corretas 

b) 2 c 3 são corretas 

с) 3 e 4 são corretas 


d) 4 e 5 são corretas 
€) 5e | são corretas 


1 
76) (ITA-89) Sendo , =|0 


3-1 -2 


elemento da terceira linha 
sua inversa, será: 


3)58 b)9 cani 


€ primeira coluna, de 


d)-2/13  e)1/13 


75) (ITA-89) Sabendo-se que x e y sáo reais, tais 


que x + y =3n/4, verifique se a matriz 
2tanx | tan; "M Я 
é ou não inversível: 
l+tany tan y 


76) (ITA-90) Sejam A, B e C matrizes nxn tais 
que A e B são inversíveise ABCA = А! éa 


transposta da matriz A. Entáo, podemos afirmar 
que: 


a) C é inversível e det C — det (AB)' 

b) C nào é inversível pois det C = 0 

c) C é inversível e det C = det B 

d) C é inversível e det C = (det А)? det B 
e) С é inversível e det C = (det A)/(det B) 


77) (ITA-91) Sejam m e n nümeros rc. 
n e as matrizes: 


2 1 СЕЕ 
bolo 
Para que a matriz mA + nB seja náo inversivel é 
necessário que: 
a) m e n sejam positivos 


b) m e n sejam negativos 
с) m e n tenham sinais contrários 


ais com m x 


d) п? = 7g? 
e) n.d.a 


78) (ITA-92) Seja C = (X € Ma: X! + 2X = 0j. 
Dadas as afirmações: 

І. Para todo X e C, (X + 2D é inversível. 

И. SeX e C e det (X + 21) + 0 então X é não 
inversível, 

Ш. Se X є Ce det X = 0 então det X » 0. 
Podemos dizer que: 

a) todas sáo verdadeiras. 
b) todas sáo falsas. 


-3 2| entào o 


Capítulo 10, 

с) apenas II e [II são verdadeiras, 7 
d) apenas | é verdadeira. 
e)n.d.a. 


79) (ITA-93) Sabendo-se Que a so 
2 


ma d i 
1-10 аѕ Taizes da 


КЕ: x 0 -8 

equação |, b xx OY equesé 
b x 25 

conjunto destas raízes, podemos afirmar Que: 

a) $c [-17,-1] d)S c [10 o 

b) S c [1, 5] 95c[05 

c) Sc [-1,3] 


80) (ITA-93) Seja a matriz 3x3 dada por 
12 3 


А=|1 0 0 - Sabendo-: 
3 01 


A, então a soma dos elementos de B vale: 
a) l b)2 с)5 d)0 e) 2 


81) (ITA-94) Sejam A e | matrizes reais 
quadradas de ordem 2, sendo I a matriz 
identidade. Por T denotemos o traço de A, ou Seja 
T ёа soma dos elementos da diagonal principal de 
A. Se T + 0 e À1, A; são raízes da equacáo det(A 
— Al) = det(A) — det(A 1), então: 

a) A1 e À» independem de T 
c) Л.А = | 

е) Ai + Ma =T 


Se que B é a inversa de 


bA.M=T 
d) A +Мм=Т/? 


82) (ITA-94) Sejam A e Р matrizes Teais 
quadradas de ordem n tais que A é simétrica (isto 
¿A=A') e P € ortogonal (isto é, PP! = [=P'p) p 
diferente da matriz identidade. Se B = PA 
a) AB é simétrica b) BA é simétrica 
C) det A = det B d) BA=AB 

e) B é ortogonal 


P entáo: 


83) (ITA-94) Seja A uma matriz real quadrada de 
ordem n e B = [— A, onde I denota a matriz 
identidade de ordem n. Supondo que A é 


inversível e idempotente (isto é A^ = A) considere 
as afirmacóes: 


l. Béidempotente 2. AB- BA 

3. Bé inversivel 4. A « B'-I 

5. AB é simétrica 

Com respeito a estas afirmagóes temos: 
a) Todas sáo verdadeiras 

b) Apenas uma é verdadeira 


с) Apenas duas sáo verdadeiras 
d) Apenas três são verdadeiras 


das raízes s c) Apenas quatro sào verdadeiras 
84) (ITA-95) Dizemos que duas matrizes 
B são semelhantes se existe uma i пхп Ае 
le S 60 inversível P tal que B = PAP. Se Ae Box, 
matrizes semelhantes quaisquer, entáo o 
a) B é sempre inversível 
ar que: b) se A é simétrica, então В também é сд: 
c [-10 0] c) B? é semelhante aA © simétrica 
c [0, 3] d) d é semelhante a A, entáo BCé semelhante 
c) der(Al— B) = йе(А1- A), onde 2 é um real 
Е qualquer. 
85) (ITA-95) Sejam A e B matrizes reais 3 X 3. Se 
versa de tr(A) denota a soma dos elementos da diagonal 
principal de A, considere as afirmações: 
[(D] (А!) = (А) 
[(U)] Se A é inversível, então (А) + 0. 
[CID] (А + AB) = (А) + мВ), Para todo À є 
R. 
Temos que 
a) todas as afirmações são verdadeiras, 
OU seja b) todas as afirmações são falsas. 
cipal de с) apenas a afirmação (1) é verdadeira, 
det (A d) apenas a afirmação (1I) é falsa. 
e) apenas a afirmação (III) é falsa. 
T | À | 
- T/2 86) (ITA-96) Considere A e B matrizes reais 2x2, 
arbitrárias. Das afirmações abaixo assinale a 
verdadeira. No seu cademo de respostas, 
Justifique a afirmação verdadeira e dé exemplo 
: para mostrar que cada uma das demais é falsa. 
n a) Se A é nào nula entáo A possui inversa 
> 


b) (AB) =A'B' 


Titio! c) det (AB) - det (BA) 

d) det A = 2det A "a 

€) (A + B(A - B) = A? - B? 

87) (ITA-96) Seja a € 31 e considere as matrizes 
| de reais 2x2, 

35] qu 84-3 

4 | ‚| e B= |, 

еге -] 3º 7 2 


O produto AB será inversível se e somente se: 
Ya -5a*6*0 ba-Saz0 c)d -3a*0 
фа -2a*1 *0 €)a^-2as0 


88) (ITA-98) Sejam A e B matrizes reais 
quadradas de ordem 2 que satisfazem a seguinte 


tuto 10, Determinant 


1 d les 
matriz М Inversível tal 


= M 
a) det CA) = det E 
b) det A = et B 
с) det (24)=2 
) Sede det B 


tBz0 então det (-AB)« 0 
7D--det(I- B) 


89) (ITA-99) Considere as matrizes 


р 


E X € y sáo Soluções do siste 
» então x + Y É igual a: 
a)2 b)1 с)0 


ma (AA'-3px- 


d)-1 e)-2 
90) (ITA-00) Considere as matrizes 
1-13 102 0 
M=|0 | O), N=|3 2 0|, P=|1le 
23 1 | 1011 0 
х 
X=|y|. 


N 


Se X é solução de M^ NY = P, entào 
xay. igual a: 
a)35 b)1 с)38 d)l4 e)29 

( З ES 


91) (ITA-03) Sejam a, b, с е d números Teais náo- 
nulos. Exprima o valor do determinante da matriz 


bed | 


a 

2 

E | b Е na forma de um produto de 
abd | c c 


abc 1 
números reais. 


92) (ITA-04) Considere as afirmagóes dadas a 

seguir, em que А é uma matriz quadrada n x n, n 

22: 

I — O determinante de A é nulo se e somente se А 
i i luna nula. 

possui uma linha ou uma co - = 

П — Se A = (ay) é tal que ay = 0 para i > j, com i, j 

= 1, 2, ..., n, então det A = an 822 Am 

Ш ~ Se В for obtida de A, multiplicando-se a 


primeira coluna por 42 +1 e a segunda por 


277 


V2 — 1, mantendo-se inalteradas as 
colunas, então det B = det A. 

Então, podemos afirmar que é (são) verdadeira(s). 
a) apenas II b) apenas III 
с) apenas I e II d) apenas II e [II 
€) todas 


demais 


93) (ITA-05) Sejam A с В matrizes 2x2 газ que 
AB = BA e que satisfazem à equação matricial A? 
+2AB-B=0.SeBé inversível, mostre que 
a) АВ = B'A b) A é inversível 


a bc 
94) (ITA-2006) Se det P q rj= -l, então o 
X yz 
-2b  -2c 
2q+y 2r«z|éiguala 
3x 3y 3z 
с)8 d)? е)16 


-2a 


valor do det| 2p + x 


a)0 b)4 


95) (ITA-2006) Sejam as matrizes 


[1 0 y2 -1] 
=2 US 2 -3 
A= e 
lo -1 2 1 
[-5 1 3⁄2 0] 
[1 3 1/21] 
1 -2 -2 3 
B- 
=1 1] 1 1 
[5 -1 1/2 5] 
| Determine o elemento C34 da matriz C = (A*B)'. 


96) (IME-70/71) Calcule o valor do determinante 
dcl hol] 
ab oz Д 


de ordem n: A pe RAA 


Lodo Y va 
97) (IME-77/78) Sejam A, B, C, D matrizes reais 
2х2. А = (aj); A! =B = (bi); C = (cij); cj = aj |; 
D = (dj); dj = by '. Sabe-se queas b, * 0, 1 <i < 


2;1<)<2,е que С ё matriz singular (náo admite 
inversa). Calcule o determinante de D. 


Capítulo 10, беге, | 
98) — (IME-78/79) Dadas aş 


matri 
x-2 0 0 0 a E» 
| 3. 1 © Balay y || 
1 0 1+х o | 


determine x, sabendo que existe uma m 
inversível P tal que 4 = P^! p.p аш, 


99) (IME-79/80) Seja, рага п = 123 
coleção B(n) = {M | M = [m,] é matriz "e un 
de ordem n e |m,| = 1j. (Note que B(2) К. 
16 elementos). Prove que, se М є B © 


(n), ema 
х > de é multi - d 0 
саеце de M é múltiplo de 2^- 1. para as] 


100) (IME-82/83) Seja um determinante definig 
0 
рог 


l 
-1 2 0 
2 


ES 

| 

s 

PN 

I 

o 

1 
оо о – 


1 
0 
0 
^ [0 0 q 0 


о © о ~ 


0 000 . -1 2 
a) Pede-se a fórmula de recorréncia 
relação entre 4, e An - 1). 
b) Calcule a expressão de An em função de n. 


(isto é, 4 


101) (IME-83/84) Seja D o determinante da 
matriz A = [a] de ordem n, tal que 


аре —], 

Mostre que: Р =(— D^ (п-1)2"-* 

102) (IME-88/89) Calcule O determinante da 
matriz: 

a^ (а+1)2 (a+2)? (a+3)? 

b? (be)? (b+2)? (b+3)? 

? (с+1)2 (с+2)? (c+3)? 

d^ (d«)? (d+) (d+3)? 


103) (IME-92) Calcule o valor do determinante 
abaixo: 


т+х т т т elo mn 
m m+x m m Mm 
m m m+x m „т 
D, v 


m m m mex m m 


m+ 


m m m m 


104) (IME-93) Determine o valor de x para que: 


ia (isto é, a 
jo de n. 
minante da 


= li - jl. 


ninante da 


o 


inante 


n linhas 


dota 
105) (IME-94) Um aluno, ao inverter a matriz 
la b 
A-|0 c [= [а;],1<1, j «3 
PR A colunas 
L 


cometeu um engano, e considerou o 
igual a 3, de forma que acabou inve 
matriz 


elemento an 
rtendo a 


1 Emo-ITA) Um: ; ; 
idempotente dE ê -ma matriz quadrada € 


So Ё - Mostre que, se uma 
а E matriz Inversível A é idempotente, enio A=1 
=|0 c [= [, ] 2) (Int к i 
B ; y = (In <mo-ITA) Uma Matriz nxn A é nilpotente 
зе ФЕ A Para algum inteiro positivo г. Mostre 

Com esse enganio A прос € matriz nxn Inversível, então A é não 
s2 0 -12 | 

в-!=| 3 1 -1 [.Determinar A^! 3) (Intemo-ITA) Mostre que se А, Вед + в 
5/2 0 12 Possuem inver: 


5 Sas, е táo O mesmo acontece со! 
А+ Br, Prove andis que (A! + В- y ja 
А(А + BY 'B = B(A + BY 'A. 
) 


106) (IME-00) Calcule o determinante: 
MA 1 


4) Prove que toda matriz 


! quadrada anti-simétrica 
de dimensáo impar é sing 


ular. 


5) Prove que det (adj. A) = (det Ay'- 


6) Sabendo que adj. А = det AA” 1) e det (adj. 


А) = (det A) -!, prove que adj. (adj. А) = 
(det A)? A. 


7) Provar, sem desenvolver os determinantes, que: 
bc la|) [laa 
ac | 0|=|1 b Б? |. 
ab 1 c| |1 с c 


107) (IME-03) Considere ита matriz A, n x n, de 
coeficientes reais, e k um nümero real diferente de 
1. Sabendo-se que A! S КА, prove que a matriz A 
+ I é invertível, onde I é a matriz identidade n x n. 


8) Demonstrar que o determinante D é divisivel 


108) (IME-04) Calcule o número natural n que рог (Х — y) sem desenvolvelo; 


torna o determinante abaixo igual a 5. 


1 -1 0 0 

0 1 -1 0 

0 0 1 -1 
log; (n-1) log2(n+1) log; (n-1) log2(n-1 


9) Demonstrar que o valor de 
a? (а+2)? (a«4) 
D-(a*2) (а+4)? (2+6) 
(а +4)2 (а+6)2 (a*8) 


109) (IME-05) Calcule o determinante da matriz n 


X n em função de b, onde b é um número real tal 
que 5! y l. 


6-29. 


10) Provar que: 


1 | |» 
c| = (b- ayc - aY(c - bXa + b+c) 


3 


Va 45 4e Jd 
Va r r =0 


11) Provar que: 


12) Mostrar que o determinante da matriz abaixo 
cos(x +a) sin(x+a) 1 
1 


é independente de x: |cos(x +b) sin(x + b) 
1 


соѕ(х + с) sin(x +c) 


13) Mostrar que а equagáo abaixo tem solugáo 
рагах = 10 e x= 1/10: 
logo x log, 10 log, 10 

10 0 1 =0 

1 1 1 


14) Se а, b e с sáo reais mostrar que: 
1 sina cosa 

; . b-c. a-c. a-b 
1 sinb cosb|-4sin = sin sin 


l sinc cosc] 


15) Mostrar, sem desenvolver, que o determinante 
125 

6 7 4 édivisível por 13. 

9356 


16) Mostrar, sem desenvolver, que os 
determinantes das matrizes são iguais a zero 


| sina cos? dl cos2a 2sinta || 
а) ll sin'b cos! b) cos2b 2sin!b | 
losinte coste cos2c 2sin'c | 
V 
а+3т b+3m с+3р cosa cos a соѕЗа 


с) a+m bən c+p ©) |cos b cos! Б cos3b 


a b c cose cos'c cos3c 


17) Mostrar que: 
a-b-c 2a 2а 
7 (a b cy 


Mostrar que 


a a x 


a 
a b `b 


b i 
К У -a(h- дус - b су 


a 


20) Mostrar que: 


a) 


21) Mostrar que: 
| cos2a sina 
| cos2b sinb = (sinb- sin С sinc - sinaYsina- а: 


|| cos2c sin c| 


| A B C 
[Cot cot— сог 
2 2 2 


а b с |=0 
1 1 l 


22) Provar que 


| D 
B, C ângulos de um triángulo e a, b c 8 
opostos, respectivamente, aos mesmos апа! 


23) Os números 204, 527 e 255 são divisivã 
0 

2 7: 

$535 


[25] 


17. Prove que 17 divide: 


ә л 


24) Prove que 


25) Prove que: 


27) Prove que 


28) Prove que ЖЕ, 


29) Proveque |! !-* ! 


SA 


30) Prove que 


31) Prove que |_ 


32) Prove que: 


1 а, а, avo a, 
a +b, 


x, 
1206-х) *2)..(x=x,) 


34) Prove que 


2 
35) Ргоуе que |» 2|=-2(n-2)1 


36) Prove que: 


a 


аха а 


а|=[х+(п-1)а](х- ay! 


37) Ргоуе que: 
0 1 1 


10 x . x x 
|o x 0 . x 


=p 


_ Capítulo 11. Sistemas ry, Bros 
SISTEMA DE EQUACOES LINEARES " 
1. EQUAÇÃO LINEAR 


Definição — Chama-se equação linear à toda equação do tipo ax, + аз x; +... + an Xn = b : 
n pen » Ou Seja, 


Ex.: 3x + 4y + 52 = 2 (é uma equação linear) 
4x + 22у +32 = 4 (não é uma equação linear pois у é do 2º grau). 


"ES E ' 1.1. Classificação: 
1.2.Seb=0a equação é dita homogénea. 
Ex.:3x+5y=0 
| 1.3. Seb + 0 ela é dita não homogênea. 
n Ex.: 3x + Ay + 5z = Aou 3x + 4у+ 5z -4-0 
| 4 1.4. Representação gráfica de uma equação linear. 
MOM 1.4.1. A representação de uma equação linear até 3 incógnita pode ser feita, dependendo do número 


1. de incógnita, em 3 universos: 
ү а) К! ou reta real: -c + +00 
| 0 
Н 
| y 
b | b) А? = ((x,y)|x, y e R} 
i | 
a ofo X 
fi 2 
с) К = ((x,y,z)|x,y, ze R} 
1 
E | { 
A ! x 
1 | | 01. Representar em 3 universos a equação ax = b, sendo a e b positivos: 
! , 
5 b 
Solução: ax =b > x = = 
| 1.1. No R': 4— — — —]3—— — — (ит ponto da reta real) 
| ol) 


| | а 


(uma reta г perpendicular ао eixo correspondente á 
incógnita x) 


eja, 


t i Rss 


02. Representar a equação ax + by-ccomae b nulos 
Solucóes: Neste caso (duas incógnitas) só teremos representação no R? R? 
5 спок". 
ах + Бу = с (reta inclinada em relação aos eixos) 


(plano paralelo ao eixo Corresponde à 3º incógnita Z, interceptando o plano 
x 0 y, segundo a reta ax + by=c) 


2.3. Representar gráficamente a equação ax + by + cz = 


d, com a, b e c não nulos. 
Solução: Neste caso teremos a representação apen 


as no R°. 
2 


Plano inclinado em relagáo aos eixos, 


passando na origem 
sed=0 


тань 


NM : 3 
Obs.: se não for exigida a representação nos possíveis universos, em geral só representamos no R 
a equação ax + by + cz = d. 


TS ptr se 


03. Solugáo gráfica de uma inequagáo linear a duas incógnitas. 
Ex.: 1) Resolver a inequagáo x + y < 5. 
Solucáo: 

l.l) Construgáo do gráfico dex+y=5 


x 


í se isso não 
А inal = e descontinuo 
Obs.: O gráfico da reta será contínuo se na inequagáo entrar о Sin 


acontecer. 283 


1.2. Teste: O gráfico da equação considerada dividiu o R^ em 3 regiões: 

1.2.1. A própria reta que corresponde ao sinal de = 

1.2.2. As outras duas regiões, semi-planos definidos pela 
reta, corresponderão aos sinais > ou < e para 
identificar a região solução devemos fazer um 
teste que constitui na substituição das incógnitas 
pelas coordenadas de um ponto não pertencente a 
reta с, feito os cálculos correspondentes, teremos a 
identificação desejada. Tomando a origem O (0,0) 
teremos: 0 + 0 < 5 о que indica que a regiáo onde 
situa-se a origem corresponde ao sinal <, que ёо 
desejado, logo esta região é a solução e como o 
sinal igual está presente na inequação então reta 
também fará parte da solução: 


Ex: 2 — Resolver a inequação 2x + y > 0 
2.1. Gráfico de 2x + y = 0 


x 
0 0 
1 -2 


2.2. Teste: P (-2,0) 2 2 (-2) + 0 = -4< > P (2,0) 
identificou a regiáo do <, logo como queremos a 
regiáo do >, isto indica que P(-2,0) náo pertence a 
região desejada, ou seja, a solução será: 


3. Solução de um Sistema de inequação lineares 


, х+у<0 
Resolver o sistema 
x-y>0 


Solução: Como trata-se de um conjunto de inequações devemos obter em um mesmo sistema de 
coordenadas os gráficos correspondentes às soluções de cada inequação e a intersecção 


desses gráficos será a solução procurada. 


ua 


y 
Q 


"m SEIEN кол » Шр IR К y ^ : 


N 


v 
[ND 


Tz: Q (0,3) >0-3=-3=-3<0 
(nào serve para a 2" inequação. 


Capítulo T1. Sistemas Lineares 


E 


m. 


Ho Tt. Sistemas lineares 
TH SEAS Lineares 


nesmo sistema de 
o e a intersecção 


| 
4 
ñ 
E 


Resposta: A solução corres arte 
ponde a parte hachurada em quadriculado Capítulo 14 Sistemas Uneares 


4. Sistemas de Equações Lineares: 
E todo conjunto de equações lineares. 


4.1. Classificação dos sistemas lineares: 
Quanto a natureza das equações do sistema: 
a) Sistema homogéneo: Todas as equações do s 


i bna i istei E š 
b) Sistema náo homogéneo: pelo menos uma e ma são homogêneas. 


quação do sistema é nào homogênea 


Ex: 
[*+y=z=0 us h 

Istema Ча 
lox F20 omogéneo) 
x+y+z=0 


2х+у-2 = 5 (Sistema não homogéno) 


3x+y+z=4 


4.2. Solução de um sistema linear: 

Definição: Dado um sistema linear com m equações e n incógnitas chama-se solução do sistema à è 
nupla de reais (ty, t»..., tn) tal que substituindo-se a incógnita x, pelo real t em todas as е i eris 
igualdades correspondentes serào satisfeitas. oni 


[559 den 


Ex.1) (1, 2, 3) é solução de 4x + y-z-0(0,0,0) nào é solucào. 
|, +y+z=2 


x+y+z=0 
Ex.2) no sistema 42x — y + z = 0 (0,0,0) é solução e (1,2,3) não será solução. 
x+y-z=0 
Obs.: A é-nupla nula (0,0,...0) é solução de qualquer sistema linear homogéneo com n incógnitas, daí ela 


ser chamada de solução trivial e isto implica que todo sistema homogéneo sempre tem solugáo. 
Acrescente-se que estas afirmativas nào valem para os sistemas nào homogéneos. 


4.3. Quanto ao número de solugóes um sistema linear pode ser: 


ус ivel | f Deter minado : Tem uma única solução. 
a) Compatível ou possível: . . ME _ 
é А | indeterminado: Tem inf initas soluções. 


(tem solução) 
b) Incompatível ou Impossível: Não tem solução. 


É mei j ; A n А іпадо ou indeterminado. 
E útil observar que se o sistema é homogéneo ele será sempre determinad 


x+y=5 А ; 
Ex.1) |, S dn > (3,2) é a única solução > sistema deter min ado. 
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х+у=5 } 


sistema in determinado com infinitas soluções do tipo (x;5 — x). 


х+у=1 
Ex.3 E 4 


> sistema impossível. 
2x+2y=0 


us | | Obs.: As conclusões sobre estes 3 exemplos seráo justificadas posteriormente (sistemas 2 x 2). 
m 


O estudo completo de um sistema linear envolve duas etapas distintas: 
А À S : A i 
4.4. Discussão do sistema; 4.5. Resolução do sistema 
| : 4.4. Discutir um sistema linear é verificar se ele é impossível ou possivel e neste caso, identificá-lo como 
2 : . : } 
! determinado ou indeterminado. 
- 4 Para facilitar nossa 1° etapa dividiremos a análise dos sistemas lincares em: 
Pt К i 
TM n 1) Casos Particulares ii) Caso Geral 
} E С | 
ES Fi 1 i) Casos Particulares: 


1.1) Sistemas 1x1 (uma equação e uma incógnita) 
he Discutir o sistema ax = b 


j b ; " ; A . 
| Daz05x=>5 uma solução (denominador não nulo) — sistema possível e determinado. 
/ a 
i» d 2a=b=0>0.x= 0 > qualquer real x é solução — sistema possivel e indeterminado, 
A y À { 3)a=0ebx0>0.x= b, o que é absurdo pois o produto de zero Por qualquer real é sempre nulo, 
ККА 8 logo o sistema é impossível. 


i.2) – Sistemas 2x2 (duas equações e duas incógnitas): 
і 


| Е ах + бу = т 
Seja o sistema 


multiplicando a 1* equação por d e a 2º por (-b) teremos 
cx+dy=n 


dm-b 
m x Observando a expressão que nos dá o 
ad - bc 


alor de x concluímos que seu denominador é o det da m 


adxbdy = d 
| Koy = dm > (ad -bc)x =dm-bn >x = 
— Бех - bdy = -bx 
possível v. atriz dos coeficientes ou seja 
| : Ac =| j- ad-bc e o numerador foi obtido substituindo-se em Ac a coluna dos coeficientes de x (1° 
| c 


Р , 2 ; m 
| coluna) pelos respectivos termos independentes, isto ©, Ax= 


=dm-bn. Assim x E e por 
d Ac 
: ^ 
analogia y = = : 
| с 


Discussáo: 


а) Ас#0-›хе y existirão e terão valores úr 
I 


nicos (as frações correspondentes terão denominadores não 
nulos) e logo (x, y) é solução única, sendo o s 


istema possível e determinado. 
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Ех.1: Discutir o sistema | 


[| І rm 
Solução: Ас = | |7-2* 0— sistema ssive 
ha Ma possível e dete, inado, 


x 2). 


Obs.1) Observando os coefi 


cientes das incógnitas concluimos que: ! $ l 
-1 
b) Ас=0 
ntificá-lo como bl) Ac=0c Ax = Ay -0— x= : © У = e nesse cas 
б ^ Sse Caso o sistema é Possível e indeterminado, 


х+у=$ 
Ex.2) Discuta o sistema É onn 
2x «2y 210 
Solução: A | | 0,A : ^ y 
Solução: Ac= =0, Ax = =0; Ay = “= ="ey= i é 
"E 10 2 "bm 05x= у= sistema é possível e 


e HI e asen 


indeterminado, 


MM 


Obs.2.) comparando os cocficientes do sistema teríamos Y = 2 = 2 
2 107 


lo. ão nulo. Nesse caso o sistema será impossível pois teremos uma fração do tipo 


b.2) Ac=0e Ax ou Ay n 
+0 


0 

sempre nulo, A 

Ex.3: Discutir о sistema 4 
2x+2y=0 


Г 
Solugáo: de=). 2 


1 
=0; 2х = 
0 


2 Е ; 
7 =2 #0; logo x E > sistema impossível; comparando os 


А 1 
coeficientes temos que > 


nos dá o Da análise desses 3 exemplos podemos obter regras práticas para discutir o sistema 
; ax+by=m_ . 
es ou seja . Vejamos: 
cx+dy=n 
tes de x (1º 
ab : : ; 
1) 7 #— — Sistema possível e determinado. 
Ax c d 
— e por 
Sistema possível e indeterminado. 
m : : А 
* — > Sistema impossível. 
п 
à à á 0: 
Obs.: No caso específico dos sistemas homogéneos eles sempre terão solução log 
não 
dores "E: | | po > 
1) — #— > Sistema possível e determinado. — Ac = d 
c d с 
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a а 3 
дү : А А r j 
2) ES q > Sistema possível e indeterminado. > Ac -| x 


А +2у = 
Ex.: Discuta o sistema rica 
x+y=0 


Solugáo: 


a 2 
1) >% zoas 2 (Sistema possível e determinado). 


2.222 
І 


1 
a 
1 


— a=2 (Sistema possível e indeterminado). 


1.3) Sistemas Homogéneos (n x n com n > 2.) 


X А A 
No estudo dos sistemas 2 x 2, verificamos que x, = Са onde Ac é o determinante dos 
Coeficientes Ax, é obtido de Ac, pela substituição da coluna correspondente a incógnita x, pelos termos 


independentes. Esta regra, que será justificada e generalizada posteriormente, é a “Regra de Cramer” e; 
usada na resolução de todos sistemas n x n determinados; embora ela seja uma regra de resolução, eta 
pode ser aplicada na discussão de qualquer sistema linear n x n desde que ele tenha solução e portanto 
vale para o nosso caso, uma vez que o sistema homogêneo jamais será impossivel. Levando em 
consideração que os termos independentes do sistema homogéneo são nulos teremos que Ax, =0 Y. 
Assim sendo; para o sistema homogéneo n x n teremos: 
Ax, 0 Є . RN A ПТ : 
——— = —— = 0—9 solução única, a trivial, portanto o sistema é possivel e determinado. 


1) Ас+0- х, = 
Ас Ас 


О о 5 ЕСЕР 
2) Ac=0>x, = Т — infinitas soluções — sistema indeterminado, apresentando soluções não triviais. 


x+y+7=0 
Ex.1) Discuta o sistema 42x +у-2=0 
3x+y+z=0 

Solução: 


—4 #0—› sistema possivel e determinado. 


x+y=0 


Ex.2) Discuta o sistema 2x+2y=0 


Solução: 


La 4 
a=, a 05 Sistema indere, 


А Capítuto ү, 
2 minado com infinitas Soluções do ti : 0ле tar 
ipo 
i.i.) Caso Geral: 


(x, x). 


Abordaremos a 
ou nào. Entretanto 
de característic 


Bora uma técni 
para que o 
à OU posto de 


©а que discute 
1 q te; i 
Processo seja bem ; ma linear (m x p ou é 
entendido torna-se Necessária , ; ^ X n) homogéneo 
Ualquer. Па a introdução do conceito 
a matriz. 


= (ay)m x n, não nula com m np 
Dessas sub. i 


Uma matriz q 


a.1) Característica de um 
Seja a matriz A 
ordem p, com р < т. 


I)detB #0; 
2)0 v 


alor de p éo máximo Possível 


. Nestas condicóes a car; 
Minante dos 


elos termos 
Cramer” eé 
Olução, ela 


Obs.: Caso a matriz A seja 
entáo por convenção di 


1 2 1 
€ portanto Ex.1) Encontre a Característica e a nulidade de: A = -1 0 
Vando em 
Ax, =0 Vi. 


Solugáo: 


Esta matriz nos dá dets de 3°, 


2%e 14 ordem, Procuramos, a partir de 3º ordem, obter um det não 
vinado. Tulo; 
1 2 1 
iviais. -1 0 322220. caract A = р(А) 
1 -2 4 
Solução: 


Nesse caso m > n mas O conceito de cara 
ordens mas devido as proporcionali 
nulos e então P(A) = I. 


cterística é o mesm 


O, assim teríamos dets de 33, 22 
dades das linhas verificamos qu 


е 1" 
€ apenas dets de ]? 


Ordem seriam nào 


1 


1 
Ex.3) Ache a Característica de: A = 


4 
0 


-4 4 


4 А =- 11-4 |= -45 (confira os cálculos) 
4 -I | 
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Resposta: caract А = p(A) = 4 


Ex.4) Encontre a caracteristica de: B = 


4 


Solução: 
Como 3'L = 1*L e 4L = 4, XL os dets de 3* ordem são todos nulos, passando à 2º ordem temo 
s 


D. а 
que iur =9 #0, logo p(A)= 2. 


Observação Importante: O cálculo da característica de uma matriz A, usando determinantes, algumas 
vezes é bastante trabalhoso pois só podemos baixar de uma ordem p para p — 1 se tivermos Certeza que 
todos dets de ordem p são nulos (lembrar conceito de característica). Assim no exemplo anterior se não 
tivéssemos observado as combinações lineares existentes entre as linhas teriamos que empregar Sam, 
para calcular C¿xC; = 4x1— 4 determinantes de 3º ordem. É fácil constatar que se isto acontecer com 
uma matriz de ordem bastante alta este método é ineficiente. 

Para evitar isto apresentaremos uma nova técnica de cálculo da característica de uma matriz baseada па 
Equivaléncia Matricial, mas é necessário recordar certos conceitos básicos. Assim temos: 


1) Sistema Lineares Equivalentes: 


Dois sistemas lineares serão ditos equivalentes se apresentarem o mesmo conjunto solução. 


São equivalentes, pois possuem o mesmo conjunto solução V = (3,2)! 


Existem `3 operações ditas elementares, que aplicadas sobre as equações de um sistema linear 


produzem um novo sistema, porém, equivalente ao 1º: 
a) Troca de posições de duas equações (linhas) 


x-y=1 
х+у= 5 


\+у=5 
ва |х y > aL | 
x-y=1 


b) Multiplicação de uma equação (linha) por um número não nulo К. 


2x-3y=5 


5 
> (L, >3L,) > 
Р 1 9x-3y=6 


c) Substituição de uma equação (linha) por ela mais К vezes outra equação (linha). 


11x+0y=11 


o1, +31) | 
9 3х-у= 2 


гает temos 


e8, algumas 
Certeza que 
TÍOr se não 
Bar Sarrus 
tecer com 


'aseada na 


а linear 


Nos exemplos dados pode 


mos verificar 
a К > ue, р 1117] 
sistemas podem ser obtidos das matrizes Pia; em cada caso, а lo 11 Sistemas Lineares 
elementares ou seja Espectivos Primeiros si es complet 


j as dos Segundos 
Stemas Usando apenas operação 
(1 | 


Podemos entáo definir matrizes equivalentes por linh 
a а. 


` 
Definição: Duas matrizes Ac B « 


ão ditas m 
pode ser obtida da outra 


atrizes linhas equi 
: УУ equivalentes, representa -cn 
1 por uma seqüència de Operações elementares, - epresenta-se por A ~B, se uma 


1 2 + 4) 


1 2 q 


4 
51, >L, +(-2)L,) ~] 0 


-1 -2 6 -7 -I Y : n (5L) ~ 
|I 2-1 4 12-14 

0 0 5 -3(L2L,«C0L)-|o 0 5. -3 
\0°0 ão =3 


000 
Matriz Escalonada: 


Dada uma matriz A diremos que ela foi escalonada se: 
1) A I? linha tem seu primeiro elemento não nulo. 

2) Cada uma das linhas, a partir da segunda, apresenta mais elementos nulos iniciais do que a 
precedente. 


Isto acontece no exemplo 1. 


1234 
0 150). : 
Ex.1: A = é uma matriz escalonada. 
0023 
0004 


Regra Prática: Para escalonarmos uma matriz deveremos seguir o seguinte roteiro: 


Colocamos como 1º linha aquela em que o 1° coeficiente da 1º linha é não nulo. 
b) Caso esse coeficiente seja + 1 devemos dividir a 1* linha por ele. | | 
Baseados em operações elementares anulamos os coeficientes da 1° coluna em todas as linhas a 
partir da 2º, 


d) Repetimos a 1º e a 2º linhas e anulamos o coeficiente da 2* coluna em todas as linhas a partir da 
3". 


€) Aplicamos os itens a, b e с sucessivamente nas demais linhas. 


Vejamos o exemplo abaixo para maiores esclarecimentos: 


ему o 


ї 2 3 
RR 
Ex.2: Escalonar a matriz X = К 3 5 
324 
Solução 
(1 23 -4 12 3 -4 
2.54 0 0 1] -2 +8 
| L, > L, +(-2)L,) ~ (L, >L, +L,) ~ 
as o ere A as ) 
(3 24 1 32 4 1] 
12 3 -4 1 2 3 -4 
0 1 -2 Sor " Ai 0 1 -2 Bh ET 
-3)L,) ~ >L, +(- Š 
буй og e A К g g ep EEL) 
(312. 44 €] 0 -4 -S 13 
12 3 -4 1.2 3 -4 
M КС Ü se] 01-2 SE 
| == ~ + m 
_ 44 3 › ^ B) 4 4 3 
0 0 18 -44 18 0 0 2% 
0 O -13 45 0 0 -13 45 
12 3 -4 
01 -2 +8 
22 
0 0 1 -2% 
119, 
00 0 % 


Obs: Verifique que na realidade anulamos todos os coeficientes da 1* coluna a partir do 2°, todos na? 
coluna a partir do 3%, todos na 3* coluna a partir do quarto 4°. Essa deve ser a prática usada w 
escalonamento de uma matriz e as operações elementares empregadas tendo como base uma link: 
podem ser feitas simultaneamente. 


1 2 10 
Ex.3) Escalonar a matizB-|-1 0 3 5 
1 -2 1 I 
Solugáo: 
1 2 10 2 0 
„чей ае а РЫ К Е Е 
L, >Ly+(=DL, (1, >21,)- O 12% 
1 -2 1 0 -4 0 1 -4 0 | 


121 
(L, >L,+4L,)-|0 1 2 X, 
0.08 


MS ез, 
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Ex.4) Escalonar a matriz C = АРАШ TL. Sistemas tineares 


Solução: 
-1 
4 2 
L >L, +, =9 ы i 
Li >L, +(-4)L, -9 -1 (toc) = 
0 0 


0 0 


Cálculo da característica i 
| Са d ca de uma matriz por escalonamento. É ¡ 
escalonamento não muda a caracteristica da matriz dai: 9: E importante observar que о 


À Dada uma matriz A = (aij)m x n, Seja В = (b . 
matricial. A característica ou posto de A, ou seja número de linh obtida че А por equivaléncia 
as não nulas de В. 


s três últimos e» i 
No os exemplos dados anteriormente temos que as características d. i " 
respectivamente: as matrizes dadas sáo 


Caract X = 4; caract B = 3; caract C = 2. 

| Estudada a característica de uma matriz podemos apresentar o teorema de Rouché-Capelli 
discute qualquer sistema linear homogêneo ou não. apelti que 
Teorema de Rouché-Capelli. 

los na 2* 

sada no Consideramos um sistema linear m x n. 

na linha 

aX, t 4,5X; a4 X, =b, 


ах, Fas X, +..+а,,х, =D, 


Ag X, FAX Heta X, =b 


m2 món m 


Sejam A e B as matrizes incompleta e completa do sistema. 


a miam- mn а mâ 2:8 mn On 


O sistema S é possível se e somente se p(A) = b(B) isto é A e B têm caracteristicas iguais. Então: 


1) Se P(A) = p(B) = n o sistema será determinado mE 
2) Se p(A) = p(B) « n, o sistema será indeterminado; e podemos escolher n — p incógnitas e as 


outras p incógnitas serão dadas em função delas e diremos que o grau de liberdade do sistema 


será n — p. 
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3) Se p(A) + p(B) o sistema é impossível 


x+y+z=3 
Ех.1: Discuta o sistema 4х -у+2 = 1 
2x+2y=5 
1º Solução: 
Sejam A e B as matrizes incompletas e completa do sistema. 
1. Cálculo das características por determinante: 
1.1. Cálculo de p(A): 


\ 11 1 


1 1 
11 
А=|1 -1 1]5h -1 1 =0 GL =PL+2L)e | |2 на) -2 
20 2) 20 2 
1.2: Cálculo de p(B 4 
2: Cálculo de p(B): | > vy o 
1313) H1 a 1 
в! тер -1 1 | = =(5+2+0)-(5+0-6)=-3+1=-2% 05 pB)=3 
2.0025) ро яр 0 
\ 


Resp.: Como p(A) + p(B) o sistema é impossivel. 


2º Solução: 

Como A é uma submatriz de B, o escalonamento de B levará certamente ao escalonamento de A. 

Então escalonando B teremos a 2" solução: 
] 1 1 3 1 | l 3 


3 Ux o3 
1-11 1j~ |0 -2 0 -2|- 
5 0 -2 0 


1 
10 1|- |0 
0 


13 
0 1| > А (escalonada) - 
-2 0 + 01 


| 
0 
0 
l ll | 1 13 
0 1 0|5p(A)=2 iei | 1 0 1| p(B) 23 logo o sistema é impossível. 
0 0001 
х+у-1+2= 2 
Ex.2: Discutir o sistema Аи 
3x+y-t-z=2 
x-y+t-z=0 


Solução: E mais rápido se usar escalonamento. 


+ rei 5 ; . do 
Sejam p(A) e p(B) as características respectivamente das matrizes incompleta e completa 
sistema, entáo: 


aa 


mir A E: 


1 l-l ] 2 1 1-1 | Ё 
23 117| 3.34 o Loa | 
о сз “2 A 2 NA CE a 
1-1 1-10] (0 -2 › _, К T dig. 
- Ду: 
p i | 2 8 -4 
O 1 3 -1 3 
- 3 | э а 
0 0 1 -= < е а 
4 q p(B)=4 © P(A)= P(B)=n (número de incógnit 
0.0.0 2 2 Snita) 
~A 
E | 


Resp.: O sistema é possível e determinado. 


2x+y+2z=4 
Ex.3: Discuta o sistema + x +y-z=3 
3x+2y=7 


Solução: Sendo p(A) e p(B) as caracteristicas das matrizes incompletas e completas t 
etas temos: 


A E e e gy peur cie E 
] 1 -1 3| =/2 Mis RN CL UNE 
32 0 7 32 0 7 0-1 3 -2 0-1 3 2 
LI -1 3 
~|0 1 -3 2| >p(A)=p(B)=2<n Sistema possível e in deter min ado. 
0 0 0 0 


х+у+2>=6 
Ex.4: Discuta o sistema 42x -3y-z - 5 
x-y+z=2 
Solugáo: Sejam A e B as matrizes completas e incompletas do sistema. Entáo: 
р. 
А= |2 3 -IlederA=-6 > CaractA=3 
| -1 | 


enas 3 equagóes 


sistema tendo ap - А 
caract В € o tema é possível 


Como A é uma matriz de B temos que caract A < i de incógnitas logo o sis 

com 3 incógnitas segue-se que caract A = caract B = 3 = número de 11 

e determinado, de B por determinante devido a sua 
Veja o leitor que nesse exemplo fizemos o cálculo da caract de р 


ordem ser baixa (3 


ordem). Е " 
. 5 não nulo então 
` iz incompleta) é não nu 
: : " i Ac (det da matriz ! 
Obs.: Importante; Se na discussáo de um sistema n x n, (A)= p(B) - п. 


| rá : i is nesse caso p 
9 Sistema será sempre possível e determinado pois "T 


— Capítujo fy 
7 “temas, 
ax+y+z=3 Ye 


=4 sej er min ado. М 
- a para que o sistema 42x +у-2=4 seja determinado 
Ex.5: Encontre a p Ое 
a l lja 1 
г -21)=(0<1+2)-(0-а+у„ 
ão: Devemos ter Ac 20 logo | Ac-|2 I ios 
Solugáo: Devemos ter Ac da 


ta: Para que o sistema seja determinado temos que a deve ser nào nulo. 
Resposta: Pa 5 


x+y+z=0 


Ex.6) Discutir o sistema 42x + 3у-2= 0 


| 3x+4y=0 
* Р | Solugáo: 
ЖЕЙК. (11 10 11 10 11 10 
LINE ' 23 -10| =[0 1 е3 0| -|0 1 -3 0] sendo A (matriz incompleta) e р (i 
7 | Ea ATi 
| 34 00 01 -3 0 00 00 
КЎ i completa) e n (número de incógnitas) temos que caract A = caract В = 2 < pn > sistema possivel e 
КО k indeterminado. 


É útil observar que no caso do sistema homogêneo basta escalonar a matriz incompleta (porquê?) 


X+y+t+z=0 
|» Ex.7) Discutir o sistema x+2y-t+z=0 
ka 


3x+y+t-z=0 
Solução: 


11 l | le 4 T | 1 1 1 1 
12-101 1]-]0 | -2 0-0 1 -2 0 
| 31 1-0) (0-2 -2-4] уо -6 -6 


Resposta: Sistema possível e indeterminado pois temos caract matriz incompleta 
completa < 4 (número incógnita). 


= caract matriz 
OBS.: como sistema é 


poderiamos sem escalon 


homogêneo e o número de incógnitas é 
M >0. 


maior que o número de equações 
ar garantir que ele é indeterminado pois a n 


ulidade da matriz dos coeficientes é 


| х+у=5 
Ex.8) Discuta о sistema 4x — y=1 
2x+y=4 
Solução: 
| |l 1 5 1 1 5 1 1 1 
Г-го -2 .4 9 I 2 i10. 1 2 [юв 
2 l4 0 -Ii -6 0 0 


p matriz incompleta = 2 : | 
. > Sistema impossível. 
Caract matriz completa = 3 à 
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B (matriz 


OSSÍve] č 


rquê?) 


natriz 


ações 
tes é 


X+y+t+z=92 


9) Discuta O sistema 


Ex. 


to 


[caract matriz incompleta = 2 


lcaract matriz completa = 2 M 

e : Р 
sistema é indeterminado е sendo а nulidade | enor que incógni 
liberdade do sistema (grau de indeterminação) é2 =2 gnitas o 
f = 2 segue-se 


que o grau de 


OBS.: Veja que neste caso como o sistem 


a nào é ho a 
ervaçã mo A 
vale a observação doped Бепео ele Poderia Ser im Possível 
Vel e portanto nã 
não 


Antes de apresentarmos os problemas 
€ testes resolvi 
vidos torna 


-Se necessário relembrar que: 


A condição necessária e suficiente para que um si | 
determinante da matriz dos coeficientes não seja Жыш line; 
2) Todo sistema linear homogéneo Sempre tem pelo menos 
3) Como a matriz dos coeficientes é uma Submatriz iini Solucào, a trivial. 
i i а matriz com 


3) [ 
caracteristic $ 


аг j 
n X n seja determinado & que o 


0 e entáo teremos pelos menos uma incógnita que depende das outras s 


A “Regra de Cramer" é uma regra de resolucào para os sistemas linea, 
deve ser usada como método para discussão de um sistema não home n X n determinados e nào 
uma determinada impossibilidade pode se apresentar como uma mo Xncomn > 3 pois 
veremos no próximo exercício resolvido 134. eterminação aparente como 
Se na discussáo de um sistema por escalonamento ocorrer uma equação 0.x, + 0x) +. + 
com b % 0 o sistema será evidentemente impossível. X1 F DX E... x =b 
Se no escalonamento do sistema ocorrer uma equação do tipo 0.x, + 0.xə + +0x,=0€l 
. X2 uus Xy = 0 ela 


poderá ser eliminada. 


Exemplos: 


x+y+z=l 


1) Discuta o sistema 42x + 2y * 22-2 
3x+3y+3z=0 


Solugáo: 


caract M; =! — sistema impossível 
s então si 
A Temo caract M, =2 


N 
N 


á er para a discussáo: 
OBS.: Suponhamos que erradamente (lembrete 5) usássemos a regra de Cramer p 


Capitulo TI. Sistemas шеа, 
$ 


| |] I» | 10» i 
2 2120; Ax-2 2 2=0; Ay=|2 2 2|-0 
3 3 0: 3-73 30.3 

| | 

2 2-0logo x «A - 7 

* 3 

0 _ Az 


=— € 2=—— = — ә Sistema indeterminado o que é um absurdo (basta co 
o E ( mparar а |: 


equação do sistema) 


Cay 


х+у=1 
2) (Mauá-79) Рага que valores de т о sistema y , admite solução. 
x+m"y=m 


Solução: Admitir solução indica que ele deve ser determinado ou indeterminado logo: 


T ; | d 
T 1) Sistema determinado: E т +] 
3 m^ 
f ? y iá sabe: o 2 + E 1 c 
$ l 2) Como já sabemos que para mt] o sistema é determinado, procuremos analisar OS valores 
vd i | т= +1 " 
Бон ji | 1 : А A 
КЕ. | 2.1) m=1 A sistema indeterminado 
s ЖИ!" MEE 
1 ) : . ; 
C Wf 2,2) A eI sistema impossível 
4 — 
Resp: m + -1 


: . x-y=0 ax+by=1 . 
3) (Fuvest-79) Determine a e b para que os sistemas e sejam equivalentes. 


x+y=2 bx-ay=1 
i Solugáo: 


Se os sistemas são equivalentes então eles têm as mesmas soluções. Logo: 


| y 
1) | y > 2x=2>x=1-> (1) é solução do I? sistema 
x+y=2 


, ; ax+y= 
4) Discuta o sistema 
x+ay=b 
| Solução: 


E E а 1 
(1) Sistema determinado: 1 +— аж +] 
а 


| 2.1) ==-= ` >b=1> sistema indeterminado 


1 А А : 
b > bz] > sistema impossível 


res 


>b 


1 
3.1) = b=] sistem. 
1 -l b Sistema in der 
егп 
А -1 1 " 1 ER Nado, 
32) ap TA =- i А 
ae) I -l b 15 sistema IMPossive| 
Resposta: ^ 


(1) Para a + +l o sistema é determinado 


(2)а=1 
2.1. Рагаа = [еб = 1 o sistema с 
2.1. SIS а é indetermi 
2.2. Paraa=lebx lo sistema é Tminado 


impossív, 
(3)a =-1 el 
3.1.Paraa=-1eb=-=1 > o sistema é; 
5 Ma ё indete 
aa=-le à min, 
32.Paraa--leb * -1 => osistemaé impossivel” 


OBS.: É útil observar que na discussão for; 


3x+2y=1-ky 


5) (Mack-79) Com relação ao sistema | А 
3y-2x «1- kx ? k real, podemos afirmar que: 


a) Sek= МЗ. O sistema é determinado 

b) Se k= 5 о sistema é indeterminado 

с) Sek= 50 sistema é determinado 

d) Náo existe k para que o sistema seja determinado 
e) Náo existe k para que o sistema seja impossível 


Solução: 
(3x+2y=1-ky e 3x+(2+k)y=1 
3y-2x=1-kx (k-2)x +3y=1 
2+k 
+ > k +3 


(1) Sistema determinado: 


k-2 3 
3 2 +13 1 А 
(2) к= 4/13 > CECI X > Т? Sistema impossível 


— 3 - 413-2 
3) к= -y13 = 
(3) y (жле з 


Resposta: C pois 5 + + 13 


1 ; ; 
+ 1 > Sistema impossível 


Obs.: É útil observar que quando na discussão de um sistema 2 x 2 não é dada inicialmente a condição 
do sistema deve-se adotar as seguintes etapas: 


a) Começar a discussão pela condição do sistema determinado. = | 
b) Após cada conclusão conferir as opções fomecidas. Se tivéssemos feito isto os itens 2 e 3 da 


questão anterior seriam desnecessários. 


6) (Fuvest-SP) Uma matriz não nula Asx, satisfaz A + А! =0. Calcule: 
a) Determinante de A b) Característica de A 


Solução: 
(1) A --A = (1) A > det A' = (-1) det A > A 7 -det A > det A=0 


Capítulo 11 Sistem, 
às Lino, 
ares 


0 а a, 


(2) Se A'=-A — A é anti-simétrica logo A = | -а,, O az, |; de acordo com o item | 
temos que 


Tän -84 0 


0 a, 
-а, 0 
а os dados do problema logo caract A=2 


caract A <2, mas de A podemos retirar determinantes do tipo cujo valor é GÈS 
Ч). de todos 
S 


estes dets fossem nulos entào A seria nula о que contrari 


E E (em—1)x «2y - 6 7 : 
7) (UECE) Se o sistema чуб oprl € indeterminado, entáo 8 . (m * р) с igual a: 


5х 
Solugáo: 
4m-1 2 6 

a) ——=== 

5 -4 2p«I 

= 2 
(1) m test chip Ince Tema ieu 

5 -4 8 


2 
1.2) i gap 62-24 pp 


-4 2p«l 

J 13 -3-52 x 
1 8 +р) = 8 |-> |8 =-55 
ogo 8 (m + p) ( 8 2 ( 8 ) 


ax+y+z=0 
8) Discuta o sistema 42x - y-z - 0 
x+y=0 
Solugáo: Sendo o sistema homogéneo temos: 
a l 4 
A¿=/2 1 -I| = (0-1+2) – (1+0-a)=1-1 +а=а 
1 1 0 
(1) A, 20a 2 0— sistema indeterminado. 
(2) A, €0— a 0 > sistema determinado. 


x+y+z=0 
9) (ITA-SP) Se S é o conjunto solugáo dos valores de a рага que o sistema 4 x+(log,a)'y+z=0 seja 


2 
2x+2y4 log, 2:2=0 
a 


indeterminado então: 


a) Sc [-3,3] с) 5 c [2,4] 
b) S é vazio d)S c [1,3] e) S c [0, 1] 
Solução: 


Sistema homogéneo e indeterminado > determinante da matriz dos coeficientes nulo; fazendo logs à * 


27 
b temos log; Po log, 27-1og,a-3-b logo empregando chio: 


/ 
"Pares TFI, 
2 | 


[o à Capítulo 
: |a s “ЛИП Sistemas i 


OS A A. =| 
que « b 2 3-b l-b Speg 
| i fi | $ l Emão loga =| y 43 
а= zoe S-423[c[-353 = 3 ou log, az. 
t AOS 3] 
odos 3 | 3 ј letra А 
: 2. 
1 (ITA-75) Sejam as matrizes reais A = fa b 
de at | х={* 
АХ=тХ. 0 j° il | em um núme ; 
Entào podemos afirmar que: y m número real. Seja 
a) Sedet(a ml) + 0, então x +y=0 
b) Se det (a — mI) = 0, então existem des *0 
c) Sedet (A- mI) - 0 f SAIS X, Y tais que x+ y x осу 
d) Se det A = 0, então não existem dois régio А DAL 
c) N.d.a. S X, y tais que AX - mx 
Solugáo: 
AX=mX > (A-mDX=0 > Sistema homogéneo 2 2 
a) det (^ - ml + 0 — Sistema determinado admini : 
alternativa é falsa pois x . y = 0. Indo somente a solução trivial x = 
Va У = 0, logo a 
b) | толыд x+y=0 
2 2 7 20? ^c =0 > sistema i i 
. lues ipa d ) 2x+2y=0 ma indeterminado com 
infinitas soluções tipo (x, y) = (x, -x) podemos ter x. y = " 
6 4 j A К mas x + y = 0 sempre, logo b está errada. 
с) Fazendo A = ет = 2 teremos А - mI = _(2 0 _(4 4 
de 4 6) lo 2) (4 4)? 9t (^-mD -0 com 
det A = 0 logo c é falsa. 
1-22, 
4) Fazendo А = [ | сет = 1 temos que detA=0e 
1 2)(x x 1-2 1 0\] fx 0 +2\(х 
=1. > -] 2-02 E X = 
( 0) G) [Е J lo | ( 3-4 y] Dies =0 logoa 
afirmativa d é falsa. Entào a afirmativa certa é a e. 
x-z-l 
П) (PUC-SP) Discuta o sistema 4 kx + y +3z=0. 
eja x+ky+3z=1 
Solugáo: 1 27. o 
Como trata-se de um sistema não homogêneo é aconselhável discutir por equivalência matricial. 
10-1] 1 0 + 1 10 -1 1 
кіз 0|-|0 1 3+k -k|-|0 1 3+k -k 
|I k3 | 0 k 4 0 0 0 4-3к-к К 
Discussáo: o =2: 
É = | > característica matriz incompleta = 2; 


I) 4-3-0 +3 4=0>Kk=-4ek" аша 
ч 2 i ssível. 
nan piak Sde kag > Шош еы Me D puis unis : comple sendo 3 sáo 
2) Parak + [ek + -4 temos que as características das matrizes e 

iguais ao número de incógnitas logo O sistema é possível e determinado. 


Capítulo 17 Siste, 
3 ит, 
х- ту = | 25 lineares 
12) (MED-PUC-75) Рага que o sistema 4x+z=-1] seja possível e tenha uma única solução 
Б então 


y-z-2 
deve ser: 
Solugáo: Como sistema deve ser determinado temos: 
] -m 0 
^W 0 1 =0(0+0+0)-(0+m+I)=-m-1*0> 2 .1 
O 1 -1 
MEET || x+2y=4 
Као i 13) (FGV-SP) O sistema linear 4 x <z | será impossível se: 
* j 3x-2y=m 
na |} Solugáo: 
{| Sejam P (M) е p (Ma) as características das matrizes incompletas e completas do sistema 
чу 3: d respectivamente. Estão escalonando M. temos: 
у 3 1 2 4 1 2 4 | 2 4 DO. 4 
А 1-1 d|-l6 -3 -3 |-lo po a falo io 
3 -2 m 0 -8 m-12 0 -8 m-12 0 0 m-4 
' | Н Discussão: Sem - 4 = 0 ou seja sem + 4 > p(M)=2e P (M¿) = 3 e portanto o sistema será 
| | impossível 


| Obs.: Muitas vezes os conhecimentos algébricos do 1º grau facilitam uma questão de vestibular 
h Vejamos uma 2* solução no caso: 
{ ‚| х+2у=4 
| Я К E E ; 
! х-у=1  .Resolvendo o sistema formado pelas duas primeiras equações teriamos 
| 3x-2y=m 
x+2y=4 x+2y=4 Р " e 
> 23x=6>x=2ey=1. Como queremos que o sistema seja impossível a 
x-y-l 2x-2y=2 


3" equação tem que ser incompatível com esses resultados, logo 32) -2() = т >, «4 
3 14) Discuta o sistema abaixo: 

| x+y+t+z=0 

| 2x+3y-t-z=1 


j x+y=b 
| Solução: 
ч 11110 11 1 10 
| 23-1-11| ~ [01-3 -3 Ilo escalonamento teria terminado pois ігіатоѕ anular 05 
| 1100Ь 0 0-1-1 b 


coeficientes da 3º coluna a partir da 4º linha, que não existe. 


r А } | А PEN . incompletas 
Resp.: Sistema possivel e indeterminado pois as características das matrizes completas e incomp 
são iguais porém menores que o número de incógnitas. 
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“lineares 


> então m 


sistema 


la será 


ibular. 


vel a 


vação importante: Você irá fazer 
Qbse s espaços reduzidos Para suas sol 
с vezes Es 


Tova (ITA 
Uções. É į 


E 
) onde os Cademo 
Че você tre; 


А 2 E Li] 
A rd 
que com é : . SACOCHE IMG em a capacidade” Onàmento; o nosso bl 
15) (Fuvest-99) REIS Hentai nas incógnitas X y, z, w: 

2x+my= 
(yel 
т ей 2+2%=2 
ES w=] ^ [ ( 
a) Para que valores de m o Sistema tem uma Única solução, TM bs 
p) Para que valores de m o sistema não tem solução, 
9 js. n o Re " E у KA a M | Е ( бү m ug 

a idus matriz completa temos: mamizes completa e incompleta respectivamente, 
A RA ее 0 04 
CU MORES o E PM NE 
meros 32 0 0 1-1 1 0 0 14 1 | 
00 1 -1 1 2т 0 0 -2 0 m-2 0 E 
зу ð 0 -1 l1 9 0 i 
ETE, 2 2 10 1 ma 2 2 
j o 1 -] 1 0 0 l -1 1 
0 0 -m'+3m-2 4-2m 4-2m 0 0 0 —m+m+2 m! -5m46 


iscussáo: х 
де: Para-m+m+2 # О ou sejasem + 2em #-] > 
a 


or Rouché Capelli o sistema é possível e determinado. | | | 
р am=2 > р=4= 3 < número de incógnitas e para m=-1 > р * q > sistema impossivel 
a айд т = 2 е да 1* equagáo se tirarmos a 3º equação teremos: 
А 2 


р = 4= 4 = número de incógnitas logo 


2х+2у=-2 
-y-z-2w--2 


Axvy-z-2w--4 
Resposta: 
am + 2ет = -l 


US 


: não pode ser ut 


] 
e Cani } 
аа ilizado (porque?) шот “temas toy 1 
b) Matriz inversa: nào pode Ser utilizada (porque?) wi 
с) Método de Gauss: 


Exer 
1 l 1 l lj 
222 "000 CxXtysloyc|l. 1) Re 
X+y-z=2 Soluç 
; i [ Ех 2: Resolver O Sistema 2x+ У+2=4 
AES [| А 3x+2y =6 e 
Е g a) Método gráfico: Não é prático Obs 
| b) Regra de Cramer: Como o determinante da matriz dos fici É а 
| Ж 132) 05 coeficientes é nulo não Pode ser aplicad Soluç 
E IE c) Matriz inversa; Impossível Sua aplicação | 
1] d) Método de Gauss: 
I^ y 3 1 
f II -12 b du A^ Y^ ^ Sis ng 
T en cci T 
a T 
; 320 6 0-1 3 0 0-1 3 0 0 
j 
| fx +y-z=2 
| к ЕРТ І 
Ni | y+32=0 
d LI 
Ji M Logo a solução geral será (2 + 4z; -32; 2) 10 
Ы 2.2. SISTEMA mx п com m <n, ў 
i X+y=2 Solução 
| Ex.1: Resolver о sistema 42x + 2y=4 es 
f 3x +3у=6 es 
1 NE a) Solugáo gráfica Procure fazer os gráficos das 3 Equações e você verificará que eles são retas 
! coincidentes daí а solução geral ser do tipo (x; 2 — x) 2) (Sant 
Д b) Regra de Cramer. Impossível sua aplicação 
"d C) Matriz Inversa: Impossível sua aplicacüo 
| 1 d) Gauss: Solução 
Ж LID f? 4.5 aem 
| 22 41-000 >X+y=2>y=2-x cálculos) 
i 336 000 Ob 
| 5: Po 
X+y+2z=3 
ы Ex.2: Resolver | x 
| 2x-y+2=4 3) (Cesce 
Neste caso deveríamos apenas aplicar o método de Gauss: 


1113 NE 1 1 3 3 X+Y+2=3x=3-y-z O Solução: 
2-1 14 0 -3 -1 -2 73y-2=-2>32=2-3y 


2 1 
LD 
ubstituindo (1) em (T) tem: x +3 -y-2+ 3y е х=1+2у | 
Logo a solução geral será: (1 + 2y; у; 2-3у) 
306 


Exemplos: 


3*ysezzs 


) Resolva O sistema 42x -y 7 0 


4x+y-z=4 
solução 1: Regra de Cramer: 
51 ! Poda q 
ace] -! =I=10;Ax=/0 _| =] лоду р 5 1 | 
4 1 -l 4 | | SY 9 ~is 47. Я 
4 4 


licada solução 2: Método de Gauss: 
pou euh 
31 15 3 3 
2-1-1 0{-|2 -1 -1 
41-14] |3 1-1 
—› 


-2z=-2>z=] 
—jyt1222 y=] 


Solução 3: Somando as duas primeiras equações teriamos: 5x = 5 — x = 1; somando as duas últimas 
teriamos: 6x - 2z = 4 > 2z = 6x -4 =2 5 z= 1; substituindo esses valores na 1* equação: y =5-z-— 
3x=] 


x+y=8 
2) (Santa Casa-76) O valor de x + y +z em +у+2=10 é: 
x+z=30 


Solugáo: 


Aplicando Cramer temos: 
jue Ax = 28 Ay =-12 e Az=32, logox=14,y=-6ez=16 e x+y+z=14-6+16=24, (Faça os 


cálculos) 


:2x 422748 >x+y+z=24. 
Obs: Poderíamos obter este resultado somando as 3 equações: 2x + 2z y 


2х+у+2=7 


; Lat táo, xyz vale: 
3) (Сеѕсеа-75) Se (х, y, 2) é solução do sistema 1x *2y +Z 8 então, хуг 
х+у+22=9 
Solução: 9 1.1.2 9 
2117) 129) б 12 al a пэ 
О а M BONES: 


112 9 8 


-42=-12 —z-3 auto y Sistemas og, 
> y+3z=1]1 


—yz2 Logo: Xyz=6 


X+y+272=9 —xzl 
Lb 3 
—4-—2- 
4) (UFC-75) O valor de y no sistema s | п é: 
x y 12 
Solução: 
| | a+b=7/12 -a-bz-7/12 g 
Fazendo — =a e = > I > 1 >-2b=-2%__1 
х y a-b=— -b=— > 2 4 
2 ер 2 2 4 
Eo EE 
y 4 


Obs.: É claro que poderíamos ter evitado a Substituição inicial de 1 e x 


X y 


Muitas vezes a resolugáo vem associada a discussào do sistema. Vejamos: 


ax+y+z=0 
5) (PUC/RJ) Encontre a Рага que o sistema ¿x — Y+z=0 seja indeterminado eache a solução geral. 
2x+y+z=0 
Solugáo: 
Sendo homogéneo o sistema ele será indeterminado se o determinante da matriz dos coeficientes é nulo, 
атр 
Ас=|1 -1 | = (-а+2 + 1) (-2 + | +а) = -2а+4-0 > а= 2, 
2 1 | 
Рагаа= 2 а 3* equação seria igual a |" e poderia ser eliminada, logo: 
E ТЕТУ =0>x Goes substituindo na 1° equação: y = -z — 2x = -z + 8 ea 
x-y+z=0 3 3 3 


2z 
solução geralserá (Ei). 


ilo. 


ea 


COMPLEMENTOS IM PORTANTES SOB 
a RE MATRIZES Capitulo 11 Sistemas (тезге; 
Como o ITA, ultimamente tem apresentado 


questões 


não constantes em compêndios a nível de 2º grau, apresenta ne estão relacionados a as ; 
L Dependencia e Independéncia de Matrizes, mos os Seguintes Ып, Suntos matriciais 
IL Valores e vetores próprios de uma matriz, Plementos: 


Ш. Matrizes semelhantes. 


I. Dependência Linear. 


Def.1: Seja Xi, X», ... Xn matrizes de mesma ordem e a, a à 
r P120, Números reais, A Matriz: 
A= aX, +а,Х, + gere *a,X, =) a,X, | 


Diz-se uma combinagáo linear das matrizes X, com coeficientes 
q. 
2 01 
6X, = : 
4 ^ 2:3 


1-2 0 
A marriz A = 2% оз =2 [ Ja ( JE J-e Ap гү, 
3 4 23) l6 8 6 9) lo .,| é uma combinação 


linear de X, e X; com coeficientes 2 e (3). 


1 
Ex.1: Sejam Xi = ( 


2 
Ex.2: A matriz A = é uma combinação |i = [12 . 
х f J inação linear de X = f 4) Pois A = 2X.. E não д 


2 


4 
Def.2: Dadas as matrizes X, X», ... X, de mesma ordem e os reais q 


0 
inação li de X,= is ão A = á А 
combinação linear de X; ( ) pois a equação A aX, não tem solugáo (verifique a afirmação). 


D %,... O, uma combinação linear 


n 
das matrizes X; é dita nula se Zax, =0. 


2 4 12 
Ex.3: Dadas Х| = Р | еХ = | 5) temos que 1 . Xy + (-2 X; - Qé uma combinagáo linear nula. 


8 


2 0 2 
Ex.4: Dadas as matrizes A, = ( | еА›= | temos que 0. A, +0. A, = 0 é uma combinagáo 


linear nula. 
Def.3: Dadas as matrizes Xi, X2, ... X, de mesma ordem e os reais 0, 0, ... а, então: 


n 
à) As matrizes X; são ditas linearmente independentes (t.i) se Y ах, 202 a, =0Vi. 


b) As matrizes X; são ditas linearmente dependentes (/.d)se У, a,x, =0 com pelo menos um 


tal 


a +0. 


Ex.5: As matrizes do exemplo 4 são £. i. e as do exemplo 3 são £.d. (verifique isto). 


¡Y 


: £ 
Obs.1: É importante observar que sc as matrizes X; são (.¡ é importante тт ы a 
Matriz em fa 
Nção 


das outras pois Mb е с e -9x 
0^! 0 2. 


absurdo. (verifique isto no ex.4) 
OBS.2: Se as matrizes Xi são г.а. é Possível expressar Pelo menos uma delas X, 


т Como Combinação À 


Ly A 


linear das outras pois como aX +о,Х, +... aX, + ‚ах, =05X, =- х s 
а, а п € Comp | 


pelo menos um a, é não nulo podemos supor a, «0. (verifique isto no ex. 3) 


Exemplos: 


l 2 
1) Verifique se as matrizes Ху = (2) Х, = Ө € são l.i ou /.d 


Solucáo: 
1 2 0 a, +2a,=0 
+0, = > 
7247 95s 0 20, +30, =0 
—1 sistema determinado > a -0 Vi 


Resp.: Matrizes / . i. 


4 3 -2 
e C=| 4|sào/.i ou £.d. 
2 


2) Verifique se as matrizes A = || , В=|1 
5 4 
4 3 -2 0 4x+3y-2z=0 
Solução: x || | -y|l |+z| 4|=l0|> x+y+4z=0 
5 4 2 0 5x+4y+2z=0 
4 3 -2 
Ас=1 1  4[=0> sistema indeterminado > matrizes (.d., pois é possivel encontrar valores ni 
54 2 


nulos para as incógnitas 


3) (ITA-86) Dizemos que duas matrizes reais, 2 x 1, A eB são linearmente dependentes se e somente s 
existem dois números reais x e y não ambos nulos tais que xA + yB = 0, onde 0 é a matriz nula 2x |. 


1 K”+1 
Se A = = ) ° в-[| 2 | onde K eR ene N=(1,2,3,..). Podemos afirmar que para о 


neR. 
( JA. A eB são linearmente dependentes, VK e R* 


( )В. existe um único Ke R^ tal que A e B sáo linearmente independentes. 
( JC .existeúnico Ke R^ tal que A e B são linearmente independentes. 

) D . existe apenas dois valores de Ke R’ tais que A e B são linearmente dependentes. А 
( ) E. não existe valor de KeR* tal que A e В são linearmente dependentes. 


alores náo 


omente sè 
2x1. 


para сай 


Capítulo TL. Sistemas Lineares 


1 -n -n E р | 
| EN * j = (5) > É PR . Como x e y devem ser não nulos então o sistema 


K” -1 2 0 (K”-1)x+2y=0 
deve ser indeterminado, logo Ac = ES К Ы =0 


22-(* =I) &* +1) = 0 2(K &k -k^-1)-0 9 2-k* +k" =05k -0,-2-02 
| 

— К?"-1-2К” =0 ou seja (k" -1) (k*+1)=0>2-(k*+k"-k""-1)=0 

22-K' +k" 2029 - 5-220 K* -1-2k* =0 ou seja (k"}? - 2 k" - 1 =0 > К" = 1 +42. 


Temos que: 


1) Sen é par, então k = +Y/1+ 42 (dois valores de k). 
2) Sen é impar, então Ку = V 1-42 e k, = 1 -V2 dois valores de k. 


Alternativa D 


OBSERVAÇÃO IMPORTANTE: A definição apresentada pelo ITA nesta questão está errada pois 
dadas duas matrizes reais 2 x 1 A c B sc uma delas for nula eles são £.d sem que seja necessário que os 


dois reais sejam não nulos e sim apenas I(um). 
Esta definição será válida para matrizes não nulas. 


1 0 
Ех. Sejam А = (2) еВ | | então 0. A +3 B = 0 com apenas um coeficiente não nulo. 


П. Autovalor e Autovetor de uma matriz quadrada 
2.1. Vetores fixos ои invariantes. 


Def.1: Dada uma matriz real A = (а,;) „ха, um vetor coluna Xx é dito um vetor fixo ou invariante de A se 


AX=X. 
10 x), .(10 X x 
Ex.1: Dada В = , qualquer vetor X = é um vetor fixo de Ñ pois = 
01 y 0 1) ly) Vy 


0 


OBS: Procure justificar porque Хо, = é um vetor fixo de qualquer matriz A,,, 


2.2. Autovalor e Autovetor: 


Def.2: Seja uma matriz real quadrada Ann. Se existirem um A € 9t е um vetor coluna Хуу, nào nulo tais 
que AX = AX, diremos que À é um autovalor (valor próprio ou valor característico) de A e X é um 
autovetor (vetor próprio ou vetor característico) de A associado a À. 


Exl: Seja A = 


o 3) == (o 3) GE- 


OBSERVAÇÃO IMPORTANTE: Sc X éu 
€.X com a €9i* também o será. 


2.3. Polinómio c equação característica. 
Sejam Ал, À um autovalor de A e X 


A-a, 
Tady  À-a, 
AX = AX-AX=05(AI-A)X=05 


P(X)=0 chama-se “ 


2.2 
Ex. 1: Seja A = (2 j Vamos obtcr: 


1) Seu polinómio característico. 
2) Sua cquagáo característica, 
3) Os autovalores de A. 
Solugáo: 


p LOA 


1) PA)222 -34+2 во polinómio característico de A. 
2) 1-34+2=0 éa equação característica de A. 
3) 4, «1c 2, =2 são os autovalores de A. 


Ex. 2: Vamos achar os valores próprios (auto valores) de A = 


c 1 0) /3 x 
3 1\/х e x la үн 1 X E 
2 2)ly y 01/122 y 
Para que tenhamos soluções não triviais 
i A-3 | 
= E -2)-2- 
| m 3-0 636-222 


А 5А + 22=03>1-51+4=0>%, =10 h,=4 


Obs: A som: dos autovalores de A, 4 c l, é 
qualquer matriz А de 2° ordem (verifique). 


to 


) 


x1 UM autovetor de A associad 


Capítulo ту Sisto, 
- Ири. TN 
E Segue-se que 2 é q aUtovalor de j 
t 


Im autovetor de A associado a um autovalor y 
> €n 


о а À. Então: 


2 2\(х х 1 0) (2 9x 
= |А - =0. Como queremos solução não triviais temos que: 
01 y y 01 01 y 


; un | 
igual ao traço de A. Será isto uma verdade | І 


"deA, Ё 


manere 
2.4. Teorema 
“Toda та 
Isto quer 
número isolad 


2.5. Aplicação 


Ex: Ache a mé 


1) Obtendo a « 
A-2 - 
-] A- 


2) Aplicando ( 


A =-А + 


Exemplos: 


1) Dada a matr 


a) Seu polinô 
b) Sua equaçã 
c) Seus autov: 
d) Seus autov: 


Solução: det (2 


a) Polinômio « 
b) Equação ca 
с) Autovalcre: 


d) Autovetores 
d.l) A-1 


Ho 


logo para À — 4 


f 

alor d Е 
е M 

Ae N 


autovalor À 


racterístico” 
ristico” de Ac 


alores de A. 


iais temos que: 


> Então 


2.4. Teorema de Cayley: Capítyi 
"Toda matriz quadrada A satisfaz sua própria equação ca o 11 Sistemas Lineares 


E о 
Isto quer dizer que se na equação característica de д cterística; det (Q1 A) 0» 


; : С de or 
número isolado a; por ail, ela se transformará na equação matricial bes Substituirmos 
аА + ап" + nal 


2.5. Aplicação do Teorema de Cayley: Cálculo da matriz inver 
Sa de A. 


E À por A e cada 
=0 também válida, 


13 


1) Obtendo a equação característica de A: 
| -2 -5 


AAA mii 


2.5 
Ex: Ache a matriz inversa de А = | | . 


=0>M-51+1=0 


-1 1-3 


2) Aplicando Cayley teríamos A? – 5+ 1.1=0 > [= 


-2 -5 5 0 3 -5 
А! =-А +51= = 


PM "e 
SA. Multiplicando a direita por A"! temos 


| 
| 
t 
| 
[ 
| 
| | 


a) Seu polinómio característico. 
b) Sua equação característica 
c) Seus autovalores 

d) Seus autovetores 


= 0 
Solução: det (u-a)=0 + 


-1 А-4 
a) Polinómio característico: 1? -5A +4 
b) Equação característica: À — 5% +4=0 
c) Autovalores de A: А =] eà, 24 

d) Autovetores de A: 

4.1) А=1 


ror =] EN Kee logo рага А =1 temos autovetores do tipo 
1 4hy y x+4y) ly 3 


. 


2)^ 
1 0x] ШХ) }Х 217 | edt >x=0eyer 
1 4ЛУ y x+4y) (4 y х+4у=4у 


0 ; 
logo para À = 4 os autovetores serão do tipo $ com ye9i . 


Capítulo 17, 
2-2 1 
2) Ache os autovetores de A = 131 
1-22 
$о1исао: 
А-2 -2 -l 
|М-А|=0—ә|-1 А-3 -i ATP +1M-5=0>2, =2,=162,=S (ашырыр. 
-1 -2 1-2 
(1) A, 22, 21 
-] -2 -D/x =x-2y-z=0 
-1 -2 -I||y|=0> =X-2y-z=0 como o sistema deve apresentar solu 
-1 -2 -Ijiz -x-2y-z-0 


x 
3 equações são iguais segue-se que para À 


z 0 
(Q)4=5 

3 -2 -Dfx 

=1 2 —1]|| y|=0. Vamos fazer o escalonamento da matriz dos coeficientes: 
-1 -2 3)iz 

3 -2 + 1 2 -3 1 2 -3 12 -3 
MEN AM 2-1) ~ jo 4 -4| -ẹoi 4 
-1 -2 3 3 -2 -1 0 -8 8 0 -8 8 


y =z 
x+2y-3z=0 
> 
y-z-0 


N 


Logo os autovetores associados ao autov. 


N 


3) Mostre que se X é um autovetor de A associado 
também será um autovetor de A associado a A. 
Solução: А (ax)= а (AX) mas X é um autovet 
А (ах)= а (АХ) = q (АХ) = А (aX). 


4) (ITA-85) Dizemos que um número ге 
matriz coluna X,, nào nula tal que TX = 
Denote por À; um autovalor de Peum А; 


с) Are Аз pertencem ао conjunto (0, 1) 
d) Xi, Аз efte R/t«0 ou t»1) 


= teremos autovetores y |=|0 


0 


alor A=5 são do tipo | z | com 2+0 


tais que x +2y+2=0 


MEET 
0 14 
0.00 


а um autovalor À de A, então aX com aef 


or associado ao autovalor À temos que AX = AX lot 


А . istir шї 
al À é autovalor de uma matriz real Тох quando шт 
AX. Considere uma matriz real Рх, e satisfazendo PP = E 


iamente: 
um autovalor de PP. Podemos afirmar que necessariamen 


Sistemas Unos». 1 


ção nào trivia] tu 


ОРЛЕ 


м >» [A um 


“la 


Wu 


че 


Lea 


— 


e) Ате Аз pertencem ао intervalo 
Solução: Pelas condições do enunciado 
(iii € Y = (Yij)nx1, não nulos tais que: 


1) PX = Ах T 
Pré multiplicando “1” por P temos p?x = 05у 
= AX. i A ¡PX Mas como PEN ч 
Analisando as hipóteses sobre PX temos: = A 1X então P?x = T" 
1)PX=0 OS: xe 

PX=2¡X=0ecomoX = бега 

tá E 

2)PX #0 O A,=0 


PX=APXS А =] 
O mesmo гасіосіпіо pode ser feito sob 
re A logo aalt % 
ernativa certa é C. 


III. Matrizes Semelhantes. 


Ex nas [7 2 B=  ? 
«A. E e z à 
i P o) São semelhantes (vide ex. 192) 


citaremos algumas: 


1) A relação de semelhança é uma relacá i 
пе! ção de e énci ¡ A 
1.1) Toda matriz е quivaléncia по conjunto das matrizes de ordem п ou seja: 
1.2) Sea matriz A é semelhante a B então B é semelhante TA 
1.3) Se A é semelhante a B e B é semelhante aC então A é semelhante aC 


2) Se A e B são matrizes senielhantes então Na e B" são semelhantes para tod ў 
3) Duas matrizes s-melhantes têm o mesmo polinômio característico Р T 


Exemplos: 


1) Prove o item 1.2 da propriedade 1. 
Solução: 

A semelhante a B > В=Р'!. = = ррр-! : Е 
A-Q!.B.Q Uta EAD ACRE edo P Оо арыу 


2) (ITA-95) Dizemos que duas matrizes n x n A e B sáo semelhantes se existe uma matriz n x n 
inversível P tal que B2 P^ . A. P. Se A e B são matrizes semelhantes quaisquer, então: 


a) Bé sempre inversível 
b) Se A é simétrica, entáo B é simétrica 
с) В? é semelhante a A 
d) Se C é semelhante a A, entáo BC é semelhante a А? 
e) Det(AI-B)=det(AI- A) onde À é um real qualquer. 
Solução: 
: : 1 2 10 =! .A.LedetB=0 
a) E falsa pois sendo A = B = d el, = o 1 temos que B= 1, . ^. 5 
л H 
b) É falsa pois B =P" AP = (P'A)P 5 B'-P' (1А) = р! A (Р) ея (РУ para que В seja 
= Р! o que aconteceria 50 se P pue (de B)? = det B o que nem 


simétrica é necessário que pl 2. pr d 
с) Falsa pois B = Р! AP > det B = det A e B =P .AP > det 
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sempre é verdade. 
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d) Falsa pois sendo B e C semelhantes à A temos B = Р! APeC= Q AQ > ВС = (р! AP) (Q 
AQ) = (Р! A) (PQ) AQ. Se BC fosse semelhante a A? teriamos BC = R^ A?R = (Play (PQ 
AQ © P = К, o que tomaria В = C, que não consta nos dados do problema. 
e) Se A c B são semelhantes então В =P"! AP e como P” A IP = AI temos: 
AI-B=AI-P!AP=P!AIP-P!AP=P!(AI-A) P; aplicando Binet teremos det (A1 — B) 
= det P”, det (AI — A) det P = det (à I А) logo esta é a alternativa verdadeira. 


OBS. IMPORTANTE: Esta questão do ITA é uma aplicação direta da propriedade 3 da semelhança de 
matrizes pois det (АІ — B) e det (AI — A”) são os respectivos polinômios característicos de A e B. Veja 


que o aluno sabendo isto, testaria logo a alternativa e. 


-] -2 1 0 
3) Mostre que A = | b.c | eB [ | sáo matrizes semelhantes. 


Solugáo: 
Se A e B forem semelhantes existirá uma matriz P = C | com det P + 0 tal que: 
Z 
4 : x -x-2t -y-2z 
B=P AP > РВ = AP. Fazendo os cálculos РВ = eAP= e como PB = 
t 0 x+2t y+2z 


х у x y 
e = 
=X = =x —у/2 


-x-2t-x -y-2z-0 - 
ü —t--x | 4 >2= logo P= 


y+2z=0 


AP teremos 
x+2t=t 


Е = +ху= #0 Эх e y não nulos. 


APÉNDICES 


I. Determinantes 
No estudo apresentado neste trabalho sobre determinantes algumas dúvidas devem ter ficado no 


espírito do estudante, como: 

1) Porque no cálculo de um det de 2" ordem aparecem dois termos e em um de 3* aparecem 6 termos? 

2) Porque só existem regras práticas gerais para cálculo direto, sem abaixamento de ordem, para dets até 
3* ordem? : 


Para responder à essas e outras indagações procuraremos apresentar um conceito mais rigoroso de 
determinante de uma matriz quadrada. Entretanto é necessário recordar um pouco a teoria das 


permutações. 
Def.1. Dados n objetos а, ау, ...., An, uma permutação desses objetos é qualquer conjunto ordenado 


contendo esse n objetos. | 
Ex.1. Com as letras da palavra IDEAL podemos formar permutações do tipo DIEAL, DEIAL etc. 


Ex.2: (2 1 3) é uma permutação dos números 1, 2 e 3 | | 
Sabe-se de Análise Combinatória que o número de permutações que podem ser feitas com n objetos 


não repetidos (п > 0) é dado por 1 . 2 . seses. . (а— 1) n = n! (lê-se fatorial de n). Assim sendo os 
números totais de permutações dos Ex. 1 e 2 seriam respectivamente 5! = 1.2. 3.4.5=120e3!=1. 


2.3=6. 
Def.2. Dado uma permutação dos inteiros 1, 2, ... . n, existe uma inversão quando um inteiro precede 


outro menor que ele. 
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Ex.: Procure estabelecer o quadro de permut Capítulo 11. Sistemas Lineares 


н 5es de cada uma delas: ações dos intei : 
inversões tros 1,2 e 1,2,3 indicando o número de 
Solução: 
Per. Inv. 
(12) 0 Per I 
И пу. 
QD ү (123) Ü 
(132) 1 
Q13) 1 
Q31) 2 
(312) 2 
(321) 3 


Def.3: Quando o número de inversóes de uma 


i e á боа 
atribuída o sinal(+); quando ele for de classe im Permutação é par ela será dita de classe par e lhe será 


par terá o sinal (-). 


OBS.: Demonstra-se que com п inteiros distintos teremos sempre n permutacóes de classe par e ji d 
3 — de 


classe Ímpar (confira esta verdade nos quadros acima). 
Procuraremos agora generalizar a definigáo de determinante: 


1) Se А = (a11) então det A = а. (nada a comentar) 


a, 81 z 
2) Se A= | | então det А = а|1а22— a12221 


da а» 
Comentário: Consideremos a diagonal principal da matriz аца e com os segundo índices de seus 
elementos teremos duas permutações: 


2) (+ 
Vejamos: апа: — | n : Voltando com estas permutações teríamos os termos aua» (+) e 


а2а21(-1). É fácil verificar que a soma desses termos é o det procurado. 


Consideramos agora uma matriz A de 3* ordem. 


Ў Inv. Sinal 

(a¡1272833) > (123) > 255 
(132) 

(213) 

(231) 

(312) 

(321) 


+ 
+ 


ш кә ә — — © 


Procure verificar que estes são 


— аүзазаз1. ( 
+ 312323831 + 813821832 7 913 де 3º ordem.) 


2 = a = 
det A = james — 11823832 RED a de Sarrus na resolugáo do det 


os termos que vocé obtém quando aplica a regr 
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3. DEFINIÇÃO DE DETERMINANTE 
Def.: Dada uma matriz quadrada А = (aaj)nxn chama-se determinante de A ao número det А = + 
a, a, a,, onde Ji, J2, ...J, são n! permutações dos segundos índices J e + refere-se ao sinal 


2jrcee 


correspondente a classe de cada permutação pelo estudo desenvolvido fica claro que: 


1) O det de 2* ordem tem 2! = 2 termos e o de 3* tem 3!=1.2.3=6 temos. 
2) A partir de 4º ordem não podemos ter regras práticas gerais diretas pois elas acarretam o cálculo 


mínimo de 4! = 24 termos. 
3) E óbvio também a razão do sinal de cada termo. 


OBSERVAÇÕES IMPORTANTES: 

a) A definição de determinante partiu das permutações dos segundos índices da diagonal principal 
(poderíamos ter usado os primeiros índices) logo a matriz retangular que não tem diagonal 
principal não determinante. 

b) Como os segundos índices 1, 2, ... n não se repetem então na formação de cada termo do det 
existe um e somente um elemento de cada linha e um e apenas um elemento de cada coluna da 
matriz. 

DEMONSTRAÇÃO DE ALGUMAS PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES. 


1) det A = det А! É imediata pois о det nasce da diagonal principal e na transposição matricial a 


diagonal principal não varia. 
Se trocarmos as posições de duas filas paralelas o det fica multiplicador por (-1). 


2) 

3) O det de uma matriz fica multiplicado por K quando uma fila da matriz é multiplicada por K. 
Dem: Esta propriedade deriva do fato de que em cada termo do det sempre entra um elemento e 
somente de qualquer fila, sendo que nesse caso cada elemento da fila entraria na formação do 


termo multiplicado por K. 
Se todo os elementos de uma fila de uma matriz quadrada são nulos, seu det é nulo. 


4) 
Dem: Sua prova é imediata pois em cada termo do determinante entraria um elemento dessa fita 


nula, logo o det é nulo. 


5) Um det que tem duas filas paralelas iguais é nulo. 
Dem: A troca de posições dessas filas deve mudar o sinal do det mas como elas são iguais o det 


não se altera, logo ele é nulo. 
Se uma matriz quadrada tem duas filas paralelas proporcionais seu det é nulo. 


6) 
Dem:Colocando em evidência o fator de proporcionalidade teriamos um novo det com duas filas 


paralelas iguais e portanto nula. 


II. Cálculo da matriz inversa por determinante 
Para demonstração do teorema fundamental sobre este assunto queremos relembrar com o leitor as 
propriedades de: 
a) Laplace: Se multiplicarmos os elementos de uma fila do det pelos seus respectivos cofatores e 


somarmos os resultados obteremos o valor do det. 
b) Cauchi: É sempre nula a soma dos produtos dos elementos de uma fila pelos cofatores dos 


elementos correspondéntes de outra fila paralela. 
. * . . . . 
с) Teorema I: Sendo A uma matriz de ordem п, À sua matriz adjunta e I, a identidade de ordem n 


então B = A x Atx A = (det A) In 


Dem: 


elemento genéric а co 
O br 5 cria o Produto da linha r e luna S 
de A 
P \ 
de A 


matricial) logo: + 
ba = 8n^s + anAs +... + amAsn. De 
an: acor: 
do com as duas propriedad 
es re 


teremos que 


det A ser =s 
bs = logo: 


Oser#s 
¡AJ0..0..0 
0 |A|...0...0 


In por raciocínio semelhante teriamos A xA= ¡Al 1 
* An 


d) Teorema II: А! = 
[АІ 
Dem: Pelo teorema anterior temos (1) : Ax А. = A ХА = 1 i 
ТАТ TAI n mas pela definição de matriz 


inversa temos: 


(2) Ах А! = А”! x А = In . Comparando (1) e (2) temos A! = —. 
lA] 


gramação linear do estudo dos sistemas de inequações lineares. 


rtante das resoluções gráficas de um sistema de inequações lineares é o estudo 
s de uma função f(xi, X2, .. Xn) = àiX + 22X2 +... + anXn + с assunto básico na 
solução de problemas econômicos como custo de produção ou lucro de uma empresa. Para melhor 
compreensão nos restringiremos as funções do tipo f(x, у) = ах + бу + с precisamos entretanto 
apresentar algumas definições e teoremas que serão aceitos sem demon 


Def.4.1: Chama-se R? ao conjunto de todos os 


presentado pelo plano ca 


II. Aplicação em pro 


Uma aplicação impo 
dos máximos ou mínimo 


strações. 


pares ordenados (x, y) de reais. 


rtesiano x 0 y. 


OBS.: O R? graficamente é re 
y 


Capítulo Tt. Sistemas Un 
aisquer dois pontos X e Y d e 
o S do R? é dito convexo se рага quaisq eSo Dd 


junt 
Def.4.2: Um subconjunto | 
XY está inteiramente contido em S. 


С 


Ех.1: 


conjunto 
convexo 


o RÈ, ao subconjunto A do R? dado por A = f(x, y) ax + by. 


Def4.3: Chama-se semi-espaço fechado d 
с<0} | e 
Obs.1: Graficamente teriamos um semi plano contendo a reta ax + by + c 


0 


ү 
||! Obs.2: Todo semi-espago fechado do R? é convexo. 
Obs.3: A intersecção de conjuntos convexos de R? é um conjunto convexo. 


| 
¡El 
Def.4.4: Uma regiáo poligonal convexa fechada do R? é uma interseção de uma quantidade finita de 
semi-espaços do R°. 
Ex.2. Encontre a região poligonal convexa 


x20 


Solução do sistema 4 y 20 
2x+y<l 


| Solugáo: 
Baseado no estudo gráfico feito sobre solugáo de uma inequagáo linear teríamos: 
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Teorema: Seja $ ита região poligonal convexa fechada do R? S A tulo nt Sistemas lineares 
conjunto de inequações lineares em X е y, então f (x, y) = ax + by + ond 9 conjunto solucáo de um 
(х, у) є $, assume seus valores máximos ou mínimos nos vértices de E onde a, b e c são Constantes rcais 


Ex.3: Encontre os máximos e mínimos de f(x, y) = 2x — 3y definida El 
ha região “S” do plano cartesian 
o, 


limitada pelas inequações: 


x y<4 
x-y2 -2 
Solugáo: 


Graficamente teríamos a região “S”, 


Calculando os valores de f(x, y) nos vértices de “S”: 


1)0 (0, 0) > F(X, Y) 22.0-3. 
2) a (4,0) > F(X, Y) =2.4-3 
3)B (1,3) > f(x, y)=2.1-3. 
4)C (0,2) > f(x, y)=2.0-3. 


0=0 
0 = 8 (valor máximo) 
7 (valor mínimo) 


Ex.4: Problema Económico 


Uma empresa deseja montar uma pequena granja para produzir frangos e patos para o consumo de 
Belém. Feita uma pesquisa verificaram-se que as possíveis vendas mensais de frangos e patos variariam 
respectivamente entre 400 e 8000 e 2000 e 5000. A área destinada á granja náo permite a criagáo de 
10.000 aves. Admitindo-se que a produção será vendida totalmente e que o lucro obtido será de R$4,00 


Por patos e R$1,50 por frango qual deveria ser a produção adequada para que o lucro seja máximo? 


Solução: Chamando de x o número de milheiros de frango e y os de patos temos: 


x+y<10 


graficamente teríamos 


^4 
| 
TO 
1 t. Bí5:5 
— | —Á— — — 
C(4:5) к 
4 ¡6 $ Ф | 
і D PLSD | А(8;2) 
i. oc xS XX — ——————— 
e D+ Х 


Calculando os possiveis lucro L = 1500x + 4000y 


t 


1) La = 1500 x 8 + 4000 x 20.000,00 
2) Le = 1500 x 5 + 4000 x 5 - 27.500,00 (máximo) 
3) Le = 1500 x 4 + 4000 x 5 = 26.000,00 


4) LD = 1500 x 4 + 4000 x 2 = 14.000,00 


un 


un 


Resp.: As produções adequadas serão 4 milheiros de frangos e 6 milheiros de patos e o lucro 
máximo mensal será de R$30.000,00 


IV. Teorema de Rouché-Capelli 


Dado um sistema de m equações e n incógnitas, sejam Mc e Mi respectivamente a matriz completa 
ou ampliada e a matriz dos coeficientes ou incompleta do sistema. 


Então: 


1) O sistema admite solução se e só se as características dessas duas matrizes são iguais. 
2) Caso as características sejam iguais então: 

2.1) Caract Мс = Caract M; =n > sistema determinado 

2.2) Caract Mc = Caract M; <n — sistema indeterminado 


Dem. 


el — Caract. iguais se a característica de Mc for maior que 
a da matriz M, (menor não pode ser porque M, é uma submatriz de Mc), feito os escalonamento 
for equivalência linha de Mc teremos no final pelo menos uma linha do tipo (0, 0, ..... 0, k) com k 
* 0. Isto significa que o sistema associado a essa matriz escalonada (que é equivalente ao 
sistema inicial) terá pelo menos uma equação do tipo Ox, + ох; + ........ + Ox, =k # 0 e portanto 
náo admite solugáo o que contraria a hipótese. 


1.1) Condição necessária: Sistema possiv 


Toaras 
2.1) Caract Mc = Caract M; = п 
А Após о escalonamento de Mc teriamos aam 
] a, а, e а, с, \ 
01 di... bre 
0 0 1 М 
0 0 0 0 
0 00 0 0 
Neste caso teriamos Xn E Cn e por substituições seguidas obteríamos e soluções únicas para os n— 1 
incógnitas restantes, logo o sistema seria possível e determinado. 
2.2) Caract Mc = Caract M, = p < n (nunca a caract М, pode ser maior que n pois a nulidade de M, é 
sempre 2 0). 
Neste caso feito Е escalonamento de M, teremos P linhas não nulas o que indica que poderemos 
escolher п — р incógnitas independentes e as outras р incógnitas serão dadas em função delas, 
v. Regra de Cramer 
Def.1: Chama-se sistema de Cramer a todo sistema com n equações e n incógnitas, no qual o 
ER determinante da matriz dos coeficientes e nào nulo. 
a) Propriedade: Todo sistema de Cramer é possível e determinado. 
Dem: Seja o sistema de Cramer. 
leta 
ajX, + ах +..+а@„Х„ 7 Ci 
ах, + 85X5 +... + AN, 70) 
ах, * 8,1X5 +..+а„Х„ = C, 
Escrito na forma matricial: 
Xi Ci 
c pd — 
x2 | =|“ | ouseja AX =C. (1) 
ue А Я 
to 
k X, C, 
4 
D 4 х= АВ ә 
і -1 = А\В ә 1. 
а = te solução. ү В ТА AA 
to ) AX = C admi ç o: A? (AX)= А B ( 


Como det A + 0 então A”! existe log 
X= А! В é solução de (1) 


b) X é única. 


Capítulo TI. Sistemas 
Suponhamos que exista outra solugáo X, ou seja AX, = B. Entáo teríamos: Lineares 
Xi = IXi = (АТА) Xi - A” (AX) АВ = Х 


c) Regra de Cramer: Todo sistema de Cramer: Todo sistema de Cramer admite como solugáo qualquer 


"PET : AX é ; : 
incógnita x; do sistema, ЛАГ onde [A] é o determinante da matriz dos coeficientes e Ax, é 
ёо 


determinante obtido de |A| pela substituição da coluna correspondente a incógnita х; pelo 
i $ 


respectivos termos independentes. 


Dem: Seja S um sistema de Cramer 


Entáo: 
As Az, TE An b 
1 
X, Ap Az А, b 
2 
ыле ч E 
det А | A Az 
b, 
И E 
n b, 
Аһ А, 
Dai: 7 
(1)3; 2 Lu А А» b, +... +b, coml<i<n. 
det A det A 
a, 8p b, ain 
; . а, dy b, 2n ; 
Consideremos a matriz: А; = obtida de A substituindo-se a sua i-ésima 
Aa An ee Da o Ann 


coluna pela coluna dos termos independentes, calculando por Laplace através da i-ésima coluna temos: 


detA, 
detA ` 


det A; = Aj. bı + Ах. b2 +..... + Аш. ba, substituindo em (1) teriamos х; = 


nas lineares 
ção qualquer 


€ Ах, éo 


ita x; pelos 


ua i-ésima 


а temos: 


35 (CIABA-94) Os 


Exercícios 


£3, ш 

7) АЕА-94) О valo: m, para o o 
( A ) Os lores de р: $ i 
" quais 


XxX=y+2= 


2x+4y-22= 
O sistema 42x- y+3z=9 sistema 42x-3y+2z= 


4x+3y+mz= 


ү) (PUCRS) 
3x+3y-nz=3 

ariáveis X» Y» € 2 tem como solução x = 

nas V^ | O valorden+p-qé a 


admite somente 
asoluçãox=y=z= 
a = x=y=z=0,são: 
)m-4 Ы)т>0 сут=4 Eos 5 
m< 


=2pe* 
a b)-2 c)0 d)1 e)6 
2) (PUC/RJ-98) Seja a número real. Para que > (AFA-94) О sistema a =b o, 
sistema linear. „ 2ах+у= е 
һоторёпео e determinado, se e a id 


valores dea о 


ү+ах+(1-Ф@У^1 ajax 
T 4 =c= 
j- ax + (0 + У 1. Кени 22] 
ien solução? Para quais desses valores a solução | c)a «0 нау 
n eazaeb=c=0 
é úni dax0ea=4 bx0ecx0 
| x-y*z-b 
3 (PUC/MG-97) O sistema у айе 9) (Escola Naval-91/92) O sistema de equações: 
x-y+az=0 р y: 
uma infinidade de soluções. Então, sobre os dm 
parámetros a € b, é CORRETO afirmar: AS 
E pow Е as a) é sempre possível 
Le c с 5 b) é impossivel para k= 1 
да = -] a Ap a eb--l C) é impossível para k = — 2 
eja = le d) é determinado para k + 1 ` 
e) é determinado para k # 2 


CIABA-94) O sistema da 
9t ax+2y=5 
várias soluções se а soma (a+ b) é igual a: 

a)3 b)-3 c)-5 d)-84 e-10 


dmi 
admite | 10) (Escola Naval-93/94) O sistema de equações: 


mx+y=2 

x-y=m' é impossível se e somente Se: 
x+y=2 

а)т= 1 b)m=-2 
d)m*-2 e)msleme-2 


valores de k para os uais O 
P q c)m=1 ou m =-2 


х+у+2= № 
sistema x+y+2z= ky admite soluções 
x+y+2= kz 11) (FUVEST-92) a) Resolva 0 sistema 


rtencem ao intervalo: 
=x+y=2 


b) Usando a resposta 
Xa? -1)- (6-1)? = 3 
(a? -1)+@-0=2 


diferentes da solução nula pe 
a) [- 2, 2] b) [- 1, 4] c) [1,3] 
d) [2,4] e) [- 3, 0] 


2x-y=-3 А : 
onde x e y são números Téais 


do item a, resolva O sistema 


6) (CIABA-95) O valor de a para que O sistema 


ах-у+22=1 
-4х+ау+42= 2 ѕеја im 


12) (FUVEST-94) Considere o sistema: 


x-my=1-m 
(1+ т)х+у =! 


stema admite solug 


possivel é: 


x+2y+2= -2a 
al4  b)12 


go Dz e)-12 m" 
a) Prove que o Si ão única p 
cada número real т. e a 


b) Determine M para que O valor 
possível. 
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13) (FUVEST-96) Considere o sistema de 
x+y+z=-2m 
equações lineares: 4x — y - 2z = 2m 
2x+ y-22=3m+5 
a) Para cada valor de m, determine a solução (Xm, 
Ym, Zm) do sistema. 
b) Determine todos os valores de т, reais ou 
DEUM para os quais o produto XmYm2m é igual 
a 32. 


14) (FUVEST-97) Seja o sistema: 
x+2y-z=0 
x-my-3z- 
x+3y+mz=m 
a) Determine todos os valores de m para os quais 


o sistema admite solução. 
b) Resolva o sistema, supondo m = 0. 


15) (FUVEST-99) Considere o sistema linear nas 
incógnitas x, y, 2, w: 
2x+my=-2 
x*y--l 
yt(m-Dz4-2wz2 
z-wzl 
а) Para que valores de т, o sistema tem uma única 
solução? 
b) Para que valores de m, o sistema não tem 
solução? 
c) Para т = 2, calcule o valor de 2x + y ^ z — 2w. 


16) (Fuvest-2001) Dado um número real a, 
considere o seguinte problema: 

“Achar números reais xj,xj;,.,x,,náo todos 
nulos, que satisfaçam o sistema linear: 

(1-2) (1-3) xp-1 + ((1- 1) (r- 3) (1-4) (r7 69a 
+ (-1)) x + (1-3) xi«17 0, parar = 1, 2, ..., 6, 
onde xo = x; = 0”. 

а) Escreva o sistema linear acima em forma 
matricial. 

b) Para que valores de a o problema acima tem 
solugáo? 

с) Existe, para algum valor de a, uma solugáo do 


problema com x, = 1? Se existir, determine tal 
solução. f 


17) (UNICAMP-92) Sejam A e B duas matrizes 
e ordens nxm e mxn respectivamente, com m < 
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n. Prove que det(4.B) = 0, baseado cm 
propriedades do sistema de equações lineares. 
Xi 0 
Xi 0 
(4B. |= 
X 0 


18) (UNICAMP-93) Resolva o scguinte sistema 
de equações lineares: 

2x+y+z+w=1 

x+2y+z+w=2 

x+y+22+w=3 

x+y+2+2w=4 


19) (UNICAMP-97) Considere o sistema: 
1 
—(у+2)= 
ui (у+2)= р 


у+0+2=р 


#+ук+ў)=р 


a) Mostre que se tal sistema tem solução (x, y, z) 
com x, y e z inteiros, então o parâmetro p é 
múltiplo inteiro de 17. y 

b) Reciprocamente, mostre que se o parâmetro p 
for múltiplo inteiro de 17, então este sistema tem 


solução (x, y, 2) com x, y е 2 inteiros. 


20) (Unicamp-2000) Seja A a matriz formada 
pelos coeficientes do sistema linear abaixo: 
Ax+y+z=4+2 
x+4dy+z=4+2 
х+у+д = 4+2 
a) Ache as raízes da equação: detA=0. 
b) Ache a solução geral desse sistema para 2= -2. 


21) (UFPB-92) Sendo A uma matriz quadrada 
nxn e I a matriz identidade nxn, o determinante 
de xI- 4 é um polinômio de grau n na variável 
x, chamado polinômio característico de A. 


Baseado nesta definição, o polinômio 
1 2 0 

característico da matriz A=| 0 3 -1| € 
-2 0 0 


а)х?—-х?+3х+4 b)x+4x-3x-1 


SN 


ZP 


ado em 
ares. 


sistema 


х, y, Z) 
ор é 


etro p 
na tem 


rmada 


— 


omo AAA 


Ds pg tro? 
DL 
Fp1-2003) Sabendo que о sistema 


possui infinitas 5 
Q^ ysina =0 Soluções, 
$ айгтаг corretamente que: 
3+ kn/2,k € Z 


Z 


ce 
T 
с 


23) (UFPI-2004) Considere o sistema de equações 


Ax +ау = b А : 
90 sistema possui solução única se a £ 2 
b) O sistema possu! infinitas soluções se a = 2 e b 


10 А 5 
: O sistema nào possui solução se a = 2 eb = 10 
d) O sistema possui solugáo únicasea=2eb>0 


24) (UFMA-2001) Sejam a, В e y números reais 
no intervalo (0, 1/2). Considere o sistema linear: 


2 2 
а+ b.cos^ a +esen О = 0 


2 
a +bsen”P + c.cos В =1 
a—b.tg Y +c.sec? y - 0 


Quaisquer que sejam 05 valores de a , Pe y. 


podemos afirmar que: | 
a) o sistema sempre é determinado 
b) o sistema sempre é impossível 
c) o sistema nunca é determinado 
d)'o sistema nunca é indeterminado 


e) o sistema nunca é impossível 


| 25) (UFMA-2003) Dado o sistema linear: 


x4my-z-l 
2x-y+z=n 
3x+y-2z=2n 


a altemativa que indica os valores de m en, para 


que o sistema tenha infinitas soluções, é: 
amz4/7enz 7/5 
b)mz4/7ens 7/5 
c)m=4/7en+*7/5 
d)m-4/7en- 7/5 
e)m=7/4 en= 5/7 


X-(a-Dy=0 
O trivi 
)-2; c) 0; d) 92 


27) (UFPR- 
(UFPR. 2003) A Fespeito do sistema d 
x+3y-4z=0 ` 
equações +3х+у=а 


admita a soluçã 


a)-3: ale soluções próprias é: 


onde a e b são nú 
о потег 
4х +02 = 0 9s 


Teais, é correto afirmar: 


(1) Se a=0, exi 
: , existe algum 
sistema é i aii valor de b para o qual o 


(2) Se o valor de b for tal que o determinante da 


13 -4 
matriz |3 | 0 | não seja nulo, o sistema terá 
40 b 


ча Única solugáo, qualquer que seja o valor de a. 
(3) Se а = 1 е® = 2, о sistema tem mais de uma 
solugáo. 


(4) Se a = b = 0, o sistema possui somente a 
solução nula. 


28)  (EPCAr-2003) Dadas as matrizes 


5) e P a matriz nula de ordem 2. A 


soma dos valores de K para os quais existem uma 
infinidade de matrizes M de ordem 2 tais que AM 
=Pé 

a)-2 b)-1 yo d) 


з 4 5 
29) (EPCAr-2004) Seja a matriz a) i 


Determine a expressáo do determinante dá matriz 
(A - al), onde a e R ela matriz identidade. А 
soma dos valores de а para 05 quais det (A - al) 


= 0 é dada por 
a)5 b) 6 c)-1 d) 3 
ema de 2 


-66 Consideremos 0, sist 
30) (ITA ) Peq 


equações nas 2 incógnitas 6): | sy 2 y 
j lor de k, O sistema tem 
Iquer que seja o valor de 5" 
9 i nte da solução X = 0,y 
nos um valor 


c) para nenhum valor de k, o sistema tem solução 
diferente da solução x=0,y=0, 


х+2у+4=2 = 
31) (ITA-67) O sistema ¿x+ 7y+9z=a 
=x+3y+z= 
a) não tem solução V a 
b) somente tem solução para a = 1 
c) tem solução para V a 
d) possui somente solução x = 0, y=0,z=0 рага 


a=0 
e) tem solugáo diferente da solugáo x = 0, y=0,z 
=0paraa=0 


| 32) (ITA-68) Seja 
Ax+y=0 
x+Ay+z=0 
ytAz-0 
| O sistema acima terá solugáo nào trivial para certo 
Hit) conjunto de valores de A. Para que isto se 
ү | verifique este conjunto é constituído: 
| H || a) apenas por números complexos náo reais 
a b) apenas por nümeros reais 
HU: с) apenas por números racionais 
d) apenas por números irracionais 
е) apenas por números inteiros 


33) (ITA-69) Para que valores reais de a e bo 
seguinte sistema não admite solução? 


3x+ay+42=0 

х+у+32=—5 

2x-3y+z=b 
TA aja=-2eb=5 bja>-2cbx4 
| c)a=-2 e bz5 da=b=l 


| e) nenhuma das respostas anteriores 


34) (ITA-72) Qual é a relagáo que a, b e c devem 
satisfazer tal que o sistema abaixo tenha pelo 
menos uma solugáo? 


x+2y-3z=a 
2x+6y-1llz=b 
х-2у+72=с 
a)5a-2b-c 
b)5a=2b+c 
с)5а#2Ь+с ° 
d) náo existe relação entre a, b, c 
€) nenhuma das respostas anteriores 
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35) (ITA-72) Quais os valores de а de modo que 
o sistema 


(sena - 1)х + 2y - (sena)z = 0 
(Зѕепа)у +42 = 0 
3х + (75спа) + 6z = 0 
а) а= пп, n = 0, +1, +2, +3, ... 
b) а= пл + п/3, п= 0, +1, +2, +3, ... 
с) а= пл + п/2, п= 0, +1, +2, +3, ... 
d) não há valores de а 
е) nenhuma das respostas anteriores 


36) (ITA-81) Num sistema de coordenadas 
cartesianas ortogonais verificou-se que os pontos 
A = (a, 1, a); B = (2a, 1, a) e C = (b, a, a) são 
colineares. Além disso, o sistema 

ax+by=0 

bx+y+z=0 

bx+ay+bz=0 
nas incógnitas x, y e z é indeterminado. Sendo a > 
0 e b > 0, qual é a alternativa correta? 
a) a e b são números pares 
b) a e b são números inteiros consecutivos 
c) a não é divisor de b 
d)0<a<1/⁄2 e0<b<1 
е) nenhuma das anteriores 


37) (ITA-83) Seja a um número real tal que a + 
n/2 + Кт, onde k e Z. Se (xo, yo) é solução do 
sistema 
(2seca)x + (3tana)y = 2 cosa 2 
entáo podemos 
(2tana)x + (3seca)y = 0 


afirmar que: 
a) xo + yo = 3 — 2sen a 

О = ду, 
b) (2x) - у = gu a+2 
C) Xo — yo = 0 
d) xo + у= 0 


2 
2 4 
e) (2x, -y = gU a 


38) (ITA-84) Os valores reais de a, que tomam o 
sistema 
Зан yx+y=1 
x+y=0 
(3º10-3)x+y=1 
a) qualquer valor de a. 
b) apenas a=0 e a=3. 


possível e determinado, sáo: 


NAS Lineares 
deep ea 
le modo due 


oordenadas 
> OS pontos 
^ d, а) são 


Sendo a > 


os 


1 que a + 
jlugáo do 


podemos 


omam O 


do, sáo: 


= 2. 
1 са= –1. 


nas @ 
с) 9P* 1 B _ 
valor de а nestas condições. 


enas © 
o CX 
gra 


uponha que x е y sáo números 

multaneamente ás equações 

4x = 1. Nestas condições, se 
> 


A-87) SUP 
satisfazendo si 
reais 21 e 7X 


+22, então: 
xt) "TEE c)S=5 d)S-.g 


8x-y-2z- 
88) Sobre o sistema 47x + y -3z = 


TA- 
40) ( КОЕ 


rmar que: 


„mos ай : 
eme e determinado 


ossivel 
ossivel 


eros X. У, 


os núm tmética de razáo igual a x. 


rogressão үр 
0) possiV 
o2(xtz 

) é possí 
os números 
progressão a 


i 3y+42= 10 | 
tem somente ита solução. 
tem infinitas solu 
9Qx -2)7 40. 
c) tem infinita 
9x -2)- 20. 
d) tem infinitas solu 


deyez — _ 
e) náo possui solugáo. 


Tn 
uu 


v 42) (ITA-89) Considere a equação 


4 5 7 0 
x -16|4 1|+70|=|0|, onde x, y e z são 
4 2 3 0 


nümeros reais. É verdade que: 

a) a equação admite somente uma solu 
b) em qualquer solução, x=z , 

c) em qualquer solugáo, 16x? = 92 , 
d) em qualquer solugáo, xd = 167 


e) em qualquer solução, 9у = 1622 


сао 


Sejam А, X 
Ab) = A ! © A as raizes da 


; qualquer solugáo (x, y, 2) é tal que 
z formam nesta ordem, uma 


el e qualquer solugáo (х, y, 2) é tal que 
vel e qualquer solução (x, y, z) é tal que 


x, у, z formam nesta ordem, uma 
ritmética de razão igual a (x + y + 


ções com 9(x + y) = 14 e 


s soluções com 9x + у) = 34 e 


ções com x dado em função 


[7 

apítulo үу Sistemas Lineares 
f Ку. Sidere as matrizes; 
А = 


EO O Fla 1 
102 2 0|. 
1 


equação det (A — 
com < 
м << A. Considere as 


afirmações 
(1) B=A- A 
ol 
s = (А MIA 
B=A(A- 

Então a 
ы todas as afirmações são falsas 

) todas as afirmações são verdadeiras 
C) apenas (T) é falsa. | 
d) apenas (ID é falsa. 

e) apenas (Ш) é verdadeira. 


44) (ITA-00) Considere as matrizes 


к. 100 
M=|0 b 1 é e Ac 
E 001 


em que а#0 e a,b e c formam, nesta ordem, 
uma progressão geométrica de razão q>0. 
Sejam 4,4, e A, as raizes da equação 
de(M - А) =0. Se ДА,А, =а е 
A +À, +Å, +7a ,entào а? +b +c éiguala: 
21 91 36 21 91 
a= b= o— à— е 
) 8 ) 9 ) 9 kr ) 36 
45) (ITA-02) 1. Mostre que se uma matriz 
quadrada — não-nula А satisfaz a equação 
M38 +24 =0 (1) | 
Então (A + D! = A + I, em que I ёа matriz 
identidade. 
2. Sendo dado que 


11 
AQ. 

\ s 
satisfaz a equação (1) acima, o baot 
matrizes não-nulas B e C tais que B с, 
= A. Para essas matrizes você garan q 
sistema de equações : 

x 
(B-C) : А 


tem solução (x, y) +(0, 0)? Justifique. 


l 
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46) (ITA-03) Sejam A с Р matrizes n x п 
inversíveis e B = P'AP. Das afirmações: 

I - B" é inversível e (В!) !=(B!)!. € 

II — Se A é simétrica, então B também o é. * 

Ш ~ det (A- АЈ) = det (B - AI), VV є (1) c 


é (são) verdadeira(s): 
a) todas. ^ a) apenas I e III. 
b) apenas I. €) apenas II e III. 


c) apenas I e II. 


47) (ITA-2006) A condição para que as 
constantes reais a e b tomem incompatível o 


sistema linear 
x+y+32=2 
x+2y+5z=1 é 
2x+2y+az=b 
aja-bx2 b)a+b=10 c)4a-6b=0 
d)ab=3/2 eja.b=24 


48) (ITA-2006) Seja o sistema linear nas 
incógnitas x e y, com a e b reais, dado por 


(a -b)x - (a +b)y =1 
(a +b)x + (a-b)y =1 


Considere as seguintes afirmações: 
I — O sistema é possível e indeterminado se a — b 


=0. 
II — O sistema é possível e determinado se a e b 


náo sáo simultaneamente nulos. 
II- x? + y? = (а2 +02), sea? + b^ s 0. 
Entáo, pode-se afirmar que é(são) verdadeira(s) 
apenas 
a)I ЫП c)M а) Теп е) Пеш 
49) (IME-76/77 Militar) Dada equação matricial 
1 2 0 1x -5 
-10 
Te A a E . Determine a 
0 -3 1 -S[x; 6 . 
-] 1 -1 1 |xg4 -4 


matriz X = 
X4 
50) (IME-79/80 Militar) Resolva o seguinte 
X, tx,-x,-26 
sistema: 3x, - 4x, +2x, = 2 
2x +5x,+x,=0 


} 51) (IME-79/80 Militar, Determine os valores de 
К para que o sistema abaixo tenha solução única: 


х+(5 + k)y-3z=-6 
Sx+y-4z=-5 
x+5y+ky=-1 


52) (IME-80/81 Militar) Determine a e b para que 
x+2y+az=b 
o sistema 42x — y +3z = 3 
3x+y+z=4 
a) tenha solução única; b) tenha um п? infinito de 
soluções; c) não tenha solução. 


53) (IME-83/84 Militar) Dado o sistema: 


1 1 1 1fx 17 
2 3 3 4ly 53 3 > 
boda = encontre o seu conjunto 
111 3j[z 27 
solução. 


54) (IME-84/85 Militar) Seja o sistema: 
1 -2 1Yfx » 
2 |  1ly|=|p»,]|. Discutir os valores de 


0 5 -lAz y, 
у, уз € ys para que este sistema admita solução. 


^ 


55) (IME-87/88 Militar) Determine os valores de 
x -3x, =-3 

k para que o sistema 42x, + kx, — x, =-2 
x,*2x, +k, 21 

a) tenha solugáo única; b) nào tenha solugáo; с) 

tenha mais de uma solução. 


56) (IME-87/88 Militar) Resolva e discuta о 
mx+y+z=1 
sistema: ¿x+my+z=m 


х+у+т2 = т? 


57) (IME-87/88 Militar) Determine о valor de a 
para que o sistema abaixo tenha mais de uma 
solução e resolva-o, neste caso: 


x+y-z=1 
2x+3y+az=3 
x+ay+32=2 


que 


de 


na: 


ito 


Militar) Discuta o sistema: 
1 


lot Sist 

: е, 
9 =2= 2 corre Que se DE a Bares 
+27 E à Spondente ao m auto-vetor 

x 3z=9 Invertível A AUtO- valor X ims 

e impe Correspondengo XX © auto-vetor де АН i 

3x+3y 7 2z=b endo ao auto-valor V. 

4 65) р 
militar) Dado о sistema de ) Prove que Se À for y 
8/89 


0 Correspondente auto-ver > Wto-valor de A 
-8 az 
(MË x+y 


com o 
“Vetor X, então Xt E 
d IMO-Vetor de A? Correspondente а p2, "mbém é 
— z=0, pede-se: я 
4 49) es {ах+у- 0,p s 
5 tines! х+ау-2= 1 ор Se À for um auto-valor de A com o 
А O! Д, 
T ad a que O sistema tenha 1 pon Ente auto-vetor X, então Para cada 
$ de a par escalar c, X é auto-vetor de A 
re 
valo 


a para que a solução (x, y, z) 
e 


ao auto-valor A — ç, 
ão x+y+z=1 


=el correspondente 
30, 
à 50100 valores d 


os > equaç: 
Эвра à °З 


6 f Je 1) en). 


i b b) onde a ab b'es, 
\ а “Je B= 0 b 
Az a 


= bendo que Z e M, 
ао AZ = B, saben 
solva à q dioses que a, а', be b' devem 
indo as 


67) Prove que uma 


matriz e a sua transposta têm 
Os mesmos auto-valores. 


68) Prove que se A fo 


det (A - A) = (- D' Q^ (ray o 3) 


onde O(A" - 2 Tepresenta um polinômio em À de 
grau menor ou igual an — 2. 


T de ordem n, entáo 


69) Prove que o. traço de uma matriz é igual à 
soma dos auto-valores dessa matriz. 


5 ао. | : 
giscutind ra que a equação tenha води 70) Prove que o ee de idis чон 
1 os - 
isfazer pa "n SETA асе produto de todos 
ы : i е . 
(ME-98) а matricial abaixo, em | valores 
9 . 
ricamente, 71) Mostre que a matriz nxn 
geo e p. Ü | ò 
ão de O -4 0 1 
no a 0 1 о о 
ү = 58 0 cm 
s 7 В С= . Guo AS - 
g a | . JE 
: . a para que seja 0 0 0. "T 
ME-99) Determine "LT 
e : à cterística 
62) (Ш el o sistema: tem como equação cara pi DR UR 
impossiv 4 СЛ as ir 
=32 = > 
Xo 2y 


ж -у+52 =? j 
y + (a? -14)2=0.+ 


=0, 
72) Uma matriz А Е 
4x + ) © а matriz in 
tir um: ; lh 
ичи que matrizes seme 
ro 


A = 
ersivel S tal que 
63) Resolva O sistema: 


i istico. 
0 mesmo polinómio caracteri 
X3 = 4 
X2 + 2 
X + | 
оза X 
и : io СОИ " 
mM x 
X + X99 + М Ж н 
98 i | 
Xy + Хи 


А iz В se 
semelhante à ger ps. 


antes apresentam O 
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APÉNDICE: PROBABILIDADE GEOMÉTRICA 


dos sobre uma reta. Um ponto 


Considere o seguinte problema: 
idade que P pertenga ao 


“Sejam quatro pontos A, B, C e D (nesta ordem) igualmente espaga 
P é aleatoriamente escolhido sobre o segmento de reta AD. Qual a probabil 


segmento de reta AB?" 
-9— Ф- ——9- e 
A B C D 

A diferenga entre este problema de probabilidade e os outros estudados anteriormente neste livro 
é que neste caso o espaço amostral possui característica contínua, enquanto que nos casos anteriores o 
espago amostral era discreto, onde podíamos determinar tanto o número de elementos do espaço 
amostral quanto de qualquer um dos seus eventos associados. Observe que no caso da questão proposta, 
cujo comportamento é contínuo, existem infinitas possibilidades para a escolha do ponto P. Por outro 
lado, uma vez que a escolha de P é aleatória e não depende da localização do segmento de reta AB, 


então podemos considerar que qualquer ponto do segmento AD possui igual probabilidade de ser 
escolhido. Logo, é razoável considerar que a probabilidade de P pertencer ao segmento de reta AB é 


АВ _1 


igual a pap === . 
AD 3 
Na verdade, podemos generalizar este raciocínio para uma, duas e trés dimensões: 


L 


E SE 
— 


1) A probabilidade de um ponto P, escolhido aleatoriamente sobre 
um segmento de reta de comprimento L, pertencer a um segmento de 


reta de comprimento £ (contido em L) é p = L 


2) A probabilidade de um ponto P, escolhido aleatoriamente sobre uma > S 
1 $ 
c 


superficie plana fechada de área S, pertencer a uma regiáo plana de área 


s, completamente contida em S, é p= s 


3) A probabilidade de um ponto P, escolhido aleatoriamente sobre uma região do AGA 
espaço de volume V, pertencer a uma região do espaço de volume v, » 
ITA 


i { у 

completamente contida em V, é p= y 
H} 
PA 


Exemplos: 
1) Duas pessoas marcam um encontro na Praga da República, combinando o seguinte: 
e cada qual chega à praça num momento escolhido ao acaso entre o meio-dia e à uma hora da tarde; 
e nenhum deles espera mais de 15 minutos pelo outro. 
Qual é a probabilidade de realmente se encontrarem? 


Solução: 


Quin Lula 


1 nana damnram nara chegar no 


Ls —— 


Assim, a Probabilidad, 
> ed 
da figura destacada n 


e encontrarem éi 
pelas desigualdades 


no gráfico e a área gual à razão entre 

total a área 
AE > quadrado delimitado 
60.60 — 4545 | 


P encontro = — `? jJ = 


В e С são escolhidos aleatoriamente em uma circunferênci ili 
| И Ее Н dcn nieréncia, Qual а probabilidade de 
$0 
e todo 
solução” as medidas dos arcos AB (que não contém C) e AC 


é 5 (que náo contém B), 
sejam ® os que O arco BC (que nào contém A) vale 360? 


— 9 - В. O espaço amostral 
-«-p«3609 (1) 
guintes desigualdades: 


respectivamente. 
é definido por: 


O gráfico ao lado ilustra as desigualdades descritas anteriormente. 
Geometricamente, as desigualdades descritas em (1) equivalem ao 
quadrado maior de lado 360. 

Por outro lado, a intersegáo das desigualdades descritas em (1) e 
(2) é igual à área da região hachurada. | 
Logo, a probabilidade pedida é igual à razão entre a área da regido 
hachurada (quadrado de lado 180) e a área do quadrado maior de 


d ы 1 
a() lado 360. Assim: p= Pe 


d d gm ё : ilidade de que esses novos 
i ente um se ento em três par tes, qual еа probabilid: de ү 

Jivi indo aleatoriam q 

3 (vidi 


a > 
segmentos formem um triángulo? 
Solução: 


e x e y são as medidas de duas partes, para que a 
ri 
Suponha que O COMP 


mento do segmento seja (. S 
x«t Qey«t0oct-*y < (1) 


: ; ¿p< : 
divisão seja possível ternos: : gulo, além das desigualdad 


— (x + y) formem um trián 
)yytt-G*»?* 2 


es anteriores, temos. 
De modo que x, y € £ 


y»t-(x* )x £-( y u " 
| . . (1) . . 
AS desigualdades descritas em О , tema de е1х0$ 


Capítulo 12. Apóndico 


paralelas em um plano, Onde 
so, sobre o plano, uma agulha 


4) (Problema da Agulha de Buffon) Consideremos uma família de retas 
duas paralelas adjacentes arbitrárias distam de a. Tendo-se lançado, ao aca 


de comprimento £ (£ < a), determinar a probabilidade de que a agulha intercepte uma das retas. 


Solução: 
Vamos definir a posição da agulha no plano em função da distância x do ponto médio da agulha à 


paralela mais próxima e do ângulo O entre a agulha e esta paralela. 
De acordo com estas variáveis, podemos interpretar que o espaço 


amostral do experimental é definido por 0 < x < а/2 е0 «0 « s (1). 
Observando a figura, podemos concluir que a agulha interceptará uma 


das paralelas se x € iseo, com0<0<rT (2). 


As desigualdades descritas em (1) formam no sistema de eixos 
coordenados (0, x) um retângulo de dimensões л e a/2. 


A desigualdade x < E een: com 0 < 0 < m, é equivalente, no mesmo 


0 
X 
a 
X 
2 
a/2 sistema de eixos, à parte hachurada da figura ao lado. 
Assim, a probabilidade da agulha interceptar uma das paralelas é igual 
e2 
п 0 


à razão entre as áreas da parte hachurada e a área do retângulo: 


ё 
А [5 senedo 226 


p 
та 


5) (Olimpíada do Rio Grande do Sul-98) De cada uma de trés varetas de mesmo comprimento /, 
quebrou-se um pedaço. Calcular a probabilidade de que seja possível construir um triângulo com esses 


três pedaços. i 
Solução: 
Sejam x, y e z os comprimentos retirados das três varetas. O espaço amostral é definido por: 
0O<x<f0<y<f0<z<f. 
Os pedaços de comprimentos x, y e z formarão um triángulo se e somente se: 
х<у+2, у<х+2,2<х+у. 
Geometricamente podemos interpretar as inequações acima de acordo com a figura no IR: 

7 

Portanto, a probabilidade dos trés 

pedaços formarem um triângulo é 
igual à razão do volume da pirâmide 
hachurada (formada pelas diagonais 
das faces do cubo que passam pela 
origem e pelas arestas do cubo que 
não pertencem aos planos 


coordenados) e do cubo de aresta £. 


Logo, p =>. 


T1péntice 


no, onde 
за agulha 


agulha à 


) espaco 
| (1). 


tará uma 


le cixos 
) mesmo 


s é igual 


nento £, 
m esses 


os trés 
gulo é 
irâmide 
agonais 
ım pela 
bo que 
planos 


sta f. 
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2: sequências Aritmética e Geométrica 
oar s n 2) 6, 10, 14 
p = zn6*2kn 9) 9, 27, 81 3) 14 
1) х ‚ 81, 243 
| pa dd 198 =(n-1j 
yy. 2+3n-1 34) PA (-18+ 1) 15 
ga? ý 37) 1332 AO, — 2 A i0, aa fiiy 
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0)» 72) d 
10) 74) b 15d 
bx ma Ba > 
105405; b) 31 80) c 81) V VFFV 
79) 2 83) 1 84 
g)d ) 24 
ga 86) a 87) 2 
$9) Não 89) 2(2+ 2) 90) с 
91)9, 12, 16 92) 25 93) b 
ma 95) a 96) а 
97) 99; b) 99? 98)a 99) a 
1) d 101) 25 cm” 102) r=4 
104) d 105) a) 2* linha; b) 107º coluna. 106) à 
107) d 108) 13264 109) a 
2n- 
110)3) bo = q^ - 159; om-q^-q^ +17 nd 
112)e 113) b 114)b 
115) 116) с 117) с 
118) 119) а 120) с 
к 2 124) d 
121)c 122) 2a ms 
125) d 126) b 
130) b 
128)a 129) a ias 
Be 132) с 136) d 
134) е 135) d 139) с 
ña с n d Mie a 
c 141) с 146) 6, 12,18 | 
Me 144) € 50919954 7D 
149) ajos = a; ao 150)r=8 124 156) 1000/3001 
155) PA (68, 42, 16) PG (17, 34, 68) 
Capí 3+4" 
* ане 3: Seqüéncia Recorrente : ij Lana 499 
а fmc 2)а + (n- 2Yn- 1)/2 o К 
б. (3 = 2” Daz — 6(3" o -2 Е 180 y 3"[vo + n(vi/3 — vo)) 10) 2 335 


| | 11) 2(n*—n+ 2) 


13) 1,2, 27, 5, 2.5, 2.5? 


15) - 1 17) 108 


Capítulo 4: Análise Combinatória 
1) a) 8!; b)8!—1; c) 7x 7008x 7- 7; d) C(6,3) 
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14) 1999.21 


2) а) 21х 19x 17-1; b) 21x 19x 17-2; с) 17 x 15 x 13; d) C(192) x C(17,2) x C(15,2) 


32'-2 4) a) 3.25; b) 2x C(5,2) 
5) a) 4%; b) C(20,15) x 35; 11) 5% 

6) a) Р(9,7) 9x 8x 7x 6x 5xA4x3; b)9x7 

7) a) 26'% b) 26 x 25°; c) 26'° — P(26,10); d) 2^ - 2; 

c) C(10,3); f) C(8,3); g) 101/(213!5!); 

h) C(10,3) x 25” + C(10,4) x 255; i) C(10,3) x 5 x 217; 

j) C(5,3) x C(21,7) x 10! = C(10,3) x P(5,3) x P(21,7) 

8) a) 36504; b) 1404; c) 2808; d) 28800; c) 2304 

9) a) 40,320; b) 1,152; c) 8,640; d) 1,152; c) 8,640 


10) 104 11) 48 
13) 28800 14) 5760 
16) 72 17) 1880 


18) I) Cn -k, п-к ID Cm. п = Cm-kn 19) 1022 
21) a) п!, b) 2.(n — 1)!, c) (n 2).(n -1)!, d) 6.(n — 2)!, e) 6.(n — 4)(n - 3)! 
22)2^-] 
24) 2" — (Cn, o + Cn, 1 + Cn, 2) 
26) a) тС, 2 + КСъ, 2; b) Ck,2-Cm,2 27) 8 
28) a) 3; b) C5, 2.31% с) Суз,з.3 °; d) Саз, з. Сло, 2:3 
29) 321/(121)(5!)* 30) 756756 
32) (m + h)!/m!h! 


34) a) 5!6!; b) 2.5!; c) 80.5! 35) a) Ci9,2; b) C22,2 


37) 1330 38) 144 
40) Ca1, = 5985 41) a) 252; b) 208. 
44) Слз 45) a) Сз. 4; b) C30, 4 
47) (2300 144)/2 = 1078 48) 90 
49) 1.000.000 — (9% + 95 + 9* + 9? + 9 + 9) = 402130 
50) (n? + n + 2)/2 51) Coi ss 
53) 5333280 54) 333 
56) (Cn, 1,2)n! 57) 2350 
59) 30 60) 6? 
61) а) А(А – 1)(А2— 3А +3); b)2 62) a) MA— 1)(%—2)(Х — 3); b) 4 
64) 564480 65) 720 


67) a) 2; b) 1680; c) 7983360; d) 201/60; c) 3360; f) 30 

69) n(n — 1)(n — 2)(n - 3/8 70) 42.9! 

72) 512 73) 54 quinas, 540 quadras 
75) a) 28; b) 8 76) (n - 1)!.2" 


i 33) a) 6435; b) 3985; c) 5035; d) 2865. 


12) 70 
15) Cia,s = 2002 


20) 71 


23) a) Cao, s, b) 2.Сзо, з.Сзо,5 + (C30, 4! 
25) a) Cn, 2; b) Cn, 3; с) 3Cn, a; d) (n - 1)1/2; е) ЗС, 4 


31) 138378240 


36) 19990 

39) Cio, е = 8008 

42) Cn +22 

46) а) Ci; b) С.з 


52) 3.C100. 3 + (100) 
55) 40320 
58) 43200 


63) 604800 

66) 30 

68) a) 12960; b) 14976 
71) 111.825 

74) 110 


77) a) Cs 1.p-15 b) Cn- 1,p; ©) Cn-2,p-25 d) 2Cp- 1,12 Cr-2,p-2= Cn,p— Cn-2,p5 ©) 2Cn-2,p-1 


78) a) 2401; b) 840 


80) n! 81) 6.4^ ? 

83) (m + n - 1)!/(n — 1)!m! 84) 5004 

86) 2001 87) a) 191300; b) 183800 
89) 2,3772 90) 113 

92) 45360 93) 1050 

95) 2400 96) a) 3"; b) 3" - 3,2" +3 


98) (p + 1)!q!(p-q+ 1)! 99) Cio, 5.Ci1,5 

101) 560 102) 20 

105) 2^- 1 106) Cu +Cri2 + Cn-23 dus 
336 


79) a) n!; b) (n + 1)!n/2; c) (n + 2)! nQn + 1)/24 


82) Cn, m 

85) 1016 

88) 504 

91)7 

94) 70 

97) 50 

100) d 

103) 26º — 25 
107) 126 
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IA 133) e 
9 EU 136) e 
З К 
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"t 26º - 261/21! 144) 576 
yu? 52115 b) 147) 2025 
ШУ 150) с 
POE 153) 7 
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a 159) d 
6 162) d 
m 8 165) b 
p 168) b 
2030 171) 17 
if 174)e 
m 177) е 
г d 180) d 
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p 186) e 
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210 255) 14976 
ШИ 258) 31 
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Сар 
loc lo 13, Ga 
113) 8 Cus, ТОЕЛ 


131 
134 Č * BM) 


137) 296 
140) 120 


145) 182 
148) 39 520000 
151) b 
154) 4 
157) b 
160) a) 186; b) 20 
163) d 
166) с 
169) 80 
172) a) 106;b) 11 
175) d 
178) d 
181) е 
184) a) 300; b) 307200 
187) b 
190) e 
193) e 
196) a) 15; b) 30; c) 180 
199) segunda opção 
202) a 
205) VEVFF 
208) e 
211)a 
214) е 
217) с 
220) с 
223) 265 


26b . 
229) a) 84; b) 1365. 
232) і 
235) C1,2=21 
238) 64 
241) d 
244) е 
247) b 
250) 1140 
256) 32 
259)4 1 


62) 
2 10162 


266) a) 5!Cx,3Ca, 2; b) 24192 f 
267) a) 15n?; b) 30.n.Cn,2 + n?.Cn.3; c) 30.n.Cn, 3; d) n".Cn,a 


269) 155 270) d 
272) 336 273) 19 
275) d 276) d 
278) 19600 279) 28501 
281) 183 282) 615 
284) c 285) 55c 10 
287) a) 55; b) 4. 289) 795 
290)k=5cn=80uk=8cn=5 291) 71 
293) 48 294) 108 
296) 8 297) 180 
299) 70 301) 2000 
303) 2"7' 304) 233 
307) 174 308) 3432 
310) 7!.25!.C16, 7 311) n! - 24(n - 2)! + 24(n - 3)! 
313) Cn+ri i,r 314) 
316) 10 317) Não 
319) 22" 


Capítulo 5: Binômio de Newton 
Questões de Vestibulares 


1)a 2)d 
4) 11 5) 48 
7с 8) e 
10) е 11)р= 5 
13)а 14) e 
16)а 17) с 
19) b 20) с 
22) b 23) d 
25) 4 26) c 
28) c 29) d 
31)a 32) d 
34) d 35) b 
37) с 38) а 
40) с 41) с 
43) с 44) а 
46) d 47) b 
52) е 53) d 
55) а 56) а 
58) b 59)c 
61) d 62)c 
64) с 65) d 
67)n=7 ou п= 14 68) 45 
71) n= 13 73) m múltiplo de 3 
Exercícios 
10) 127 11) (3°*!—1)/(п + D 
23) (- 1)*С,к 26) 3.C9,3 + Co. 
28) Сиз 


Capítulo 13. Gabaritos 


268) с 
271) b 
274) Cas 
277) 24 
280) d' 
283) с 
286) Sim 


292) 140 
295) 18 
298) 70 
302) 212 
305) C1996, 6 
309) 120 
312) 3" 
315) 16 
318) 560 


3) b 
6)n=4 
9)a 
12) T4756 
15) с 
18) а 
21) с 
24) 2001000 
27) Т; = 7560 c Тү = 243 
30) d 
33) d 
36) b 
39) e 
42) b 
45) d 
50) b) n 
54) e 
57) b 
60) c 
63) с 
66) 0 
69) y^ 
74)n=7 ou n= 14 


22) n(n * 1) 
27) (- 1)ºCan,n 


29) 1+ (Cio, 1C; 106 6 (Cio, 4C4, ye + (Cio, 6Св, 96 + (Cio, 8Ca 96! + (Cio, 10 C16, 96 


IMLA 


211 211 + 1/a deve ser um divisor de n + 1; b) não 


5 
33) Timo: Tai = (C120, 40)/(2%) 


Сај 

шо 13, бара, 

m 3nan-i ritos 
9) 5n(Sn + De: 


10% 2 5/54; P(A) = 
A) = 5/54; P(A) = 25/54; P(Ay) = 
= /1296; Р(Ав) = 5/162 (A3) = 25/108; P(A4) =24/ 
3) a) 115 b) 1/12 4) a) 2/5; b) 2/5 162; PCAs) = 25/648. P 
$45 Cato ЭС T) a) 1/126; b) y RAO sastasg, 
9) (Cs. e ^77 ^? 2n. p 10) 2i/n( 42 5) а) (0-1) 
12) 116 13 (сас) Bono 5 VEP- 
; b) 1/2; с) 3/4; d) 3/10; mik n2 тек Cr 11) 25/216 
15 2) 11/20 А 10; е) 1/20; k 
45; . ; f) 9/20; 14) C, 1/2" 
sena) USA Need ja d 
) 2/(n - 1 0 y b) 2/77 
шур m Si n haec 
233) 213; b) 5/6 o a ue 
31) a) 671/1296; b) 1 — Q5/36)* 32) 1 -(09)“ )ап 
муз} 2 ЭЛИ? узе k <n; V2" sek-n 33) 95/294 
35) aproximadamente 0,63 36) 243/256 
38) d 39)b зт) d 
41)c 42)a 0) 4/45 
44) d 45)d P^ a) 108; b) 2/9 
47) € 48) c a 
so a) 12%; b) 80%. s) a) 4/7; b) 2/7; c) 1/7 49) 1/1680 
53) a) 945; b) 8/63 54) 7/27 20 13502" 
56) 1/125 57) 2/3 p E 
59) 1/2 60) b e 
62)b 63) d 64) е 
65) е 66) d 67)а 
68) а 69) b 70) с 
72) d 


71) e 
73) a) 1/10 


número da ri 


0; b)Se on 


74) b 
77) a) 87500; b) 2/7 


80) a 
83) c 
86) b 
89) b 


90) a) pa = PB = PC = Pemp 


= 1/67; b) OE ерут 63 6 66 


91) a) px = 1/5 e py 


fa é formado por dois al 


úmero da rifa é form 


75) a) 1/3; 
78) a) 100 
81) d 
84) с 
87)b 


= 1/2 


93) е 
96) d 
99)a 
102) F V 
105) a) 5 
108) d 


= 1/4; b) pa = PB = PC = Pemp 


ado por dois algarismos distintos > р = 1/95. Se o 


garismos iguais > p= 1/190. 


b) 2/15 76) ё 

1101; b) 16; c) 1/64 — 19) a) 27216; b) 1216 
8)c 
85) b 
88) e 


= 1/4; 0) pa = pe = 1/2 e.pc= рет 0; 


94) d 
97) a) 115; 9) 0,096 
100) € 
103) b 
FF 
£ 106) € 
9.10 6. b) 0,266 109) а) 1/3; 08/15 


Dio 
Capítulo 13. бай, A 
110) b 111)d 112) a x aitor n 
113) 1/9 114) 1/5 115) 71/260 109 N 
116) VFVVF 117) F VFV 118) FF V V pios 8“ 
119) с 120) Joquim кае 
121) Contcrá a cxpansáo demográfica mas não reduzirá a proporção de homens 0g 1 b 
122) d 123) d 124) 3/4 ` ' | 
125) с 126) d 127) a) 1/10; b) 28/31 nio р 
128) a) 1/453.600; b) 1/15 129) a) 2/15 e 1/15; b) 7/15 130) b ‚әт ^ 
131) a) 2/4782969; b) 55/4782969 132) a) 44,44%; b) 300/4807 133) e 25 
134) 1/6 135) 39/277 136) а) 1/252; b) 45/252 E ¿Al 
137) 1/12 138) (1+2 729)/3 139) с пй. me 
140) c 141) 1/4 142) 1 — (8/9)" — (5/9)" + (4197 A E) 
143) 95/256 144) 3/10 145) d 8^ (а 
146) c 147) 55/703 148) 1/25 . a^ 
149) 1/3 150) 11/450 151)a r exem? 
152) 401/2780 153) 3/64 154) с f 
10 ‚ 
155) с 156) XT S 157) 1/18 3)» 
E b 
158) 13/30 159) 1/27 160) 0,8 ción 
| 161) d 162)d 163)b 99 
|! 164) b 165) 28/111 166) 77/90 К 26 
|| 167) 1 ou 6 168) d 169) 9/25 12 СЕ 
ШЇ 170) а 171) 4 172) 2/7 и 15 
Hn 173) 7/10 174) 976 і 19e 
i| 21) 4 
Hi 25)? 
ТИИ Capítulo 7: Princípio de Dirichlet 28)b 
| f 1) 9491 8) b) (101, 102, 103, ..., 200) 14) 52 31)3 
|: 15) 6 31)a)3;b)8 34) 73 Page 
Iii = 35) 20 36) с 37) b t me 
Ila 39) a) 1<n<13;b)n> 12; 41) d 44) 97 . 
| 45) 18 46) b 49) е 
ШИШ 50) с 51)4 52) 910 e 
| 58) 501 63)n- 1 «2m 67) 53 ‚ 
dii 78) a) Sim; b) Náo. 80) Nào 81) 13 | 
| 82) Мао 90) a) 1, 2,7, 8, 13, 14, 19, 20, 25, 26; b) Мао i 
itd 91) 999 aj 
| 
| | | | Capítulo 8: Relações de Recorréncia em Combinatória 46) 
HE 1) 2"-! 2) a) 60; b) 33"! + (- 1)" 
3) a) 9"; b) pares = (9 — (- 1)")/2 4) (5"+ 3")/2 5) f(n) = 2f(n — 1) + 2f(n 2) | 
1+ 2)" (1 2)" 47) 
6 спал T) xn+1 = 3x, + 2Xp-1 8) (4º + 2")/2 \ 
1 2\' f д 49 
9) 5 1- » 10) Е, + 1, onde F, = n? de Fibonacci 
11) 1 гү" | E 
) 3 2+|- : 12) a, = Fn +2, onde Fn = nº de Fibonacci 
DM 15)x,.1 = 4,31 17), 7 а- + (n Dara 
)2 19) 233 20) (14 279y3 
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ду 7) 
artos ME s 1)/4 FOL Баш; 
930 (6 -1yg.e», pr a Gabaritos 


0 
` e 27 үз 
VS a+ sta 
ишо 09: atriz - 
: CaP rici cios de Vestibular 
); b) 28/31 E e 
qe 
2; b р Š x 7 | B= a b e 
Bk NE ai ^ E | б | de le 1 
)" o (5/9)" + п АВ = АС (В + С) basta que 
“з eh d “Ma~ e) = (b - fYc - 8) 
| = -(ф—Лх\@- h) 
H DIZ a ES 8) 
1 -2 02077 
/ par exemplo: AS |, eE ; ses 3 
4 
25 2. 5)d 
9 i 13 8) a) 3; b) 33. 
9) a) Cláudio; b) 2: gaia mas], | к=? onto М) m=n=peq=1=s 
13) 63 
0 14) b 
r du VF 16)e ins 
[me 19) a) 2; b) [12/11 20/11] Wa 
d 22)e 23) 
| 21) 
26) b iM 
j 25)a 
28) b 29) d 30) 4 
31) a 32) с 33)4 
зае 35) d de 
to ane 38) b Mc 
| + 0 0 
40) a 41)c alo +1 0 
о 0 + 
| 02 
| 44) (n!) (n + 1)! 45) | | 
2 0 
| 0 9 a OR | 
| 46) a) todas as matrizes do tipo i 3 aeyeo b) [a oa Y? 
| k о 
+2£(n-2) | СЕ ne EE | 
| 4) Х| +1 ouX-7, 5/2 +42 
| 49) tao 50) Ré ortogonal 
| 5/6 -4 


Exercícios Gerais 
+10 1-с? 

7) X= u X= 
ES aee 


e i iz identidade € 
” FS 9) As matrizes idempotentes 2x2 diferentes da matriz identida 
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-5 
Hi 20)x=1/2ey=-1/2 


-3b a 
Те nof E 0 [ x| *4-bc b 
) todas as matrizes dos tipos x 0 , 0 0 c + A ESTE 
24 13 
=-2 
| 31) de | 32) x 
| ү El 
| 34) АВ= 
| EF+CF ЕС+СЕ 
Capítulo 10: Determinantes 
|| Questóes de Vestibular 
| 2)а н 3)12 5) 11 
Hi 6)e nd 8) 0 
HU" 2 425 -05 
9) |-2 -3 -I 10) (Vx e R/x+-30} 
[| 0 05 1 
dn 1)a=2,b=4,c=6,m=4,n=8,p=16 12)d 
|) 13)b 14) d 15) с 
Mis 16) e 17) d 18 VFVVFVF 
It 19) 1 20) k <- 27 ou k < 33 21)4 
H 23)FFFV 24)d 25) а 
{ -2 3 / 
| 27) a a| [ita s quando a= F-be b 
| li =| 2 c -4A-bc 
| 29) a) 1; b) x = cos 0, y = sen0,z = 3 30)e 
| 31)е 32)0 33) ВА = АВ 
| 34) VFVVV 35) b 36) c 
| 37)x<00u 1/6<x<1 38) uma solução: x = 3 39VFFV 
40) a 41) d 42) d 
43) d 44) b 45)b 
46) – 1/2 4)FVFFF 48) d 
49)a 50) c 51)a 
52) d 53) a cosa sena 
senb cosb 
56)c 57) d 58) a 
59) с 60) d 61) 4 
Cae 63) d 64) e 
pel с _66)а 67) b 
)aouc 69) b 70)a 
71)a 
74)b 72) 4 73) с 
75) não inversível 761a 
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108r1tos 


me 78)c 
80) В1 
e 84): jj, aine 12. Gabaritos 
o m: Ds | 
91) (b а)(с a)(d — а)(с – b)(d Tie = 
94) d с) а 
95) – 2 
970 98 Zn 92)d 
100) 3) An = 3.An-1 ERDA jum 96) (a^ n Mayo 
103) (x + mm" ' 20270 
104) х= - 2,0 ou 4/7 É 0 -1 
105| 8 1! - 
106) 46080 ang 
108) 3 | pe | 
09) 
‚„ Capítulo 11: Sistemas Lineares 
1)c | 3e 
5b 6)b 4d 
i» 0,b=4 ле D 
«d 12) b) m-- 10) e 
13) a) E 'm-1,m*3,-2m- 2j ngu mar ai) 
14) a) m + — 3; b) para m = 0 o sistema é indeterminado 
20) à = 1; b) {0, 0, 0}. 21)с 18) {- 1,0,1,2} 
23) a 22)е 
24) с 25) d 
26) b 27) FVFV 28) с 
29) a 30) b ape 
38) d 39)d 40) c 
41) € 42) d 43) e 
44) a 46) d asma 
: 0 
-3 
48) e 49) X= 3 s9xi-2:07 0 877^ 
' 1 
51) V k e Ro sistema é determinado 
52) a) а — 13/3; b) a = - 13/3 e b 7255; rc e 2/3 | 
53)x=3,y= 3,z=6,W= 54) se уз = istema admite infinitas soluções 
55) a)k+2ek*- 5 b)k--5: с)к=2 
| » А si \ ш#бест#1® 
56) sem = oum = 1 o sistema é indeterminado, S€ em=-20 sistema € impossível ese 


ms -2 о sistema é determinado 


57) a=2 e (5,1—4,1) 
58) se a + : 1: determinado, se à = 
62) a. = 


=11eb= 7: indeterminado 


14 


